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Ã.Á. Øàáàò,

Òåòà-ôóíêöèè è ðåø¼òêè

Ëåêöèÿ 3 (27 ñåíòÿáðÿ 2024) � ïëàí

Ôóíêöèè σ,W, ℘ è èõ (êâàçè-)ïåðèîäè÷åñêèå ñâîéñòâà.
Ïåðâûå ôàêòîðû ïî ðåø¼òêàì.

Ïàíîðàìà. Âñå òðè ôóíêöèè ââ¼ë Âåéåðøòðàññ. Âñå çàâèñÿò îò �äâóõ� àðãó-
ìåíòîâ � ðåø¼òêè è êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé � ëåæàùåé â òîé æå êîìïëåêñíîé
ïëîñêîñòè, â êîòîðîé ëåæèò ðåø¼òêà. Íàøó ôóíêöèþ W îáû÷íî îáîçíà÷àþò
ζ, äîáàâëÿÿ �Âåéåðøòðàññà� � â îòëè÷èå îò ζ �Ðèìàíà�.

Ñíîâà σ. Èç ëåêöèè 2 äëÿ Λ ∈ Lat
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Ñíîâà W. Ñíîâà ðàññìàòðèâàåì ëîãàðèôìè÷åñêóþ ïðîèçâîäíóþ, íà êîòîðóþ
áóäåò äâå òî÷êè çðåíèÿ: ðÿäû Ëîðàíà (áûëè) è ñóììû (Ìèòòàã-Ëåôôëåðà) ïî
ïîëþñàì.
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Íîâàÿ ℘. Îáû÷íî òåîðèÿ ýëëèïòè÷åñêèõ (äâîÿêî-ïåðèîäè÷åñêèõ èëè, òî÷íåå,
Λ-ïåðèîäè÷åñêèõ) íà÷èíàåòñÿ ñ íå¼.

℘Λ(z) := −W′Λ(z) =
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λ∈Λ
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Îáå Λ-ïåðèîäè÷íû.

Àääèòèâíàÿ êâàçè-ïåðèîäè÷íîñòü W.

[λ ∈ Λ \ 2Λ] =⇒

[
WΛ(z + λ) ≡WΛ(z) + 2WΛ

(
λ

2

)]

(Ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ) êâàçè-ïåðèîäè÷íîñòü σ.

[λ ∈ Λ \ 2Λ] =⇒
[
σΛ(z + λ) ≡ −eWΛ(λ2 )(2z+λ)σΛ(z)

]
.

℘Λ è C
Λ . Ýòîò ôàêòîð â ðàçìåðíîñòè 1 � àëãåáðàè÷åñêàÿ êðèâàÿ. Â ñòàðøèõ

ðàçìåðíîñòÿõ îáùèå òàêèå ôàêòîðû âñåãî ëèøü àíàëèòè÷íû.

Äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå Âåéåðøòðàññà.

(℘′Λ)
2

= 4 (℘Λ)
3 − g2(Λ)℘Λ − g3(Λ),
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ãäå
g2 := 60G2 è g3 := 140G3.

Îòñòóïëåíèå: ñâÿçü ñ KdV.

℘′′′ = 12℘℘′.

Î âûâîäå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ Âåéåðøòðàññà. Ìîæíî áûëî
óñòàíîâèòü

℘(z) =
1

z2
+ 3G2z

2 + 5G3z
4 + . . . ,

℘′(z) = − 2

z3
+ 6G2z + 20G3z

3 + . . . ,

Ðàáîòàåì â Q[G2,G3,G4, . . . ]((z)) è ïðèìåíÿåì òåîðåìó Ëèóâèëëÿ.

Ïîðàçèòåëüíîå ñëåäñòâèå. G>3 ∈ Q[G2,G3].

Ñâÿçè ñ ïëîñêîé êóáèêîé. Äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå Âåéåðøòðàññà çà-
äà¼ò óíèôîðìèçàöèþ àôôèííîé êðèâîé

C \ Λ
(℘Λ,℘

′
Λ)−→ EΛ̇,

ãäå
EΛ̇ : Y 2 = 4X3 − g2X − g3

è ïðîåêòèâíîé êðèâîé

C
(℘Λ:℘′

Λ:1)−→ EΛ,

ãäå
EΛ : Y 2Z = 4X3 − g2XZ

2 − g3Z
3.

Îäíî ïðèìåíåíèå. Ãðóïïîâàÿ ñòðóêòóðà íà C+

Λ è íà ïëîñêîé êóáèêå EΛ.


