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Òåòà-ôóíêöèè è ðåø¼òêè

Ëåêöèÿ 4 (4 îêòÿáðÿ 2024) � ïëàí

Êâàçèïåðèîäè÷åñêèå ôóíêöèè.

Ìíîæåñòâà êâàçèïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé. Ââåä¼ì â êîëüöå öåëûõ ôóíê-
öèé ïîäìíîæåñòâî êâàçèïåðèîäè÷åñêèõ

O[C] ⊃ Q~λ; ~M, ~N = Q(λ1
λ2

);(M1,N1
M2,N2

) :=
{
f |f (z + λ1,2) ≡ eM1,2z+N1,2f(z)

}
.

Çäåñü ~λ ∈ Par+, M1,M2, N1, N2 ∈ C.

Ïåðåîáîçíà÷åíèÿ:

fΛ(z) = f〈λ1,λ2〉(z) =: f(z|λ1, λ2};
f(z|1, τ) =: f(z|τ).

Ïðèìåðû. Çíàåì
θ(z + 1|τ) = θ(z|τ),

θ(z + τ |τ) = e−πi(τ+2z)θ(z|τ),

òàê ÷òî
θ(−|τ) ∈ Q(τ1);(−2πi,−πiτ

0, 0) .

Äàëåå, äëÿ λ1,2 ∈ Λ \ 2Λ

σΛ(z + λi) ≡ −e
WΛ

(
λi
2

)
(2z+λi)σΛ(z) ≡ e

πi+WΛ

(
λi
2

)
(2z+λi),

ïîýòîìó äëÿ ëþáûõ íå÷¼òíûõ îáðàçóþùèõ λ1, λ2 ðåø¼òêè Λ

σ〈λ1,λ2〉 ∈ Q
(λ1
λ2

);(
2WΛ(λ1

2 ),WΛ(λ1
2 )λ1+πi

2WΛ(λ2
2 ),WΛ(λ2

2 )λ2+πi
)

Îáîáù¼ííûå ñîîòíîøåíèÿ Ëåæàíäðà. Îáðàòèì âíèìàíèå íà îïðåäåëèòå-
ëè �ìàòðèö� èç äâóõ ïîñëåäíèõ ôîðìóë(

τ −2πi
1 0

)
,

(
λ1 2WΛ

(
λ1

2

)
λ2 2WΛ

(
λ2

2

) )
Ñì. äàëåå.

Íóëè êâàçèïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé. Íàçîâ¼ì äëÿ ðåø¼òêè Λ = 〈λ1, λ2〉 è
òî÷êè O ∈ C ôóíäàìåíòàëüíûì ïàðàëëåëîãðàììîì ñ âåðøèíîé O ìíîæåñòâî

ΠO(λ1, λ2) := O +
{
t1λ1 + t2λ2 | t1, t2 ∈ [0, 1]

}
.

Äëÿ íåíóëåâîé êâàçèïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèè f ∈ Q~λ; ~M, ~N \{0} âåðøèíà O áóäåò

âûáèðàòüñÿ òàê, ÷òîáû ó íå¼ íà ãðàíèöå ôóíäàìåíòàëüíîãî ïàðàëëåëîãðàììà
íå áûëî íóëåé, [

z ∈ ∂ΠO(λ1, λ2)
]

=⇒ [f(z) 6= 0].
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Ôàêò. Ëþáàÿ íåíóëåâàÿ ôóíêöèÿ èç ïðîñòðàíñòâà Q~λ; ~M, ~N èìååò îäíî è òî

æå êîëè÷åñòâî íóëåé (ñ êðàòíîñòüþ!) â ëþáîì ïàðàëëåëîãðàììå ðåø¼òêè
〈λ1, λ2〉.

Îáîçíà÷èì ýòî ÷èñëî degQ~λ; ~M, ~N .

Òåîðåìà. Äëÿ ëþáûõ ~λ; ~M, ~N

degQ~λ; ~M, ~N =

{
0, åñëè λ1M2 − λ2M1 /∈ 2πiN
λ1M2−λ2M1

2πi , èíà÷å.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ëþáîé êâàçèïåðèîäè÷åñêîé f ∈ Q~λ; ~M, ~N ïî òåîðåìå Ðó-

øå äëÿ ïàðàëëåëîãðàììà Π = ΠO(λ1, λ2)

O
u�������: uO + λ2

�
�
�
�
��

uO + λ1 + λ2�������9uO + λ1
�
�
�
�
�


Π

èìååì

2πi#{z ∈ Π | f(z) = 0} =

∫
∂Π

df

f
=

=

∫ O+λ2

O

f ′(z)dz

f(z)
+

∫ O+λ1+λ2

O+λ1

f ′(z)dz

f(z)
+

∫ O+λ1

O+λ1+λ2

f ′(z)dz

f(z)
+

∫ O

O+λ1

f ′(z)dz

f(z)
=

=

∫ O+λ1

O

(
f ′(z)

f(z)
− f ′(z + λ2)

f(z + λ2)

)
dz −

∫ O+λ2

O

(
f ′(z)

f(z)
− f ′(z + λ1)

f(z + λ1)

)
dz.

Ïîñêîëüêó f ′(z+λ2)
f(z+πj)

= d
dz log f(z + πj) = d

dz log
(
eMjz+Njf(z)

)
= Mj + f ′(z)

f(z) ,
èìååì

2πi#{z ∈ Π | f(z) = 0} = −
∫ O+λ2

O

M1dz +

∫ O+λ1

O

M2dz = λ1M2 − λ2M1.�

Ñëó÷àè f = θ(−|τ) è f = σΛ. Çäåñü âûøåóïîìÿíóòûå îïðåäåëèòåëè ïðåâðà-
ùàþòñÿ â

det

(
λ1 M1

λ2 M2

)
= det

(
τ −2πi
1 0

)
= 2πi,

÷òî ìû è òàê çíàåì (ñîãëàñíî Òåîðåìå, â ëþáîì ôóíäàìåíòàëüíîì ïàðàëëåëî-
ãðàììå òåòà-ôóíêöèÿ èìååò ðîâíî îäèí íîëü, à ýòî áûëî ïðîâåðåíî â îäíîé
èç ïðåäûäóùèõ ëåêöèé), è â

det

(
λ1 M1

λ2 M2

)
= det

(
λ1 2WΛ

(
λ1

2

)
λ2 2WΛ

(
λ2

2

) ) = 2πi.

Ïîëîâèíà ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà, òî åñòü

λ1WΛ

(
λ2

2

)
− λ2WΛ

(
λ1

2

)
= πi

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé (íåñêîëüêî âèäîèçìåí¼ííîå) êëàññè÷åñêîå ñîîòíîøåíèå Ëå-
æàíäðà. Åãî âûâîä è ñâÿçü ñ ýëëèïòè÷åñêèìè èíòåãðàëàìè ñì. â çàäà÷àõ.
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Óìíîæåíèå íà ýêñïîíåíòó êâàäðàòè÷íîãî ìíîãî÷ëåíà. Ñðåäñòâàìè ýëå-
ìåíòàðíîé ìàòåìàòèêè ïðîâåðÿåòñÿ(

z 7→ eAz
2+Bz

)
Q~λ; ~M, ~N = Q

~λ; ~M+2A~λ, ~N+

 Aλ2
1 +Bλ1

Aλ2
2 +Bλ2


Âàæíîå íàáëþäåíèå. Óìíîæåíèåì íà ïîäõîäÿùóþ ýêñïîíåíòó êâàäðàòè÷íîãî
ìíîãî÷ëåíà ìîæíî óáèòü îäèí èç ïåðèîäîâ.

Õàðàêòåðèñòèêè. Ââîäèì

ab ∈ {00, 01, 10, 11}
è ðàññìàòðèâàåì çíà÷åíèÿ (ãëàâíîé) ôóíêöèè Âåéåðøòðàññà â ïîëóïåðèîäàõ:

eab(τ) := ℘

(
aτ + b

2

)
Îòñòóïëåíèå äëÿ çíàêîìûõ ñ äåòñêèìè ðèñóíêàìè è ôóíêöèöÿìè Áåëîãî. Ââå-
äÿ

C̈ := C \ {0, 1},
åñòåñòâåííî íàçâàòü

...
β∞ :=

e01 − e11

e10 − e11
: H −→ C̈

óíèâåðñàëüíîé íåðàçâåòâë¼ííîé ôóíêöèåé Áåëîãî. Îíà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé óíè-
âåðñàëüíóþ íàêðûâàþùóþ äâàæäû ïðîêîëîòîé (àôôèííîé) êîìïëåêñíîé ïðÿ-
ìîé. Ïîðÿäîê èíäåêñîâ 01, 10, 11 âûáðàí ñëó÷àéíî; çàâèñèìîñòü îò íåãî áóäåò
îáñóæäàòüñÿ â ïîñëåäóþùèõ ëåêöèÿõ.

Âîçâðàùåíèå ê óðàâíåíèþ Âåéåðøòðàññà. Íàïîìíèâ îáîçíà÷åíèÿ ðÿäîâ
Ýéçåíøòåéíà

g2(τ) := 60
∑

m,n∈Z×Z\{(0,0)}

1

(mτ + n)4
,

g3(τ) := 140
∑

m,n∈Z×Z\{(0,0)}

1

(mτ + n)6
,

è óðàâíåíèÿ Âåéåðøòðàññà

℘′(z|τ)2 = 4℘(z|τ)3 − g2(τ)℘(z|τ)− g3(τ),

ïåðåïèøåì åãî:

Òåîðåìà. Èìååò ìåñòî ðàçëîæåíèå íà ìíîæèòåëè

℘′(z|τ)2 = 4
∏

ab∈{01,10,11}

(
℘(z|τ)− eab(τ)

)
.

Ýòà òåîðåìà äîêàçûâàåòñÿ âî âñåõ ó÷åáíèêàõ ïî ýëëèïòè÷åñêèì ôóíêöèÿì è
ÿñíà âñÿêîìó, çíàêîìîìó ñ ãðóïïîâîé ñòðóêòóðîé íà êðèâûõ ðîäà 1.

Ñëåäñòâèå. Êóáè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí îò ℘(z|τ) â ïðàâîé ÷àñòè òåîðåìû íå



4

èìååò êðàòíûõ êîðíåé.

Ôóíêöèè σab. Àíàëèç êðèòè÷åñêèõ òî÷åê ïîêàçûâàåò, ÷òî ñóùåñòâóþò öåëûå
ôóíêöèè z 7→ σab(z|τ), óäîâëåòâîðÿþùèå ðàâåíñòâàì

℘(z|τ)− eab(τ) =
σab(z|τ)2

σ(z|τ)2
(F)ab

Ýòè ôóíêöèè îïðåäåëåíû ðàâåíñòâîì ñ òî÷íîñòüþ äî çíàêà, êîòîðûé òðàäèöè-
îííî âûáèðàåòñÿ â òåðìèíàõ êîýôôèöèåíòà ïðè z â ðàçëîæåíèè Òåéëîðà. Ñì.
çàäà÷è.

Ôèêñèðîâàâ τ è ïåðåîáîçíà÷èâ σ =: σ00, ðàñïèøåì óðàâíåíèÿ (F)ab:

℘(z)− e01 =
σ01(z)2

σ00(z)2
, (F)01

℘(z)− e10 =
σ10(z)2

σ00(z)2
, (F)10

℘(z)− e11 =
σ11(z)2

σ00(z)2
. (F)11

Ïîïàðíî âû÷èòàÿ èõ ñ öåëüþ óíè÷òîæåíèÿ ℘(z), ïîëó÷èì
(F)01 − (F)10:

e10 − e01 =
σ01(z)2 − σ10(z)2

σ00(z)2
,

(F)01 − (F)11:

e11 − e01 =
σ01(z)2 − σ11(z)2

σ00(z)2
.

Óìíîæàÿ ýòè ðàâåíñòâà íà σ00(z)2, ïîëó÷èì äâà êâàäðàòè÷íûõ ñîîòíîøåíèÿ
ìåæäó ôóíêöèÿìè σ00, σ01, σ10, σ11! Ïîëó÷àåì âëîæåíèå

(σ00 : σ01 : σ10 : σ11) :
C
〈2τ, 2〉

↪→ P3(C),

îáðàç êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ ïåðåñå÷åíèåì äâóõ êâàäðèê.
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