
ÒÎÏÎËÎÃÈß�2
ËÈÑÒÎÊ 10: (ÊÎ)ÃÎÌÎËÎÃÈÈ Ñ ÊÎÝÔÔÈÖÈÅÍÒÀÌÈ
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1. Ïóñòü A,B ⊂ X � òàêèå ïîäìíîæåñòâà, ÷òî ïðîñòðàíñòâî X ïîêðûòî èõ âíóò-
ðåííîñòÿìè. Ïîñòðîéòå êîãîìîëîãè÷åñêóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Ìàéåðà�Âüåòîðèñà

· · · → H∗(A∩B;G)→ H∗(A;G)⊕H∗(B;G)→ H∗(X;G)
δ−→ H∗+1(A∩B;G)→ . . . ,

è îïèøèòå ãîìîìîðôèçì δ.

2. Äîêàæèòå, ÷òî â ãðóïïå H1(X;Z) íåò ýëåìåíòîâ êðó÷åíèÿ.

3. à) Äëÿ Z-ìîäóëåé Zm, Zn è Z âû÷èñëèòå âñåâîçìîæíûå èõ Tor'û è Ext'û.
á) Âûâåäèòå: åñëè ãîìîëîãèè ïðîñòðàíñòâà X èìåþò âèä Hn(X;Z) ≃ Zβn⊕Tn, ãäå
Tn � êîíå÷íàÿ ãðóïïà, òî Hn(X;Z) ≃ Zβn ⊕ Tn−1.

4. Äîêàæèòå: åñëè îòîáðàæåíèå f : X → Y èíäóöèðóåò èçîìîðôèçì H∗(X;Z) →
H∗(Y ;Z), òî îíî èíäóöèðóåò èçîìîðôèçì (êî)ãîìîëîãèé ñ êîýôôèöèåíòàìè â ëþ-
áîé àáåëåâîé ãðóïïå. (Èñïîëüçóéòå òåîðåìó îá óíèâåðñàëüíûõ êîýôôèöèåíòàõ.)

5. Âû÷èñëèòå ãðóïïû TorZ4
i (Z2,Z2) è ExtiZ4

(Z2,Z2).

6. Ïóñòü R � êîììóòàòèâíîå àññîöèàòèâíîå êîëüöî ñ åäèíèöåé,M,N � R-ìîäóëè.
à) Äîêàæèòå, ÷òî TorR0 (M,N) = M ⊗R N è Ext0R(M,N) = HomR(M,N).
á)* Äîêàæèòå, ÷òî ìîäóëè TorRi (M,N) è ExtnR(M,N) íå çàâèñÿò, ñ òî÷íîñòüþ äî
èçîìîðôèçìà, îò âûáîðà ñâîáîäíîé ðåçîëüâåíòû ìîäóëÿ M .
â)* Äîêàæèòå, ÷òî TorRi (M,N) ∼= TorRi (N,M).
ã) Äîêàæèòå, ÷òî âñÿêàÿ êîðîòêàÿ òî÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü R-ìîäóëåé
0→M ′ →M →M ′′ → 0 èíäóöèðóåò äëèííûå òî÷íûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

· · · → TorRi (M
′, N)→ TorRi (M,N)→ TorRi (M

′′, N)→ TorRi−1(M
′, N)→ . . . ,

· · · ← ExtiR(M
′, N)← ExtiR(M,N)← ExtiR(M

′′, N)← Exti−1
R (M ′, N)← . . . ,

à êîðîòêàÿ òî÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü 0→ N ′ → N → N ′′ → 0 � äëèííûå òî÷íûå
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

· · · → ExtiR(M,N ′)→ ExtiR(M,N)→ ExtiR(M,N ′′)→ Exti+1
R (M,N)→ . . .

Óìíîæåíèå â êîãîìîëîãèÿõ.

7. à) Ïðè n ≤ ∞ âû÷èñëèòå ãðóïïû H∗(RP n;Z), H∗(RP n;Z2) è åñòåñòâåííûé
ãîìîìîðôèçì H∗(RP n;Z)→ H∗(RP n;Z2).
á) Îïèøèòå ãîìîìîðôèçì Áîêøòåéíà β : H∗(RP n;Z2)→ H∗+1(RP n;Z2).
â) Ñ÷èòàÿ èçâåñòíûì êîëüöî H∗(RP n;Z2) ∼= Z2[x]/(x

n+1 = 0), deg x = 1, îïèøèòå
óìíîæåíèå â H∗(RP n;Z).
ã) Äîêàæèòå, ÷òî H∗(RP 2k+1;Z) ≃ H∗(RP 2k ∨ S2k+1;Z) êàê êîëüöà, íî ýòè ïðî-
ñòðàíñòâà íå ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòíû.

8. à) Ïóñòü Sg � ñôåðà ñ g ðó÷êàìè. Îïèøèòå óìíîæåíèå â H∗(Sg;Z), èñïîëüçóÿ
îòîáðàæåíèÿ Sg → Sg−1 ∨ T 2 è èçîìîðôèçì êîëåö H∗(T 2;Z) ∼= ΛZ[x, y].
á) Ïóñòü S � çàìêíóòàÿ íåîðèåíòèðóåìàÿ ïîâåðõíîñòü. Îïèøèòå óìíîæåíèå â
H∗(S;Z2) è H∗(S;Z).


