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ËÈÑÒÎÊ 3: ÅÑÒÅÑÒÂÅÍÍÎÑÒÜ ÃÐÓÏÏ ÃÎÌÎËÎÃÈÉ

ËÅÊÒÎÐ: Ò.Å. ÏÀÍÎÂ

1. Ïðîâåðüòå, ÷òî ãðàíè÷íîå îòîáðàæåíèå ∂ : Hn(C•) → Hn−1(A•) ãîìîëîãèé öåï-
íûõ êîìïëåêñîâ îïðåäåëåíî êîððåêòíî è ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì.

2. Äîêàæèòå, ÷òî Hn(X, x0) ∼= H̃n(X) äëÿ ëþáûõ x0 ∈ X è n ⩾ 0.

3. Âûâåäèòå òî÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïàðû äëÿ ïðèâåä¼ííûõ ãîìîëîãèé:

. . . −→ H̃n(A)
i∗−→ H̃n(X)

j∗−→ Hn(X,A)
∂−→ H̃n−1(A)

i∗−→ H̃n−1(X) −→ . . .

4. Íàïîìíèì, ÷òî îòîáðàæåíèåì ïàð f : (X,A) → (Y,B) íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèå
f : X → Y , äëÿ êîòîðîãî f(A) ⊂ B. Äîêàæèòå, ÷òî îòîáðàæåíèå ïàð èíäóöèðóåò
ãîìîìîðôèçìû f∗ : Hn(X,A) → Hn(Y,B), n ⩾ 0.

5. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè îòîáðàæåíèÿ f, g : (X,A) → (Y,B) ãîìîòîïíû â êëàññå
îòîáðàæåíèé ïàð (ò. å. ñóùåñòâóåò òàêàÿ ãîìîòîïèÿ F : X × I → Y ìåæäó f è g,
÷òî F (A× I) ⊂ B), òî èíäóöèðóåìûå èìè îòîáðàæåíèÿ ãîìîëîãèé ïàð ñîâïàäàþò:
f∗ = g∗ : Hn(X,A) → Hn(Y,B), n ⩾ 0.

6. Äîêàæèòå ñëåäóþùåå ñâîéñòâî åñòåñòâåííîñòè ãîìîëîãè÷åñêîé ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè ïàðû: äëÿ îòîáðàæåíèÿ ïàð f : (X,A) → (Y,B) èìååò ìåñòî êîììó-
òàòèâíàÿ äèàãðàììà

. . . // Hn(A)
i∗ //

f∗
��

Hn(X)
j∗ //

f∗
��

Hn(X,A)
∂ //

f∗
��

Hn−1(A) //

f∗
��

. . .

. . . // Hn(B)
i∗ // Hn(Y )

j∗ // Hn(Y,B)
∂ // Hn−1(B) // . . .

7. Îïðåäåëèòå è äîêàæèòå òî÷íîñòü ãîìîëîãè÷åñêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òðîéêè

äëÿ (X,A,B), ãäå B ⊂ A ⊂ X:

. . . −→ Hn(A,B)
i∗−→ Hn(X,B)

j∗−→ Hn(X,A)
∂−→ Hn−1(A,B)

i∗−→ Hn−1(X,B) −→ . . .

8. Äîêàæèòå, ÷òî âêëþ÷åíèå A ↪→ X èíäóöèðóåò èçîìîðôèçìû âñåõ ãðóïï ãîìî-
ëîãèé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà Hn(X,A) = 0 äëÿ âñåõ n.

9. Äîêàæèòå ïðè ïîìîùè ãðóïï ãîìîëîãèé îáùóþ òåîðåìó Áðàóýðà: íåïðåðûâíîå
îòîáðàæåíèå øàðà Dn â ñåáÿ èìååò õîòÿ áû îäíó íåïîäâèæíóþ òî÷êó.


