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1. Äîêàæèòå ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå, èçâåñòíîå êàê ëåììà î ïÿòè ãîìîìîðôèç-

ìàõ (�5-ëåììà�). Ïóñòü äàíà êîììóòàòèâíàÿ äèàãðàììà
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àáåëåâûõ ãðóïï ñ òî÷íûìè ñòðîêàìè. Òîãäà

à) åñëè f2 è f4 � ìîíîìîðôèçìû, à f1 � ýïèìîðôèçì, òî f3 � ìîíîìîðôèçì;
á) åñëè f2 è f4 � ýïèìîðôèçìû, à f5 � ìîíîìîðôèçì, òî f3 � ýïèìîðôèçì.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè f1, f2, f4, f5 � èçîìîðôèçìû, òî è f3 � èçîìîðôèçì.

2. Äëÿ îòîáðàæåíèÿ f : Sn → Sn, n > 0, èíäóöèðîâàííûé ãîìîìîðôèçì f∗ : Hn(Sn) →
Hn(Sn) åñòü îòîáðàæåíèå Z

·d−→ Z óìíîæåíèÿ íà íåêîòîðîå öåëîå ÷èñëî d. Ýòî ÷èñ-
ëî íàçûâàåòñÿ ñòåïåíüþ îòîáðàæåíèÿ f è îáîçíà÷àåòñÿ deg f .
Äîêàæèòå ñëåäóþùèå ñâîéñòâà ñòåïåíè:

à) deg id = 1;
á) deg f = 0, åñëè îòîáðàæåíèå f : Sn → Sn íå ñþðúåêòèâíî;
â) deg f = deg g, åñëè1 îòîáðàæåíèÿ f è g ãîìîòîïíû;
ã) deg(f ◦ g) = deg f deg g;
ä) Åñëè f : Sn → Sn � ñèììåòðèÿ îòíîñèòåëüíî ãèïåðïëîñêîñòè, íàïðèìåð

f(x0, x1, . . . , xn) = (−x0, x1, . . . , xn), òî deg f = −1;
å) Àíòèïîäàëüíîå îòîáðàæåíèå Sn → Sn, x 7→ −x, èìååò ñòåïåíü (−1)n+1.

3. à) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè îòîáðàæåíèå f : Sn → Sn íå èìååò íåïîäâèæíûõ òî÷åê,
òî deg f = (−1)n+1.
á) Äîêàæèòå, ÷òî ïðè n > 0 ëþáîå îòîáðàæåíèå Sn → Sn ãîìîòîïíî îòîáðàæåíèþ,
èìåþùåìó íåïîäâèæíóþ òî÷êó.

4. Äîêàæèòå, ÷òî íà ñôåðå Sn ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíîå ïîëå íåíóëåâûõ êàñàòåëü-
íûõ âåêòîðîâ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà n íå÷¼òíî.

Ãîâîðÿò, ÷òî ãðóïïà G äåéñòâóåò íà ïðîñòðàíñòâå X, åñëè äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà
g ∈ G çàäàíî íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå αg : X → X òàêîå, ÷òî αe = id è αgh =
αg ◦ αh. Äåéñòâèå ãðóïïû G íà X íàçûâàåòñÿ ñâîáîäíûì, åñëè äëÿ ëþáîãî g ̸= e è
ëþáîãî x ∈ X âûïîëíåíî αg(x) ̸= x.

5. Ïîñòðîéòå ñâîáîäíîå äåéñòâèå Zn íà S2k+1.

6. Ïóñòü ãðóïïà G äåéñòâóåò íà S2k ñâîáîäíî. Äîêàæèòå, ÷òî G = Z2 èëè 0.

7. à) Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîå îòîáðàæåíèå RP 2k → RP 2k èìååò íåïîäâèæíóþ òî÷êó.
(Ñâåäèòå ê îòîáðàæåíèþ ñôåð ñ ïîìîùüþ òåîðèè íàêðûòèé.)
á) Ïîñòðîéòå îòîáðàæåíèå RP 2k+1 → RP 2k+1 áåç íåïîäâèæíûõ òî÷åê.

8. Äëÿ ëþáûõ n > 0 è k ∈ Z ïîñòðîéòå îòîáðàæåíèå f : Sn → Sn ñòåïåíè k.

1Âåðíî è îáðàòíîå: åñëè deg f = deg g, òî f è g ãîìîòîïíû. Ýòî âûòåêàåò èç èçîìîðôèçìà

πn(S
n) ∼= Z, èçâåñòíîãî êàê òåîðåìà Õîïôà.


