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ËÅÊÒÎÐ: Ò.Å. ÏÀÍÎÂ

1. Ïóñòü f : Sn → Sn � íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå, n > 0, è ïóñòü ïðîîáðàç
íåêîòîðîé òî÷êè y ∈ Sn ñîñòîèò èç êîíå÷íîãî ÷èñëà òî÷åê x1, . . . , xm. Ïóñòü Ui ∋ xi

� íåïåðåñåêàþùèåñÿ îêðåñòíîñòè ýòèõ òî÷åê, òàêèå ÷òî îòîáðàæåíèå f ïåðåâîäèò
èõ â êàêóþ-íèáóäü îáùóþ îêðåñòíîñòü V ∋ y.
à) Äîêàæèòå, ÷òî âêëþ÷åíèÿ (V, V \ {y}) ↪→ (Sn, Sn \ {y})←↩ (Sn,∅) èíäóöèðóþò
èçîìîðôèçìû íà ãðóïïàõ n-ûõ ãîìîëîãèé. Âûâåäèòå, ÷òî êàæäîå îòîáðàæåíèå
f |Ui

: (Ui, Ui \ {xi}) → (V, V \ {y}) èíäóöèðóåò íà n-ûõ ãîìîëîãèÿõ ãîìîìîðôèçì
Z → Z, òî åñòü, ÿâëÿåòñÿ óìíîæåíèåì íà êîððåêòíî îïðåäåë¼ííîå öåëîå ÷èñëî
deg f |xi

, íå çàâèñÿùåå îò âûáîðà Ui è V, � ëîêàëüíóþ ñòåïåíü f â òî÷êå xi.
á) Äîêàæèòå, ÷òî deg f =

∑m
i=1 deg f |xi

.

2. à) Îòîæäåñòâèì S2 \ {x} ñ êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòüþ C. Ïðîâåðüòå, ÷òî îòîáðà-
æåíèå C → C, çàäàííîå êîìïëåêñíûì ìíîãî÷ëåíîì, åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïðî-
äîëæàåòñÿ äî íåïðåðûâíîãî îòîáðàæåíèÿ S2 → S2. Êàêàÿ ó íåãî ñòåïåíü?
á) Îòîæäåñòâèì Sn\{x} ñ ïðîñòðàíñòâîì Rn. Ïðîâåðüòå, ÷òî ëþáîå ëèíåéíîå îòîá-
ðàæåíèå Rn → Rn åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïðîäîëæàåòñÿ äî íåïðåðûâíîãî îòîáðà-
æåíèÿ Sn → Sn. Êàêàÿ ó íåãî ñòåïåíü?

3. Âû÷èñëèòå ôóíäàìåíòàëüíóþ ãðóïïó è ãðóïïó ïåðâûõ ãîìîëîãèé ïðîñòðàíñòâà
R3 \K, ãäå K � óçåë-òðèëèñòíèê.

4. Ðàññìîòðèì ñôåðó S2n+1 = {(z0, . . . , zn) ∈ Cn+1 :
∑
|zi|2 = 1} è îòîáðàæåíèå

p : S2n+1 → CP n, p(z0, . . . , zn) := [z0 : . . . : zn]. Äîêàæèòå, ÷òî p � íåòðèâèàëüíîå
ëîêàëüíî òðèâèàëüíîå ðàññëîåíèå ñî ñëîåì S1.

5. * Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîå ëîêàëüíî òðèâèàëüíîå ðàññëîåíèå íàä êóáîì In òðèâè-
àëüíî (òåîðåìà Ôåëüäáàó).

6. à) Äîêàæèòå, ÷òî âñå ñëîè ðàññëîåíèÿ â ñìûñëå Ãóðåâè÷à (ñî ñâÿçíîé áàçîé)
ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòíû.
á) Ïðèâåäèòå ïðèìåð òàêîãî îòîáðàæåíèÿ f , ÷òî âñå ñëîè f−1(y) ãîìîòîïè÷åñêè
ýêâèâàëåíòíû, íî f íå ÿâëÿåòñÿ ðàññëîåíèåì â ñìûñëå Ãóðåâè÷à.

7. Äëÿ ðàññëîåíèÿ â ñìûñëå Ãóðåâè÷à p : E → B îáîçíà÷èì ÷åðåç Fb = p−1(b) ñëîé
íàä òî÷êîé b ∈ B. Äîêàæèòå, ÷òî êàæäîìó ïóòè γ : I → B ìîæíî ñîïîñòàâèòü
îòîáðàæåíèå hγ : Fγ(0) → Fγ(1) òàê, ÷òîáû äëÿ ãîìîòîïíûõ ïóòåé γ è γ′ (ñ çàêðåï-
ë¼ííûìè êîíöàìè) îòîáðàæåíèÿ hγ è hγ′ áûëè ãîìîòîïíû, à äëÿ êîíêàòåíàöèè
ïóòåé γ1 ·γ2 îòîáðàæåíèå hγ1·γ2 áûëî ãîìîòîïíî êîìïîçèöèè hγ2 ◦hγ1 . Â ÷àñòíîñòè,
ìû ïîëó÷àåì, ÷òî âñå îòîáðàæåíèÿ hγ ÿâëÿþòñÿ ãîìîòîïè÷åñêèìè ýêâèâàëåíòíî-
ñòÿìè, à ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà π1(B, b) äåéñòâóåò (ñ òî÷íîñòüþ äî ãîìîòîïèè)
íà ñëîå Fb.
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8. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî ïðîñòðàíñòâà X âëîæåíèå îñíîâàíèÿ â öèëèíäð
X ↪→ X × I, x 7→ (x, 0), ÿâëÿåòñÿ êîðàññëîåíèåì.

9. à) Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîé òî÷êè x êëåòî÷íîãî ïðîñòðàíñòâà X âëîæåíèå
{x} ↪→ X ÿâëÿåòñÿ êîðàññëîåíèåì.
á) Ïðèäóìàéòå ïðîñòðàíñòâî X è âëîæåíèå {x} ↪→ X, êîòîðîå íå ÿâëÿåòñÿ êîðàñ-
ñëîåíèåì.

10. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî îòîáðàæåíèÿ f : X → Y ðàññìîòðèì ðàññëîåíèå (âñåõ)
ïóòåé p0 : Y

I → Y , p0(γ) = γ(0) è èíäóöèðîâàííîå èç íåãî ñ ïîìîùüþ îòîáðàæåíèÿ

f ðàññëîåíèå X̃ → X, òî åñòü, äåêàðòîâ êâàäðàò

X̃
f̃ //

π

��

Y I

p0

��
X

f // Y,

X̃ = {(x, γ) ∈ X × Y I : f(x) = p0(γ)}. Ïðîâåðüòå, ÷òî à) îòîáðàæåíèå π : X̃ → X
ÿâëÿåòñÿ ãîìîòîïè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòüþ, ãîìîòîïè÷åñêè îáðàòíîé ê îòîáðà-
æåíèþ h : X → X̃, h(x) = (x, cf(x)), ãäå cf(x) � ïîñòîÿííûé ïóòü â òî÷êå f(x);

á) êîìïîçèöèÿ îòîáðàæåíèé p : X̃
f̃ //Y I p1 //Y, ãäå p1(γ) = γ(1), ÿâëÿåòñÿ ðàñ-

ñëîåíèåì â ñìûñëå Ãóðåâè÷à.
Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè ðàçëîæåíèå ïðîèçâîëüíîãî îòîáðàæåíèÿ f â âèäå
êîìïîçèöèè f = p ◦ h ðàññëîåíèÿ è ãîìîòîïè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòè.
â) Äîêàæèòå, ÷òî îòîáðàæåíèå h ÿâëÿåòñÿ êîðàññëîåíèåì.
ã) Ïðîâåðüòå, ÷òî äëÿ âñÿêîãî êîììóòàòèâíîãî êâàäðàòà X

f

��

//X ′

f ′

��
Y //Y ′

äèàãðàììà

X
h

��
f

��

// X ′

f ′

��

h′

  
X̃ //

p
��

X̃ ′

p′~~
Y // Y ′

êîììóòàòèâíà (äðóãèìè ñëîâàìè, ïîëó÷åííîå ðàçëîæåíèå åñòåñòâåííî).
ä) Ñôîðìóëèðóéòå è äîêàæèòå äâîéñòâåííûå óòâåðæäåíèÿ (ñ çàìåíîé ðàññëîåíèé
íà êîðàññëîåíèÿ).

11. Ãîìîòîïè÷åñêèì ñëîåì îòîáðàæåíèÿ f íàçûâàåòñÿ ïðîñòðàíñòâî F (f), ãîìî-
òîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòíîå ñëîþ ðàññëîåíèÿ p, òàêîãî ÷òî f = p ◦ h, ãäå h � ãîìî-
òîïè÷åñêàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü. Äîêàæèòå, ÷òî ýòî îïðåäåëåíèå êîððåêòíî (òî åñòü
ãîìîòîïè÷åñêèé òèï ïðîñòðàíñòâà F (f) íå çàâèñèò îò âûáîðà ðàçëîæåíèÿ f â êîì-
ïîçèöèþ ðàññëîåíèÿ è ãîìîòîïè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòè). Â ÷àñòíîñòè, åñëè f �
ðàññëîåíèå, òî åãî ãîìîòîïè÷åñêèé ñëîé ñîâïàäàåò ñ îáû÷íûì.

12. Ïóñòü P (Y ) → Y � ðàññëîåíèå ïóòåé (íà÷èíàþùèõñÿ â îòìå÷åííîé òî÷êå).
Äîêàæèòå, ÷òî ãîìîòîïè÷åñêèé ñëîé îòîáðàæåíèÿ f : X → Y âõîäèò â äåêàðòîâ
êâàäðàò F (f) //

��

P (Y )

��
X

f //Y.
13. Ñôîðìóëèðóéòå îïðåäåëåíèå ãîìîòîïè÷åñêîãî êîñëîÿ îòîáðàæåíèÿ, äâîéñòâåí-
íîå ïîíÿòèþ ãîìîòîïè÷åñêîãî ñëîÿ, è äîêàæèòå åãî ñâîéñòâà, äâîéñòâåííûå ê çà-
äà÷àì 11 è 12.
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14. Íàéäèòå ãîìîòîïè÷åñêèé ñëîé è ãîìîòîïè÷åñêèé êîñëîé îòîáðàæåíèé:
à) pt→ X; á) X → pt; â) S1 ∨ S1 ↪→ S1 × S1; ã)* CP∞ ∨ CP∞ ↪→ CP∞ × CP∞.

15. Äëÿ îòîáðàæåíèÿ f : X → Y ñ ãîìîòîïè÷åñêèì ñëîåì F (f) è ãîìîòîïè÷åñêèì
êîñëîåì C(f) íàéäèòå ãîìîòîïè÷åñêèé ñëîé îòîáðàæåíèÿ F (f) → X è ãîìîòîïè-
÷åñêèé êîñëîé îòîáðàæåíèÿ Y → C(f).


