
ÒÎÏÎËÎÃÈß�2
ËÈÑÒÎÊ 7: ÃÎÌÎÒÎÏÈ×ÅÑÊÈÅ ÃÐÓÏÏÛ

ËÅÊÒÎÐ: Ò.Å. ÏÀÍÎÂ

Åñëè íå ñêàçàíî èíîå, (X,A, x0) � ïàðà òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ ñ îòìå÷åííîé
òî÷êîé (òî åñòü x0 ∈ A ⊂ X).

1. Íàéäèòå ãîìîòîïè÷åñêèå ãðóïïû à) S1 ∨ S1; á) ñôåðû ñ äâóìÿ ðó÷êàìè.

2. Ïóñòü X ëèíåéíî ñâÿçíî. Ïîñòðîéòå èçîìîðôèçìû ãðóïï πn(X) ∼= πn−1(ΩX)
ïðè n ≥ 1. (Ïðèäàéòå ýòîìó ñìûñë ïðè n = 1.)

3. Ïóñòü p : X ′ → X � íàêðûòèå, p(x′
0) = x0. Äîêàæèòå, ÷òî ïðè n ≥ 2 èíäóöèðî-

âàííîå îòîáðàæåíèå p∗ : πn(X
′, x′

0) → πn(X, x0) ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì.

4. Ïðîâåðüòå, ÷òî π1(A, x0) → π1(X, x0) → π1(X,A, x0) → π0(A, x0) → π0(X, x0) �
òî÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìíîæåñòâ ñ îòìå÷åííîé òî÷êîé (îáðàç êàæäîãî îòîá-
ðàæåíèÿ ðàâåí ïðîîáðàçó òðèâèàëüíîãî ýëåìåíòà ïðè ñëåäóþùåì îòîáðàæåíèè).

5. à) Ïóñòü x0, x1 ∈ X ëåæàò â îäíîé êîìïîíåíòå ëèíåéíîé ñâÿçíîñòè. Äîêàæèòå,
÷òî êàæäûé ïóòü èç x0 â x1 çàäà¼ò èçîìîðôèçì ìåæäó πn(X, x0) è πn(X, x1). (Èñ-
ïîëüçóéòå îòîáðàæåíèå Sn → Sn ∨ I.) Äîêàæèòå, ÷òî èçîìîðôèçì çàâèñèò òîëüêî
îò ãîìîòîïè÷åñêîãî êëàññà ïóòè (ñ ôèêñèðîâàííûì êîíöîì è íà÷àëîì).
á) Ïîñòðîéòå äåéñòâèå ãðóïïû π1(X, x0) íà ìíîæåñòâå πn(X, x0) ïðè âñåõ n ≥ 1.
â)Äîêàæèòå, ÷òî π1(X, x0) äåéñòâóåò ãîìîìîðôèçìàìè (êàæäûé ýëåìåíò π1(X, x0)
çàäà¼ò ãîìîìîðôèçì πn(X, x0) → πn(X, x0)), åñëè n ≥ 2. Âåðíî ëè ýòî ïðè n = 1?
ã) Ïóñòü X ÿâëÿåòñÿ H-ïðîñòðàíñòâîì, òî åñòü çàäàíî îòîáðàæåíèå µ : X ×
X → X òàêîå, ÷òî îáà îòîáðàæåíèÿ µ(−, x0) è µ(x0,−) ãîìîòîïíû òîæäåñòâåííîìó.
Äîêàæèòå, ÷òî π1(X, x0) àáåëåâà, à äåéñòâèå π1(X, x0) íà πn(X, x0) òðèâèàëüíî.
ä) Ïîñòðîéòå äåéñòâèå ãðóïïû π1(A, x0) íà πn(X,A, x0). Äîêàæèòå, ÷òî ãîìîìîð-
ôèçìû â òî÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïàðû ñîãëàñîâàíû ñ ýòèì äåéñòâèåì.

6. à) Ïóñòü E → B � ðàññëîåíèå â ñìûñëå Ãóðåâè÷à ñî ñëîåì F , ïðè÷¼ì äëÿ
íåêîòîðîãî n ≥ 1 äåéñòâèå π1(F ) íà πn(F ) òðèâèàëüíî. Èñïîëüçóÿ çàäà÷ó 7 ëèñòêà
6, ïîñòðîéòå äåéñòâèå π1(B) íà πn(F ).
á) Ïðîâåðüòå, ÷òî êîíñòðóêöèÿ èç ïóíêòà à) ïðèìåíèìà ê ðàññëîåíèþ ïóòåé ΩX →
PX → X. Äîêàæèòå, ÷òî èçîìîðôèçì π∗(ΩX) ∼= π∗+1(X) îòîæäåñòâëÿåò ïîñòðî-
åííûå âûøå äåéñòâèÿ π1(X) íà π∗(ΩX) è π∗+1(X).

7. Ïîñòðîéòå ãîìîòîïè÷åñêóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òðîéêè (X,A,B)

. . .
∂−→ πn(A,B, x0)

i∗−→ πn(X,B, x0)
j∗−→ πn(X,A, x0)

∂−→ πn−1(A,B, x0)
i∗−→ . . .

. . .
i∗−→ π1(X,B, x0)

j∗−→ π1(X,A, x0),

(x0 ∈ B ⊂ A ⊂ X), è äîêàæèòå å¼ òî÷íîñòü.

8. Ïîñòðîéòå ëîêàëüíî òðèâèàëüíîå ðàññëîåíèå p : S∞ → CP∞ ñî ñëîåì S1. Âû-
âåäèòå, ÷òî π2(CP∞) ∼= Z è πk(CP∞) = 0 ïðè k ̸= 2.

9. (*) Äîêàæèòå, ÷òî S1 è ΩCP∞ ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòíû. (íàïðèìåð, çà ñ÷¼ò
âëîæåíèÿ γ : S1 → ΩCP∞, γ(φ)(t) = [eiφ cosπt : sinπt : 0 : . . . ].)

10. Äîêàæèòå, ÷òî ïðîñòðàíñòâà S2 è S3×CP∞ èìåþò îäèíàêîâûå ãîìîòîïè÷åñêèå
ãðóïïû, íî îíè íå ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòíû.


