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ËÅÊÒÎÐ: Ò.Å. ÏÀÍÎÂ

1. Ïóñòü (X,A) � n-ñâÿçíàÿ êëåòî÷íàÿ ïàðà. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò êëåòî÷íîå
ïðîñòðàíñòâî Z, ïîëó÷àþùååñÿ èç A ïðèêëåèâàíèåì êëåòîê ðàçìåðíîñòè ⩾ n+ 1,
òàêîå ÷òî ïàðà (Z,A) ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòíà ïàðå (X,A) (ïðè÷¼ì âñå ãîìî-
òîïèè íåïîäâèæíû íà A).

2. à) Äîêàæèòå: åñëè îòîáðàæåíèå f : X → Y ìåæäó ëèíåéíî ñâÿçíûìè ïðîñòðàí-
ñòâàìè èíäóöèðóåò èçîìîðôèçì âñåõ ãîìîòîïè÷åñêèõ ãðóïï, òî îíî èíäóöèðóåò
èçîìîðôèçì è âñåõ ãðóïï ãîìîëîãèé.
á) Ïðèâåäèòå ïðèìåð îòîáðàæåíèÿ êëåòî÷íûõ ïðîñòðàíñòâ X → Y , êîòîðîå èí-
äóöèðóåò èçîìîðôèçì ôóíäàìåíòàëüíûõ ãðóïï è âñåõ ãðóïï ãîìîëîãèé, íî íå
èíäóöèðóåò èçîìîðôèçì âñåõ ãîìîòîïè÷åñêèõ ãðóïï.
â) Ïðèâåäèòå ïðèìåð íåñòÿãèâàåìîãî ïðîñòðàíñòâà, ó êîòîðîãî âñå ïðèâåä¼ííûå
ãðóïïû ãîìîëîãèé ðàâíû íóëþ.

3. Ïðîâåðüòå, ÷òî π3(D
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−) = 0. Ýòè ïðèìåðû ïîêàçûâàþò íåîáõîäèìîñòü îãðàíè÷åíèÿ íà
ðàçìåðíîñòè â òåîðåìå î ãîìîòîïè÷åñêîì âûðåçàíèè.

4. à) Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî n ⩾ 1 è ãðóïïû π (àáåëåâîé, åñëè n ⩾ 2) ñóùå-
ñòâóåò êëåòî÷íîå ïðîñòðàíñòâî X òàêîå, ÷òî πn(X) = π è πk(X) = 0 ïðè k ̸= n.
á) Äîêàæèòå, ÷òî òàêîå êëåòî÷íîå ïðîñòðàíñòâî åäèíñòâåííî ñ òî÷íîñòüþ äî ãî-
ìîòîïè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòè.
Òàêèå ïðîñòðàíñòâà íàçûâàþòñÿ ïðîñòðàíñòâàìè Ýéëåíáåðãà�Ìàêëåéíà òèïà K(π, n).
â) Óáåäèòåñü, ÷òî ïðîñòðàíñòâà S1, RP∞, CP∞, à òàêæå âñå çàìêíóòûå äâóìåðíûå
ïîâåðõíîñòè, çà èñêëþ÷åíèåì S2 è RP 2, ÿâëÿþòñÿ ïðîñòðàíñòâàìè Ýéëåíáåðãà�
Ìàêëåéíà.
ã) Ïóñòü X � (n− 1)-ñâÿçíîå êëåòî÷íîå ïðîñòðàíñòâî, à ïðîñòðàíñòâî Y ëèíåéíî
ñâÿçíî è πi(Y ) = 0 ïðè i > n. Äîêàæèòå, ÷òî åñòåñòâåííîå îòîáðàæåíèå [X, Y ] →
Hom(πn(X), πn(Y )) áèåêòèâíî. (Â ÷àñòíîñòè, [K(π, n), K(G, n)] ∼= Hom(π,G).)

5. Ïóñòü X � êëåòî÷íîå ïðîñòðàíñòâî òèïà K(π, 1), à Xn � åãî n-îñòîâ (n ≥ 2).
Äîêàæèòå, ÷òî πn(Xn) � ñâîáîäíàÿ àáåëåâà ãðóïïà.

6. Ïóñòü X � (n − 1)-ñâÿçíîå êëåòî÷íîå ïðîñòðàíñòâî, n > 1. Äîêàæèòå, ÷òî
ãîìîìîðôèçì Ãóðåâè÷à h : πn+1(X) → Hn+1(X;Z) ñþðúåêòèâåí.

7. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè n > 1, òî Hn+1(K(π, n);Z) = 0 äëÿ ëþáîé êîíå÷íî ïîðîæ-
ä¼ííîé àáåëåâîé ãðóïïû π.

8. à) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè äëÿ îäíîñâÿçíîãî êëåòî÷íîãî ïðîñòðàíñòâàX âûïîëíåíî
Hi(X) ∼= Hi(S

n) äëÿ âñåõ i, òî X ≃ Sn.
á) Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n > 1 è ëþáîé àáåëåâîé ãðóï-
ïû A ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ñ òî÷íîñòüþ äî ãîìîòîïè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòè
îäíîñâÿçíîå êëåòî÷íîå ïðîñòðàíñòâî X, òàêîå ÷òî âñå ïðèâåä¼ííûå ãðóïïû ãîìî-
ëîãèé X ðàâíû íóëþ, çà èñêëþ÷åíèåì Hn(X) = A. Òàêîå ïðîñòðàíñòâî íàçûâàåòñÿ
ïðîñòðàíñòâîì Ìóðà M(A, n).


