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ËÅÊÒÎÐ: Ò.Å. ÏÀÍÎÂ

1. Äîêàæèòå:
à) Åñëè n-ìåðíîå êëåòî÷íîå ïðîñòðàíñòâî n-ñâÿçíî, òî îíî ñòÿãèâàåìî.
á) Åñëè n-ìåðíîå êëåòî÷íîå ïðîñòðàíñòâî X òàêîâî, ÷òî πi(X) = 0 ïðè 2 ≤ i ≤ n,
òî X ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì òèïà K(π1(X), 1).
â) Åñëè îòîáðàæåíèå n-ìåðíûõ êëåòî÷íûõ ïðîñòðàíñòâ èíäóöèðóåò èçîìîðôèçì
íà πi ïðè âñåõ i ≤ n, òî îíî ÿâëÿåòñÿ ãîìîòîïè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòüþ.

2. à) Îïðåäåëèòå äåéñòâèå ãðóïïû π1(A) íà âñåõ πn(X,A).
á) Ïðîâåðüòå, ÷òî äëÿ ãîìîìîðôèçìà Ãóðåâè÷à h : πn(X,A) → Hn(X,A) âûïîëíå-
íî ðàâåíñòâî h([γ] · [f ]) = h([f ]) äëÿ ëþáûõ [γ] ∈ π1(A) è [f ] ∈ πn(X,A).

3. Âû÷èñëèòå äåéñòâèå ãðóïïû π1(RP n) íà πn(RP n).

4. à) Äîêàæèòå, ÷òî ãðóïïà π7(S
4) ñîäåðæèò ïðÿìîå ñëàãàåìîå Z.

á) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ñóùåñòâóåò ëîêàëüíî òðèâèàëüíî ðàññëîåíèå Sk → Sn →
Sm, òî k = m− 1 è n = 2m− 1.

5. Ðàññìîòðèì íà ñôåðàõ Sk è Sℓ (k, ℓ ≥ 1) ìèíèìàëüíûå êëåòî÷íûå ñòðóêòóðû
èç äâóõ êëåòîê è èíäóöèðîâàííóþ êëåòî÷íóþ ñòðóêòóðó èç ÷åòûð¼õ êëåòîê íà
ïðîèçâåäåíèè Sk ×Sℓ. Ðàññìîòðèì ïðèêëåèâàþùåå îòîáðàæåíèå äëÿ êëåòêè ñòàð-
øåé ðàçìåðíîñòè w : Sk+ℓ−1 → Sk ∨ Sℓ. Ïðîèçâåäåíèåì Óàéòõåäà äâóõ ñôåðîèäîâ

f : Sk → X è Sl → X íàçûâàåòñÿ ñôåðîèä Sk+l−1 w−→ Sk ∨ Sl f∨g−−→ X.
à) Ïðîâåðüòå, ÷òî îòîáðàæåíèå w èìååò âèä

Sk+ℓ−1 = ∂(Dk ×Dℓ) = Dk × Sℓ−1 ∪Sk−1×Sℓ−1 Sk−1 ×Dℓ → Sk ∨ Sℓ,

ãäå ïîñëåäíåå îòîáðàæåíèå ñîñòàâëåíî èç îòîáðàæåíèéDk×Sℓ−1 → Dk → Dk/Sk−1 =
Sk ↪→ Sk ∨ Sℓ è Sk−1 ×Dℓ → Dℓ → Dℓ/Sℓ−1 = Sℓ ↪→ Sk ∨ Sℓ è ñõëîïûâàåò ïåðåñå-
÷åíèå Sk−1 × Sℓ−1 â òî÷êó.
á) Ïðîâåðüòå, ÷òî òàêèì îáðàçîì ìû ïîëó÷àåì êîððåêòíîå îòîáðàæåíèå

πk(X)× πℓ(X)
[−,−]−−−→ πk+ℓ−1(X).

â) Ïðîâåðüòå, ÷òî [f, g] = 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îòîáðàæåíèå Sk∨Sℓ f∨g−−→ X
ïðîäîëæàåòñÿ äî îòîáðàæåíèÿ Sk × Sℓ → X.
ã) Ïðîâåðüòå, ÷òî ïðè k = ℓ = 1 ïðîèçâåäåíèå Óàéòõåäà ñîâïàäàåò ñ êîììóòàòîðîì
â ôóíäàìåíòàëüíîé ãðóïïå, [α, β] = αβα−1β−1 ∈ π1(X).
ä) Ïðîâåðüòå, ÷òî ïðè k = 1, ℓ > 1 ïðîèçâåäåíèå Óàéòõåäà ñâÿçàíî ñ äåéñòâèåì
ôóíäàìåíòàëüíîé ãðóïïû íà âûñøèõ ãîìîòîïè÷åñêèõ ãðóïïàõ ñëåäóþùèì îáðà-
çîì: [α, f ] = α · f − f .
å) Äîêàæèòå, ÷òî ïðè ãîìîìîðôèçìå Ãóðåâè÷à âñå ïðîèçâåäåíèÿ Óàéòõåäà ïåðå-
õîäÿò â íîëü, h([f, g]) = 0 ∈ Hk+ℓ−1(X).
¼) Äîêàæèòå, ÷òî ïðè ãîìîìîðôèçìå íàäñòðîéêè Σ: πk+l−1(X) → πk+ℓ(ΣX) âñå
ïðîèçâåäåíèÿ Óàéòõåäà ïåðåõîäÿò â íîëü.
æ) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè â ïðîñòðàíñòâå X çàäàíî íåïðåðûâíîå óìíîæåíèå µ :
X×X → X, òàêîå ÷òî îòìå÷åííàÿ òî÷êà ñëóæèò äëÿ íåãî äâóñòîðîííåé åäèíèöåé
(íèêàêèõ áîëüøå óñëîâèé íà óìíîæåíèå íå íàêëàäûâàåòñÿ), òî âñå ïðîèçâåäåíèÿ
Óàéòõåäà â ãîìîòîïè÷åñêèõ ãðóïïàõ ïðîñòðàíñòâà X ðàâíû íóëþ.
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ç)Äîêàæèòå, ÷òî ïðîèçâåäåíèå Óàéòõåäà ãðàäóèðîâàííî êîñîñèììåòðè÷íî: [f, g] =
(−1)kℓ[g, f ] (ïðè k, ℓ > 1).
è) Äîêàæèòå, ÷òî ïðîèçâåäåíèå Óàéòõåäà áèëèíåéíî: [f, g+h] = [f, g] + [f, h] (ïðè
ℓ > 1) è [f + g, h] = [f, h] + [g, h] (ïðè k > 1).
Íà ñàìîì äåëå, îíî åù¼ óäîâëåòâîðÿåò ãðàäóèðîâàííîìó òîæäåñòâó ßêîáè è çàäà¼ò
íà ãîìîòîïè÷åñêèõ ãðóïïàõ ñòðóêòóðó ãðàäóèðîâàííîãî êîëüöà Ëè.

6. à) Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ îáðàçóþùèõ ι2 ∈ π2(S
2) = Z (êëàññ òîæäåñòâåííîãî

îòîáðàæåíèÿ) è η ∈ π3(S
2) = Z (êëàññ îòîáðàæåíèÿ Õîïôà S3 → S2) âûïîëíåíî

ðàâåíñòâî [ι2, ι2] = 2η.
á) Äîêàæèòå, ÷òî ïåðâàÿ ñòàáèëüíàÿ ãîìîòîïè÷åñêàÿ ãðóïïà ñôåð πs

1 = π4(S
3)

ðàâíà 0 èëè Z/2.

7. Äîêàæèòå, ÷òî ãðóïïà Z/2 × Z/2 íå ìîæåò ñâîáîäíî äåéñòâîâàòü íè íà êàêèõ
ñôåðàõ.


