Ňăšěňăšĺůěśłĺľ łőńńěďę ŊŇŞ 8 ďěłăąř£ 1997

Ďőňăÿŋĺľ ŕĺśĳňěŋŋżľ ¡łğăňěŋ

ŔŐ ĂŃČĚĄŘĚ ğă šřěšĺľ śěňěśšř

Ńěłšőř: Ă. Čőřőďěŋűěć. Ŕřěŕőďăćšěńĳ: Ć. Ďőńőšĺŋ Ŕĺśĳňěŋŋżľ ďőňăÿŋĺľ ¡łğăňěŋ £ćń£ěšś£ őťĺűĺăńĳŋżň śŕőśőąőň ŕőńşůĺšĳ őšňěšłş ŕő łşřśş

ăńčěąřż ğă šřěšĺľ śěňěśšř. Ć ¡łğăňěŋě ňőčşš ŕřĺŋ£šĳ şůăśšĺě ćśě ęěńă¿źĺě. Ďń£ ¡šőčő ŋěőąţőďĺňő ć ćőśłřěśěŋĳě 28 ďěłăąř£ 1997 čőďă 10^{00} ńĺůŋő ŕřĺľšĺ ć ć ŇŁ ŊŇŞ, ĺňě£ ŕřĺ śěąě ŕĺśĳňěŋŋőě řěÿěŋĺě ğăďăů ĺğ ŕřěďńăčăěňőčő ŋĺęě śŕĺśłă. İłğăňěŋ ąşďěš śőśšő£šĳ ć ąěśěďě ś ¡łğăňěŋăšőřőň, űěńĳ łőšőřőľ { ŕřőćěřłă Ćăÿěľ ŕĺśĳňěŋŋőľ řăąőšż.

Ŕőńŋőě řěÿěŋĺě łăęďőľ ğăďăůĺ^1 őűěŋĺćăěšś£ ć 10 ąăńńőć. Ďń£ ŕőńşůěŋĺ£ őűěŋłĺ ÀőšńĺůŋőÁ ďőśšăšőůŋő ŋăąřăšĳ ŋě ňěŋěě 90 ąăńńőć, ďń£ ŕőńşůěŋĺ£ őűěŋłĺ ÀţőřőÿőÁ | ŋě ňěŋěě 55 ąăńńőć, ďń£ ŕőńşůěŋĺ£ őűěŋłĺ ÀşďőćńěšćőřĺšěńĳŋőÁ | ŋě ňěŋěě 30 ąăńńőć.

Ŋăńĺůĺě ğăů-ěšă ŕő ăńčěąřě ŋě £ćń£ěšś£ őą£ğăšěńĳŋżň ďń£ şůăśšĺ£ ć ¡łğăňěŋě, ŋő £ćń£ěšś£ ŋě-

őąţőďĺňżň ďń£ ŕőńşůěŋĺ£ őšňěšłĺ ć ğăů-ěšłş. Ęěńă¿źĺě ŕőńşůĺšĳ ğăů-ěš ďőńęŋż őąřăšĺšś£ ł ŕřěŕőďăćăšěń£ň ăńčěąřż ĺ ŕőńşůĺšĳ őš ŋĺţ łőŋłřěšŋőě ĺŋďĺćĺďşăńĳŋőě ğăďăŋĺě, ćżŕőńŋěŋĺ£ łőšőřčő ďőśšăšőůŋő ďń£ ŕőńşůěŋĺ£ ğăů-ěšă.

Őűěŋłĺ, ŕőńşůěŋŋżě ŋă ňěţňăšě ğă šřěšĺľ śěňěśšř ăńčěąřż (łăł ğăů-ěšŋă£, šăł ĺ ¡łğăňěŋăűĺ-

őŋŋă£) ćőőąźě ŋĺłăł ŋě şůĺšżćă¿šś£ ŋăňĺ.

Ğăďăůă 1. (Àśĺňňěšřĺůěśłĺě šěŋğőřżÁ) Ŕşśšĳ u, v ∈ V { ŕăřă ćěłšőřőć. Ŕřěďśšăćĳšě łńăśś šěŋğőřă u ⊗ v ⊗ v + v ⊗ u ⊗ v + v ⊗ v ⊗ u ć S^3V ńĺŋěľŋőľ łőňąĺŋăűĺěľ šěŋğőřőć ćĺďă w^{⊗3} (š.ě.Àůĺśšżţ łşąőćÁ). Ćěřŋő ńĺ, ůšő ŋăď ŕőńěň ŋşńěćőľ ţăřăłšěřĺśšĺłĺ S^dV ńĺŋěľŋő ŕőřőęďăěšś£ ůĺśšżňĺ d-šżňĺ śšěŕěŋ£ňĺ ćěłšőřőć ĺğ V ŕřĺ ń¿ąőň d ¿ 1 ?

Ğăďăůă 2. (Àŕőńĺŋőňĺăńĳŋżě ĺŋćăřĺăŋšż ňăšřĺűÁ) Ŕřőćěřĳšě, ůšő ćśě ňŋőčőůńěŋż őš ¡ńěňěŋšőć ňăšřĺűż A ∈ GL(n, C ), łőšőřżě ŋě ňěŋ£¿šś£ ŕřĺ ń¿ążţ ğăňěŋăţ ćĺďă A −→ CAC^{−1} ś C ∈ GL(n, C ) śőśšăćń£¿š ŕőďłőńĳűő ć łőńĳűě ćśěţ ňŋőčőůńěŋőć őš ňăšřĺůŋżţ ¡ńěňěŋšőć ňăšřĺűż A, ĺ őŕĺÿĺšě ¡šő łőńĳűő ć šěřňĺŋăţ őąřăğş¿źĺţ ĺ śőőšŋőÿěŋĺľ.

Ğăďăůă 3. (Àğć-ěğďőůłă ŢőďęăÁ) Ŕőłăęĺšě, ůšő ďćă śěňěľśšćă ŕř£ňőńĺŋěľŋżţ őąřăğş¿- źĺţ ŋěćżřőęďěŋŋőľ łćăďřĺłĺ Q ć CP_3 = P(V ) ŕřĺ ŕń¿łłěřőćőň ćńőęěŋĺĺ ňŋőęěśšćă ŕř£ňżţ ć P(V ) ć C P_5 = P(~^2V ) ĺğőąřăğ£šś£ ďćşň£ ŋěćżřőęďěŋżżňĺ łřĺćżňĺ ćšőřőčő ŕőř£ďłă, ćőğŋĺłă¿źĺňĺ łăł śěůěŋĺ£ łćăďřĺłĺ Ŕń¿łłěřă ŕăřőľ ŋěŕěřěśěłă¿źĺţś£ ďćşňěřŋżţ ŕřőěłšĺćŋżţ ŕőďŕřőśšřăŋśšć, ŋăšăŋşšżţ ŋă śőąśšćěŋŋżě (ś śőąśšćěŋŋżňĺ ğŋăůěŋĺ£ňĺ ±1) ćěłšőřż ńĺŋěľŋőčő őŕěřăšőřă ∗ : ~^2V −→ ~^2V , őŕřěďěń£ěňőčő šěň, ůšő

∀v_1, v_2, v_3, v_4 ∈ V (v_1 ∧ v_2) ∧ ∗(w_1 ∧ w_2) = det ( q(v_1, w_1) q(v_1, w_2) q(v_2, w_1) q(v_2, w_2) ) e_1 ∧ e_2 ∧ e_3 ∧ e_4 ,

čďě q { ¡šő śĺňňěšřĺůŋă£ ąĺńĺŋěľŋă£ ťőřňă ŋă V , őŕřěďěń£¿źă£ łćăďřĺłş Q, ă {e_1, e_2, e_3, e_4} { ŕřőĺğćőńĳŋżľ őřšőŋőřňăńĳŋżľ ąăğĺś ďń£ q ć V .

Ğăďăůă 4. (Àčăşśśőćż ąĺŋőňĺăńĳŋżě łő¡ťťĺűĺěŋšżÁ) Ĺğ śłőńĳłĺ šőůěł śőśšőĺš čřăśśňăŋĺăŋ G(k, n) ŋăď ŕőńěň ĺğ q ¡ńěňěŋšőć?

1řěůĳ ĺď-ěš ĺňěŋŋő ő ğăďăůăţ, ă ŋě ő ŕşŋłšăţ ğăďăů

Ğăďăůă 5. (Àśńěď śĺňňěšřĺůěśłőľ śšěŕěŋĺÁ) Ŕşśšĳ V^F−−→ V { ńĺŋěľŋżľ őŕěřăšőř ć nňěřŋőň ćěłšőřŋőň ŕřőśšřăŋśšćě ŋăď ŕőńěň C . Ćżřăğĺšě Tr(S^2F ) ĺ Tr(S^3F ) ůěřěğ łő¡ťťĺűĺěŋšż ţăřăłšěřĺśšĺůěśłőčő ňŋőčőůńěŋă őŕěřăšőřă F ţőš£ ąż ŕřĺ n = 2, 3. Ćěřŋő ńĺ, ůšő ŕřőĺğćőď£źă£ ťşŋłűĺ£ ďń£ ŕőńĺŋőňőć, ďă¿źĺţ ćżřăęěŋĺě Tr(S^k F ) (k = 0, 1, 2, . . . ) ůěřěğ łő¡ťťĺűĺěŋšż ţăřăłšěřĺśšĺůěśłőčő ňŋőčőůńěŋă őŕěřăšőřă F , ĺňěěš ćĺď ∑ k¿0 Tr(S^kF ) · z^k = 1 det(E − zF ) Ğăďăůă 6. (Àłřĺšěřĺĺ řăğńőęĺňőśšĺ ŕőńĺćěłšőřăÁ) Ŕşśšĳ V { n-ňěřŋőě ćěłšőřŋőě ŕřőśšřăŋśšćő ŋăď ŕőńěň C . Ŕő ďăŋŋőňş ŕőńĺćěłšőřş ω ∈~^kV ŕőśšřőĺň ďćă ŕőďŕřőśšřăŋśšćă

˙ = {ξ ∈ V^∗ | i_ξ(ω) = 0} ⊂ V^∗ W = {v ∈ V | v ∧ ω = 0} ⊂ V Ćěřŋő ńĺ, ůšő śńěďş¿źĺě ŋĺęě şśńőćĺ£ ŕőŕăřŋő ¡łćĺćăńěŋšŋż:

ă) ω řăğńőęĺň; ą) Ann ˙ = W ;

ć) i_{i!(ξ)}(ω) = 0 ć ~^{k−1}(V ) ∀ξ ∈~^{k+1}V^∗; č) ω ∧ i_ξ(ω) = 0 ć ~^{k+1}(V ) ∀ξ ∈~^{k−1}V^∗ ?

Ğăďăůă 7. (Àőŕěřăšőř ŁăğĺňĺřăÁ) Ďń£ łăęďőčő F ∈ sl_2 őąőğŋăůĺň ůěřěğ sl_2^{ad(F )}−−−−→ sl_2 ńĺŋěľŋőě őšőąřăęěŋĺě, ďěľśšćş¿źěě ŋă G ∈sl_2 ŕő ŕřăćĺńş G −→ ad(F )G^{def}= [F, G] = F G − GF . Ŕřőćěřĳšě, ůšő ťőřňşńă ⟨ A , B ⟩_{def}

= Tr (ad(A)∘ ad(B)) ğăďă-ěš ŋěćżřőęďěŋŋş¿ śĺňňěšřĺůŋş¿ ąĺńĺŋěľŋş¿ ťőřňş ŋă sl_2 ĺ ćżůĺśńĺšě ąăğĺś {H^∗, X^∗, Y^∗} ŕřőśšřăŋśšćă sl_2, ďćőľśšćěŋŋżľ ł śšăŋďăřšŋőňş ąăğĺśş ąăğĺśş {H, X, Y } őšŋőśĺšěńĳŋő ¡šőľ ťőřňż (š.ě. ćżřăğĺšě H^∗, X^∗ ĺ Y^∗ ůěřěğ H, X ĺ Y ). Ćżůĺśńĺšě, łăł ďěľśšćşěš őŕěřăšőř X^∗X +Y^∗Y +H^∗H ŋă śšăŋďăřšŋőň ŋěŕřĺćőďĺňőň sl_2-ňőďşńě V_n.

Ğăďăůă 8. (Àšěŋğőřŋżě śšěŕěŋĺ šőůŋőčő ŕřěďśšăćńěŋĺ£Á) Ŕşśšĳ G^ϱ−→ GL(V ) { ¡ťťěłšĺćŋőě (š.ě. ś ker ϱ = {1}) ŕřěďśšăćńěŋĺě łőŋěůŋőľ čřşŕŕż G. Ďőłăęĺšě, ůšő ć řăğńőęěŋĺ£ţ ěčő šěŋğőřŋżţ śšěŕěŋěľ ćśšřěůăěšś£ ćśě ŋěŕřĺćőďĺňżě ŕřěďśšăćńěŋĺ£ G.

Ğăďăůă 9. (Àťőřňşńă ŇőńĺŋăÁ) Ŕşśšĳ G^ϱ−→ GL(V ) { łőňŕńěłśŋőě ŕřěďśšăćńěŋĺě łőŋěůŋőľ čřşŕŕż G, ĺ i_d | řăğňěřŋőśšĳ ŕřőśšřăŋśšćă G-ĺŋćăřĺăŋšŋżţ őďŋőřőďŋżţ ŕőńĺŋőňőć śšěŕěŋĺ d ŋă V (š.ě. šăłĺţ f ∈ S^dV^∗, ůšő f(gv) = f(v) šőęďěśšćěŋŋő ŕő v ∀ g ∈G , ĺńĺ, ěśńĺ şčőďŋő, ĺŋćăřĺăŋšŋżţ ćěłšőřőć ŕřěďśšăćńěŋĺ£ S^d(ϱ^∗)). Ďőłăęĺšě, ůšő ŕřőĺğćőď£źă£ ťşŋłűĺ£ ďń£ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ űěńżţ ůĺśěń {i_d} ĺňěěš ćĺď ∑ n¿0 i_d · z^n = 1 |G| ∑ g∈G 1 det(E − z · ϱ(g)) . Ğăďăůă 10. (Àĺłőśă¡ďřÁ) Ćěřŋő ńĺ, ůšő ğŋăłőŕěřěňěŋŋă£ čřşŕŕă A_5 ĺğőňőřťŋă śőąśšćěŋŋőľ čřşŕŕě ĺłőśă¡ďřă ĺ śőąśšćěŋŋőľ čřşŕŕě ďőďěłă¡ďřă? Ěśńĺ ďă, šő ąşďşš ńĺ ¡šĺ ďćă šř-ěţňěřŋżţ ŕřěďśšăćńěŋĺ£ A_5 ĺğőňőřťŋż? Ąşďşš ńĺ ŋěśőąśšćěŋŋżě čřşŕŕż ďőďěłă¡ďřă ĺ ĺłőśă¡ďřă ĺğőňőřťŋż śĺňňěšřĺůěśłőľ čřşŕŕě S_5? Őŕĺÿĺšě ćśě ŋěŕřĺćőďĺňżě ŕřěďśšăćńěŋĺ£ A_5 ĺ śőśšăćĳšě šăąńĺűş ĺţ ţăřăłšěřőć. Řăğńőęĺšě ŋă ŋěŕřĺćőďĺňżě ěśšěśšćěŋŋőě ŕřěďśšăćńěŋĺě čřşŕŕż ĺłőśă¡ďřă ć ŕřőśšřăŋśšćě łőňŕńěłśŋőğŋăůŋżţ ťşŋłűĺľ ŋă ňŋőęěśšćě ěčő ćěřÿĺŋ.

Ğăďăůă 11. (Àśĺňŕńĺűĺăńĳŋőě ŕřěďśšăćńěŋĺě S_nÁ) Řăśśňőšřĺň šăćšőńőčĺůěśłőě ŕřěďśšăćńěŋĺě śĺňňěšřĺůěśłőľ čřşŕŕż S_n ć C^n ŕěřěśšăŋőćłăňĺ ąăğĺśŋżţ ćěłšőřőć. Şąěďĺšěśĳ, ůšő ¡šő ŕřěďśšăćńěŋĺě £ćń£ěšś£ ŕř£ňőľ śşňňőľ ďćşţ ŋěŕřĺćőďĺňżţ { šřĺćĺăńĳŋőčő őďŋőňěřŋőčő ĺ (n − 1)-čő ŕřěďśšăćńěŋĺ£ (ŋěśőąśšćěŋŋżňĺ) ďćĺęěŋĺ£ňĺ, śőţřăŋ£¿źĺňĺ ŕřăćĺńĳŋżľ (n−1)-ňěřŋżľ śĺňŕńěłś. Ćżůĺśńĺšě ţăřăłšěřż šăćšőńőčĺůěśłőčő ĺ śĺňŕńĺűĺăńĳŋőčő ŕřěďśšăćńěŋĺ£. Ďăńěě:

ă) Ćżůĺśńĺšě śłăń£řŋżľ łćăďřăš (őšŋőśĺšěńĳŋő śšăŋďăřšŋőľ ¡řňĺšőćőľ śšřşłšşřż

ŋă C [Sn ]) ţăřăłšěřă k-šőľ ćŋěÿŋěľ śšěŕěŋĺ šăćšőńőčĺůěśłőčő ŕřěďśšăćńěŋĺ£ (ďń£

¡šőčő şďőąŋő ćżąřăšĳ ć ~^k(C^n ) őążůŋżľ ąăğĺś {e_I }, ğăŋşňěřőćăŋŋżľ ćśěćőğňőęŋżňĺ k-¡ńěňěŋšŋżňĺ ŕőďňŋőęěśšćăňĺ I = {i_1, i_2, . . . , i_k} ⊂ {1, 2, . . . , n} : i_1 < i_2 < · · · < i_k , ĺ ğăŕĺśżćă£ ďěľśšćĺě ŕěřěśšăŋőćőł ňăšřĺűăňĺ ć ¡šőň ąăğĺśě, ćżůĺśńĺšĳ ğŋăůěŋĺě ĺśłőňőčő ţăřăłšěřă χ ŋă ŕěřěśšăŋőćłě σ: χ(σ) = ∑ I {σ}_I , čďě {σ}_I = { sgn σ|_I , ěśńĺ σ(I)⊂ I 0 , ěśńĺ σ(I)⊂ I ;

¡šő ğŋăůěŋĺě śńěďşěš ŕőďśšăćĺšĳ ć £ćŋş¿ ťőřňşńş ďń£ śłăń£řŋőčő ŕřőĺğćěďěŋĺ£ ĺ ăłłşřăšŋő ćżůĺśńĺšĳ ćőğŋĺłă¿źş¿ śşňňş, ĺňě£ ć ćĺďş, ůšő śőćőłşŕŋőśšĳ ŕěřěśšăŋőćőł σ, ďń£ łőšőřżţ {σ}_I {σ}_J ≠ 0 ěśšĳ ŕř£ňőě ŕřőĺğćěďěŋĺě śĺňňěšřĺůěśłĺţ čřşŕŕ | ŋěğăćĺśĺňżţ ŕěřěśšăŋőćőł ¡ńěňěŋšőć ć ĺŋćăřĺăŋšŋżţ ŕőďňŋőęěśšćăţ I ∩J, I \ I ∩ J, J \ I ∩ J ĺ {1, 2, . . . , n} \ (I ∪ J)). ą) Şąěďĺšěśĳ, ůšő ćśě ćŋěÿŋĺě śšěŕěŋĺ śĺňŕńĺűĺăńĳŋőčő ŕřěďśšăćńěŋĺ£ śĺňňěšřĺůěśłőľ čřşŕŕż ŋěŕřĺćőďĺňż (ďń£ ¡šőčő řăğńőęĺšě ćŋěÿŋ¿¿ śšěŕěŋĳ šăćšőńőčĺůěśłőčő ŕřěďśšăćńěŋĺ£ ć śşňňş ŕőďţőď£źĺţ ćŋěÿŋĺţ śšěŕěŋěľ śĺňŕńĺűĺăńĳŋőčő ŕřěďśšăćńěŋĺ£).

Ğăďăůă 12. (Àţăřăłšěř ĺŋďşűĺřőćăŋŋőčő ŕřěďśšăćńěŋĺ£Á)

ă) Ďőłăęĺšě, ůšő ğŋăůěŋĺě ţăřăłšěřă ŕřěďśšăćńěŋĺ£ łőŋěůŋőľ čřşŕŕż G, ĺŋďşűĺřőćăŋŋőčő ś šřĺćĺăńĳŋőčő őďŋőňěřŋőčő ŕřěďśšăćńěŋĺ£ U ŕőďčřşŕŕż H ⊂ G, ćżůĺśń£- ěšś£ ŋă ďăŋŋőň łńăśśě śőŕř£ę-ěŋŋżţ ¡ńěňěŋšőć C ⊂G ŕő ťőřňşńě χ(C) = [G : H]_{|C| · |C ∩} H_{| .}

ą) Řăğńőęĺň ŕěřěśěůěŋĺě łńăśśă śőŕř£ę-ěŋŋżţ ¡ńěňěŋšőć C ⊂ G ś ŕőďčřşŕŕőľ H ⊂ G ć őąžěďĺŋěŋĺě C ∩ H = D_1 ∪ D_2 ∪ · · · ∪ D_s łńăśśőć H-śőŕř£ę-ěŋŋőśšĺ. Ďőłăęĺšě, ůšő ğŋăůěŋĺě ţăřăłšěřă ŕřěďśšăćńěŋĺ£ ϱ čřşŕŕż G, ĺŋďşűĺřőćăŋŋőčő ś ŕřőĺğćőńĳŋőčő ŕřěďśšăćńěŋĺ£ α ŕőďčřşŕŕż H, ćżůĺśń£ěšś£ ŕő ťőřňşńě

χ_ϱ(C) = |G| |H|^· s∑ i=1 |D_i| |C| χ_α(D_i) .

Ğăďăůă 13. (ÀS_3 ĺ S_4Á) Őŕĺÿĺšě ćśě ŋěŕřĺćőďĺňżě ŕřěďśšăćńěŋĺ£ čřşŕŕ S_3 ĺ S_4. Ćż£śŋĺšě, łăł şśšřőěŋż őčřăŋĺůěŋĺ£ ŋěŕřĺćőďĺňżţ ŕřěďśšăćńěŋĺľ S_4 ŋă S_3, ĺ łăł şśšřőěŋż ŕřěďśšăćńěŋĺ£ S_4, ĺŋďşűĺřőćăŋŋżě ś ŋěŕřĺćőďĺňżţ ŕřěďśšăćńěŋĺľ S_3 (ŕřěďŕőńăčăěšś£,

ůšő S3 ćńőęěŋă ć S4 łăł śšăąĺńĺğăšőř 4-čő ¡ńěňěŋšă).