Ğăďăůĺ ŕő ăńčěąřě ł 11 śěŋš£ąř£ 1997

1. Ŕřĺ łăłĺţ n şřăćŋěŋĺě n = x^2 + y^2 řăğřěÿĺňő ć űěńżţ ůĺśńăţ?

2. Ŕşśšĳ „(n) | őďŋă ůěšćěřšĳ ůĺśńă űěńżţ řěÿěŋĺľ şřăćŋěŋĺ£ x^2 + y^2 = n. Ďőłăęĺšě, ůšő „(nm) = „(n)„(m), ěśńĺ m; n | ćğăĺňŋő ŕřőśšżě ŋăšşřăńĳŋżě ůĺśńă.

3. Ŕşśšĳ n = p^{a1}_1 · : : : · p^{ak}_k | řăğńőęěŋĺě ŋă ŕřőśšżě śőňŋőęĺšěńĺ. Ŋăľďĺšě „(n).

4. Ŕşśšĳ fi_1(n) (śőőšć. fi_3(n)) | łőńĺůěśšćő ŋăšşřăńĳŋżţ ďěńĺšěńěľ n, ĺňě¿źĺţ ćĺď 4k + 1 (śőőšć. 4k + 3). Ćżřăğĺšě „(n) ůěřěğ fi_1(n); fi_3(n).

5. Ŕşśšĳ ! = exp(^{2πi}_3 ) =^3 √ 1. Ćěřŋă ńĺ őśŋőćŋă£ šěőřěňă ăřĺťňěšĺłĺ ć łőńĳűě Z[!]? Ă ć łőńĳűě Z[ √ −3]? Ă ć łőńĳűě Z[ √ 5]? 6. Ŕşśšĳ n = p^{a1}_1 · : : : · p^{ak}_k | řăğńőęěŋĺě ŋă ŕřőśšżě śőňŋőęĺšěńĺ.

Ŋăľďĺšě ůĺśńő İľńěřă ffi(n) őśšăšłőć ŕő ňőďşń¿ n, ćğăĺňŋő ŕřőśšżţ ś n. 7. Ňşńĳšĺŕńĺłăšĺćŋă£ čřşŕŕă (Z=nZ)^∗ łőńĳűă ćżůěšőć ŕő ňőďşń¿ n ĺňěěš ŕőř£ďőł ffi(n). Ŋăľďĺšě ¡šş čřşŕŕş (ŋăŕřĺňěř, (Z=pZ)^∗ = Z=(p −

1)Z, a (Z=8Z)^∗ = Z=2Z + Z=2Z).

Ğăďăůĺ ŕő ăńčěąřě ł 23 śěŋš£ąř£ 1997

1. Ŕşśšĳ ćěłšőřż e_1; : : : ; e_n; x ğăďăŋż śćőĺňĺ łőőřďĺŋăšăňĺ ć ŋěłőšőřőň ąăğĺśě:

ă) e_1 = (1; 1; 1); e_2 = (1; 1; 2); e_3 = (1; 2; 3); x = (6; 9; 14); b) e_1 = (2; 1; −3); e_2 = (3; 2; −5); e_3 = (1; −1; 1); x = (6; 2; −7); c) e_1 = (1; 2; −1; −2); e_2 = (2; 3; 0; −1); e_3 = (1; 2; 1; 4); e_4 = (1; 3; −1; 0); x = (7; 14; −1; 2):

Ďőłăğăšĳ, ůšő (e_1; : : : ; e_n) | šăłęě ąăğĺś ŕřőśšřăŋśšćă, ĺ ŋăľšĺ łőőřďĺŋăšż ćěłšőřă x ć ¡šőň ąăğĺśě.

2. Ďőłăğăšĳ, ůšő łăęďă£ ĺğ ďćşţ ğăďăŋŋżţ śĺśšěň ćěłšőřőć S; S^′ £ćń£ěšś£ ąăğĺśőň. Ŋăľšĺ ňăšřĺűş ŕěřěţőďă őš S ł S^′: ă) S = {(1; 2; 1); (2; 3; 3); (3; 8; 2)}; S^′ = {(3; 5; 8); (5; 14; 13); (1; 9; 2)};

b) S = {(1; 1; 1; 1); (1; 2; 1; 1); (1; 1; 2; 1); (1; 3; 2; 3)}; S^′ = {(1; 0; 3; 3); (−2; −3; −5; −4); (2; 2; 5; 4); (−2; −3; −4; −4)}. 3. Ďăŋż ćěłšőřż v_1 = (0; 1; 0; 2; 0); v_2 = (7; 4; 1; 8; 3); v_3 = (0; 3; 0; 4; 0); v_4 = (1; 9; 5; 7; 1); v_5 = (0; 1; 0; 5; 0). Śşźěśšćş¿š ńĺ ůĺśńă c_{ij} šăłĺě, ůšő ćěłšőřż w_i =^{∑5}_{j=1} c_{ij} v_j (i = 1; 2; 3; 4; 5) ńĺŋěľŋő ŋěğăćĺśĺňż?

4. Ďőłăğăšĳ, ůšő ćś£łĺľ ňŋőčőůńěŋ ŕőńőęĺšěńĳŋőľ śšěŕěŋĺ ś űěńżňĺ łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ ĺňěěš łőřěŋĳ ć ŕőńě F_p ďń£ ąěśłőŋěůŋőčő ňŋőęěśšćă ŕřőśšżţ ůĺśěń p.

5. Ŕşśšĳ F | łőŋěůŋőě ŕőńě. Ďőłăğăšĳ, ůšő ďń£ ćś£łőčő őšőąřăęěŋĺ£ h : F → F śşźěśšćşěš ňŋőčőůńěŋ f ∈ F [x] šăłőľ, ůšő h(a) = f(a) ďń£ ń¿ąőčő a ∈ F .

6. Ŋăľšĺ ă) ćśě ŋěŕřĺćőďĺňżě ňŋőčőůńěŋż śšěŕěŋĺ ňěŋĳÿě 5 ŋăď ŕő-

ńěň F2;

b) ćśě ŋěŕřĺćőďĺňżě ňŋőčőůńěŋż śšěŕěŋĺ 2 ŋăď ŕőńěň F_3; c) ůĺśńő ŋěŕřĺćőďĺňżţ ňŋőčőůńěŋőć śšěŕěŋĺ 5 ŋăď ŕőńěň F_2; d) ůĺśńő ŋěŕřĺćőďĺňżţ ňŋőčőůńěŋőć śšěŕěŋĺ 3,4 ŋăď ŕőńěň F_3; e) ůĺśńő ŋěŕřĺćőďĺňżţ ňŋőčőůńěŋőć śšěŕěŋĺ 2,3 ŋăď ŕőńěň F_9. 7. Ďőłăğăšĳ, ůšő ŕřĺ a ∈ F^∗_p ňŋőčőůńěŋ x^p − x − a a) ŋěŕřĺćőďĺň ŋăď F_p;

b) ŋěŕřĺćőďĺň ŋăď F_pn šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă n ŋě ďěńĺšś£ ŋă p. 8^∗. Ďőłăğăšĳ, ůšő x^{2n} + x^n + 1 ŋěŕřĺćőďĺň ŋăď F_2 šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă n = 3^k ďń£ ŋěłőšőřőčő k ≥ 0.

9^∗. Ŕşśšĳ I_m | ůĺśńő řăğńĺůŋżţ ŋěŕřĺćőďĺňżţ ňŋőčőůńěŋőć śšěŕěŋĺ m śő śšăřÿĺň łő¡ťťĺűĺěŋšőň ěďĺŋĺűă ŋăď łőŋěůŋżň ŕőńěň F_q. Ďőłăğăšĳ, ůšő ć ťőřňăńĳŋżţ ř£ďăţ őš z ĺňěěš ňěśšő šőęďěśšćő 1 − qz = ∏_∞ m=1(1 − z^m)^{Im} .

Ğăďăůĺ ŕő ăńčěąřě ł 30 śěŋš£ąř£ 1997

1. Ďőłăğăšĳ ŋěŕřĺćőďĺňőśšĳ ŋăď ŕőńěň řăűĺőŋăńĳŋżţ ůĺśěń śńěďş¿źĺţ ňŋőčőůńěŋőć:

ă) x^4 − 8x^3 + 12x^2 − 6x + 2; b) x^5 − 12x^3 + 36x − 12; c) x^{105} − 9;

d) (x − a_1)(x − a_2) : : : (x − a_n) − 1, čďě a_1; : : : ; a_n | řăğńĺůŋżě űěńżě ůĺśńă;

e) (x − a_1)^2 : : : (x − a_n)^2 + 1, čďě a_1; : : : ; a_n | řăğńĺůŋżě űěńżě ůĺśńă. 2. Ćżřăğĺšĳ ůěřěğ łćăďřăšŋżě łőřŋĺ^5 √ 1 ĺ^{17} √ 1. 3. Łőŋšĺŋşăŋšă (a_1a_2 : : : a_n) | ¡šő őŕřěďěńĺšěńĳ | | | | | | | | | | | |

a_1 1 0 0 : : : 0 0 −1 a_2 1 0 : : : 0 0 0 −1 a_3 1 : : : 0 0 . . . . . . . . ... . . . . 0 0 0 0 : : : −1 a_n

| | | | | | | | | | | | a) Ćżřăğĺšĳ (a_1a_2 : : : a_n) ć ćĺďě ňŋőčőůńěŋă őš a_1; : : : ; a_n;

b) Ŋăŕĺśăšĳ řăğńőęěŋĺě łőŋšĺŋşăŋšż ŕő ŕěřćżň k śšřőłăň;

c) Ďőłăğăšĳ

(a_1a_2 : : : a_n)

(a_2 : : : a_n)

= a_1 + 1 a_2 + 1 a_3 + · · · + 1 a_n

4. Őŕřěďěńĺšěńĳ Ćăŋďěřňőŋďă ´(x_1; x_2; : : : ; x_n) | ¡šő | | | | | | | | | | | |

1 1 : : : 1 x_1 x_2 : : : x_n x^2_1 x^2 : : : x^2_n . . . . ... . . x^{n−1}_1 x^{n−1}_2 : : : x^{n−1}_n

| | | | | | | | | | | | a) Ćżůĺśńĺšĳ ´(x_1; x_2; : : : ; x_n) łăł ňŋőčőůńěŋ őš x_1; : : : ; x_n;

b) Ŕşśšĳ y_1; : : : ; y_n | ďřşčőľ ŋăąőř ůĺśěń, ŕřĺůěň x_iy_j ≠ 1 ďń£ ćśěţ 1 ≤ i; j ≤ n. Ďőłăğăšĳ

´(x_1; : : : ; x_n)´(y_1; : : : ; y_n) n∏ i,j=1 (1 − x_iy_j)^{−1} = det ( 1 1 − x_iy_j )

5. Ćżůĺśńĺšĳ őŕřěďěńĺšěńĳ ňăšřĺűż (a_{ij}) ŕőř£ďłă n, čďě

ă) a_{ij} řăćŋő 1, ěśńĺ i ďěńĺš j, ĺ řăćŋő 0 ĺŋăůě;

b) a_{ij} řăćŋő łőńĺůěśšćş őąźĺţ ŋăšşřăńĳŋżţ ďěńĺšěńěľ ůĺśěń i ĺ j. 6^∗. Ŕşśšĳ p | ŕřőśšőě ůĺśńő, ĺ “ = exp(^{2πi}_p ) | ŕěřćőőąřăğŋżľ łőřěŋĳ ĺğ ěďĺŋĺűż. Ćżřăğĺšĳ ůěřěğ “

a) √p, ěśńĺ p = 4k + 1; b) √ −p, ěśńĺ p = 4k + 3.

7^∗. ă) Łńăśśĺťĺűĺřőćăšĳ ćśě šřőľłĺ ňŋőčőůńěŋőć X; Y; Z ∈ C[t] šăłĺě, ůšő X^2 + Y^2 = Z^2;

b) Ďőłăğăšĳ, ůšő ďń£ n > 2 ŋě ążćăěš ŋěŕőśšő£ŋŋżţ ňŋőčőůńěŋőć X; Y; Z ∈ C[t] šăłĺţ, ůšő X^n + Y^n = Z^n.

Ğăďăůĺ ŕő ăńčěąřě ł 7 őłš£ąř£ 1997

1. Ŋăľšĺ ňĺŋĺňăńĳŋżě ňŋőčőůńěŋż ďń£ ă) √ 2 + √ 3 ŋăď Q;

b) 1 + √ 2 ŋăď Q( √ 2 + √ 3). 2. Ŋăľšĺ śšěŕěŋĳ ňĺŋĺňăńĳŋőčő ŕőń£ řăğńőęěŋĺ£ ŋăď Q ďń£ ňŋőčőůńěŋőć a) x^4 − 2;

b) x^p − a (p | ŕřőśšőě ůĺśńő; a ∈ Q ŋě £ćń£ěšś£ p-őľ śšěŕěŋĳ¿). 3. §ćń£¿šś£ ńĺ ůĺśńă a = −^1_2 + i^{√2}_2 ĺ b = √ 2 + i ŕřĺňĺšĺćŋżňĺ ¡ńěňěŋšăňĺ Q( √ 2; i)=Q?

4. Ŕşśšĳ K | ŕőńě ţăřăłšěřĺśšĺłĺ p > 0.

ă) Ďőłăğăšĳ, ůšő ňŋőčőůńěŋ f(x) = x^p −x−a ńĺąő ŋěŕřĺćőďĺň ŋăď K, ńĺąő řăğńăčăěšś£ ć ŕřőĺğćěďěŋĺě ńĺŋěľŋżţ ňŋőęĺšěńěľ, ĺ şłăğăšĳ ¡šő řăğńőęěŋĺě, ěśńĺ f(x) ĺňěěš łőřěŋĳ x_0;

b) Ďőłăğăšĳ, ůšő ćś£łőě řăśÿĺřěŋĺě Čăńşă L=K śšěŕěŋĺ p ĺňěěš ćĺď L = K(„), čďě „ | łőřěŋĳ ňŋőčőůńěŋă x^p − x − a (a ∈ K), ĺ őąřăšŋő, ćś£łőě šăłőě řăśÿĺřěŋĺě £ćń£ěšś£ řăśÿĺřěŋĺěň Čăńşă śšěŕěŋĺ 1 ĺńĺ p.

5. Ŋăľšĺ ŕőńě ĺŋćăřĺăŋšőć C(x_1; : : : ; x_n)^G, čďě G | ¡šő čřşŕŕă, ŕőřőęďěŋŋă£

a) ćśěňĺ ŕěřěśšăŋőćłăňĺ ŕěřěňěŋŋżţ x_1; : : : ; x_n;

b) ăćšőňőřťĺğňőň x_i → “^ix_i (i = 1; : : : ; n), čďě “ | ŕěřćőőąřăğŋżľ łőřěŋĳ śšěŕěŋĺ n ĺğ 1;

c) űĺłńĺůěśłőľ ŕěřěśšăŋőćłőľ ŕěřěňěŋŋżţ x_1; : : : ; x_n. 6. Ŋăľšĺ čřşŕŕş Čăńşă řăśÿĺřěŋĺ£ Q

ă) Q( √ 2 + √ 3); b) ŕőńşůěŋŋőčő ŕřĺśőěďĺŋěŋĺěň ćśěţ łőřŋěľ^7 √ 5; c) ŕőńşůěŋŋőčő ŕřĺśőěďĺŋěŋĺěň ćśěţ łőřŋěľ ňŋőčőůńěŋă x^3 + ax + b (ć ğăćĺśĺňőśšĺ őš řăűĺőŋăńĳŋżţ ůĺśěń a ĺ b).

7. Ŕşśšĳ L=K | łőŋěůŋőě řăśÿĺřěŋĺě ŕőńěľ, a ∈ L. Śńěď, őŕřěďěńĺšěńĳ ĺ ţăřăłšěřĺśšĺůěśłĺľ ňŋőčőůńěŋ (š.ě. det(a − tId)) K-ńĺŋěľŋőčő őŕěřăšőřă l → al; L → L, őąőğŋăůă¿šś£ śőőšćěšśšćěŋŋő ůěřěğ T r_{L/K}(a); N_{L/K}(a); ffl_{L/K}(a; t) ĺ ŋăğżćă¿šś£ śńěďőň, ŋőřňőľ ĺ ţăřăłšěřĺśšĺůěśłĺň ňŋőčőůńěŋőň ¡ńěňěŋšă a ŋăď K. Ďőłăğăšĳ, ůšő ěśńĺ K ⊂ L ⊂ M | ąăÿŋ£ łőŋěůŋżţ řăśÿĺřěŋĺľ ĺ a ∈ M, šő

ă) T r_{M/K}(a) = T r_{L/K}(T r_{M/L}(a)); b) N_{M/K}(a) = N_{L/K}(N_{M/L}(a)); c) ffl_{M/K}(a; t) = N_{L(t)/K(t)}(ffl_{M/L}(a; t));

d) Ňĺŋĺňăńĳŋżľ ňŋőčőůńěŋ ¡ńěňěŋšă a ŋăď K řăćěŋ ±ffl_{K(a)/K}(a; t); e) ffl_{M/K}(a; t) £ćń£ěšś£, ś šőůŋőśšĳ¿ ďő ğŋăłă, śšěŕěŋĳ¿ ňĺŋĺňăńĳŋőčő ňŋőčőůńěŋă a ŋăď K.

f) Ěśńĺ M=K | řăśÿĺřěŋĺě Čăńşă ś čřşŕŕőľ Čăńşă G, šő T r_{M/K}(a) = ∑ g∈G g(a); N_{M/K}(a) =^∏_{g∈G} g(a);

ffl_{M/K}(a; t) =^∏_{g∈G}(g(a) − t).

8. ă) Ďőłăğăšĳ, ůšő T r_{M/K}(a) = 0 ∀a ∈ M šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă řăśÿĺřěŋĺě M=K ŋěśěŕăřăąěńĳŋő.

b) Ďőłăğăšĳ, ůšő ěśńĺ řăśÿĺřěŋĺě M=K śěŕăřăąěńĳŋő, šő Kąĺńĺŋěľŋă£ ťőřňă ŋă M : (x; y) → T r_{M/K}(xy) ŋěćżřőęďěŋă.

9. Ďőłăğăšĳ, ůšő ć řăśÿĺřěŋĺĺ Čăńşă M=K ś čřşŕŕőľ Čăńşă G ŋăľďěšś£ šăłőľ ¡ńěňěŋš a ∈ M, ůšő ňŋőęěśšćő {g(a); g ∈ G} śőśšăćń£ěš ąăğĺś ŕőń£ M ŋăď K.

Ğăďăůĺ ŕő ăńčěąřě ł 14 őłš£ąř£ 1997

1. Łăłőě ĺğ śńěďş¿źĺţ ďćşţ şšćěřęďěŋĺľ ćěřŋő: ă) sin 36^∘ ∈ Q(cos 36^∘); b) cos 36^∘ ∈ Q(sin 36^∘)?

2. Ŕşśšĳ p | ŕřőśšőě ůĺśńő, ĺ a ∈ Q ŋě £ćń£ěšś£ p-őľ śšěŕěŋĳ¿. Ŕşśšĳ K | řăśÿĺřěŋĺě Q, ŕőńşůěŋŋőě ŕřĺśőěďĺŋěŋĺěň ćśěţ łőřŋěľ^p √ a. Ďőłăğăšĳ, ůšő čřşŕŕă Čăńşă Gal(K=Q) ĺğőňőřťŋă čřşŕŕě ăťťĺŋŋżţ ŕřěőąřăğőćăŋĺľ F_p, š.ě. ŕřěőąřăğőćăŋĺľ ćĺďă x → ax + b; a ∈ F^∗_p; b ∈ F_p.

3. Ŕşśšĳ f(t) | ňŋőčőůńěŋ śšěŕěŋĺ n ś řăűĺőŋăńĳŋżňĺ łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ; ¸_1; : : : ; ¸_n | ěčő łőňŕńěłśŋżě łőřŋĺ. Ĺğćěśšŋő, ůšő ¸_3 = ¸_1+¸_2, ŋő ňěęďş ďřşčĺňĺ łőřŋ£ňĺ ŋěš šăłőčő śőőšŋőÿěŋĺ£ (š.ě. ěśńĺ ¸_k = ¸_i +¸_j, šő k = 3, a (i; j) = (1; 2) ĺńĺ (2; 1)). Ďőłăğăšĳ, ůšő ¸_3 ∈ Q, a ¸_1; ¸_2 ńěęăš ć łćăďřăšĺůŋőň řăśÿĺřěŋĺĺ Q.

4. Ĺğćěśšŋő, ůšő ćś£łĺľ łćăďřăšŋżľ ňŋőčőůńěŋ ś ćěźěśšćěŋŋżňĺ łő- ¡ťťĺűĺěŋšăňĺ ĺňěěš łőřěŋĳ ć C, ă ćś£łĺľ ňŋőčőůńěŋ ŋěůěšŋőľ śšěŕěŋĺ ś ćěźěśšćěŋŋżňĺ łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ ĺňěěš łőřěŋĳ ć R (š.ł. ŋěŕřěřżćŋă£ ťşŋłűĺ£ ŕřĺŋĺňăěš ŕřőňěęşšőůŋżě ğŋăůěŋĺ£). Ŕőńĳğş£śĳ ¡šĺňĺ ďćşň£ ťăłšăňĺ ďőłăğăšĳ, ć řăňłăţ šěőřĺĺ Čăńşă, ůšő C ăńčěąřăĺůěśłĺ ğăňłŋşšő (š.ě. ŋě ĺňěěš łőŋěůŋżţ řăśÿĺřěŋĺľ).

5. Ŕşśšĳ K | ŕőńě, ŕőńşůěŋŋőě ĺğ F_p ŕřĺśőěďĺŋěŋĺěň ćśěţ ŕřĺňĺšĺćŋżţ łőřŋěľ l-őľ śšěŕěŋĺ ĺğ 1 ďń£ ćśěţ ŕřőśšżţ ůĺśěń l ≠ p. Ďőłăğăšĳ, ůšő K ăńčěąřăĺůěśłĺ ğăňłŋşšő.

6. Ďőłăğăšĳ, ůšő 1; √ 2; √ 3; √ 5; √ 6; √ 10; √ 15; √ 30 ńĺŋěľŋő ŋěğăćĺśĺňż ŋăď Q.

7. Ŕşśšĳ (t) =^{f (t)}_{g(t)} ∈ K(t) | řăűĺőŋăńĳŋă£ ťşŋłűĺ£, ŕřěďśšăćńěŋŋă£ łăł őšŋőÿěŋĺě ďćşţ ćğăĺňŋő ŕřőśšżţ ňŋőčőůńěŋőć. Őŕřěďěńĺň deg( ) łăł max(deg(f); deg(g)) ĺ ŕőńőęĺň u = (t).

a) Ďőłăğăšĳ, ůšő deg( ) = [K(t) : K(u)];

b) Ďőłăğăšĳ, ůšő ćś£łĺľ ăćšőňőřťĺğň ŕőń£ K(t) ŋăď K ĺňěěš ćĺď t → (t), čďě (t) | řăűĺőŋăńĳŋă£ ťşŋłűĺ£ śšěŕěŋĺ 1;

c) Ďőłăğăšĳ, ůšő ¡šă čřşŕŕă ăćšőňőřťĺğňőć ŕőřőęďăěšś£ śńěďş¿źĺňĺ őšőąřăęěŋĺ£ňĺ (a ∈ K^∗; b ∈ K) : t → at; t → t+b; t →^1_t . İšă čřşŕŕă śőśšőĺš ĺğ ŕřěőąřăğőćăŋĺľ ćĺďă t →^{at+b}_{ct+d} ; ad − bc ≠ 0 ĺ őąőğŋăůăěšś£ P GL(2; K);

d) Ŕşśšĳ K = F_q. Ďőłăğăšĳ, ůšő ]P GL(2; F_q) = q^3 − q; e) Ďőłăğăšĳ, ůšő ŕőńě ĺŋćăřĺăŋšőć P GL(2; F_q ) řăćŋő F_q(u), čďě u = (tq 2 −t)q+1 (tq−t)q2+1 ; f) Ŕşśšĳ P ⊂ P GL(2; F_q) | ŕőďčřşŕŕă, śőśšő£źă£ ĺğ őšőąřăęěŋĺľ t → at + b; a ∈ F^∗_q; b ∈ F_q. Ďőłăğăšĳ, ůšő ŕőńě ĺŋćăřĺăŋšőć P řăćŋő Fq(y), čďě y = (t^q − t)^{q−1};

g) Ŕşśšĳ N ⊂ P ⊂ P GL(2; F_q ) | ŕőďčřşŕŕă, śőśšő£źă£ ĺğ őšőąřăęěŋĺľ t → t + b; b ∈ F_q. Ďőłăğăšĳ, ůšő ŕőńě ĺŋćăřĺăŋšőć N řăćŋő F_q(z), čďě z = t^q − t;

h) Ďń£ łăłĺţ q ĺğ śńěďş¿źěčő śŕĺśłă čřşŕŕă P GL(2; F_q ) řăğřěÿĺňă: q = 2; 3; 4; 5; 7?

Ğăďăůĺ ŕő ăńčěąřě ł 21 őłš£ąř£ 1997

1. Ŋăľšĺ śşňňş ůĺśěń, őąřăšŋżţ łőňŕńěłśŋżň łőřŋ£ň ňŋőčőůńěŋă ă) 3x^3 + 2x^2 − 1; b) x^4 − x^2 − x − 1.

2. Śşňňă ďćşţ łőřŋěľ ňŋőčőůńěŋă 2x^3 − x^2 − 7x + – řăćŋă 1. Ŋăľšĺ –. 3. Ćżřăğĺšĳ ůěřěğ ¡ńěňěŋšăřŋżě śĺňňěšřĺůěśłĺě ňŋőčőůńěŋż: ă) x^2_1x_2 + x_1x^2 + x^2_1x_3 + x_1x^2_3 + x^2x_3 + x_2x^2_3;

b) (x_1 + x_2 − x_3 − x_4)(x_1 − x_2 + x_3 − x_4)(x_1 − x_2 − x_3 + x_4); c) (x_1 + x_2)(x_1 + x_3)(x_1 + x_4)(x_2 + x_3)(x_2 + x_4)(x_3 + x_4); d) (x_1 − 1)(x_2 − 1)(x_3 − 1):

4. Ŋăľšĺ ğŋăůěŋĺě śĺňňěšřĺůěśłőčő ňŋőčőůńěŋă F őš łőřŋěľ ňŋőčőůńěŋă f(x):

a) F = x^3_1(x_2 + x_3) + x^3_2(x_1 + x_3) + x^3(x_1 + x_2); f(x) = x^3 − x^2 − 4x + 1; b) F = x^4_1x_2 + : : : ; f(x) = 3x^3 − 5x^2 + 1;

c) F = (x^2_1 + x_1x_2 + x^2)(x^2 + x_2x_3 + x^2_3)(x^2_1 + x_1x_3 + x^2_3); f(x) = 5x^3 − 6x^2 − 7x − 8.

5. Ŕşśšĳ x_1; : : : ; x_n | łőřŋĺ ňŋőčőůńěŋă x^n + a_{n−1}x^{n−1} + : : : + a_0. Ďőłăğăšĳ, ůšő ń¿ąőľ śĺňňěšřĺůěśłĺľ ňŋőčőůńěŋ őš x_2; x_3; : : : ; x_n ňőęŋő ŕřěďśšăćĺšĳ ć ćĺďě ňŋőčőůńěŋă őš x_1.

6. Řăśśňőšřĺň ňŋőčőůńěŋ –_t = (1 + x_1t) : : : (1 + x_nt) őš ŕěřěňěŋŋżţ x_1; : : : ; x_n; t.

a) Ďőłăğăšĳ, ůšő –_t = 1+ff_1t+ff_2t^2 +: : :+ff_nt^n, čďě ff_k | ¡ńěňěŋšăřŋżě śĺňňěšřĺůěśłĺě ňŋőčőůńěŋż;

b) Ďőłăğăšĳ, ůšő^d_{dt} (log –_t) = −^∑_{k>0}(−1)^ks_kt^{k−1}, čďě s_k = x^k_1 +: : :+x^k_n; c) Ďőłăğăšĳ ťőřňşńş Ŋĳ¿šőŋă: s_k − ff_1s_{k−1} + ff_2s_{k−2} + : : : + (−1)^{k−1}ff_{k−1}s_1 + (−1)^kkff_k = 0 (ŕřĺ k > n ňż ŕőńăčăěň ff_k = 0).

7. Ŕşśšĳ “ | ŕěřćőőąřăğŋżľ łőřěŋĳ śšěŕěŋĺ k ĺğ 1. Ďőłăğăšĳ, ůšő a) ďń£ ń¿ąőčő a ∈ C ĺňěěň (x − a)(x“ − a) : : :(x“^{k−1} − a) = (−1)^{k+1}(x^k − a^k);

b) ďń£ ń¿ąőčő f(x) ∈ C[x] ňŋőčőůńěŋ f(x)f(x“) : : : f(x“^{k−1}) ŕřěďśšă-

ćĺň ć ćĺďě h(x^k) ďń£ ŋěłőšőřőčő ňŋőčőůńěŋă h;

c) łőřŋ£ňĺ ňŋőčőůńěŋă h £ćń£¿šś£ ć šőůŋőśšĺ k-żě śšěŕěŋĺ łőřŋěľ

ňŋőčőůńěŋă f.

8. Ŋăľšĺ ňŋőčőůńěŋ ůěšćěřšőľ śšěŕěŋĺ, łőřŋ£ňĺ łőšőřőčő £ćń£¿šś£

ă) łćăďřăšż łőňŕńěłśŋżţ łőřŋěľ ňŋőčőůńěŋă x^4 + 2x^3 − x + 3;

b) łşąż łőňŕńěśŋżţ łőřŋěľ ňŋőčőůńěŋă x^4 − x − 1.

9. Ďőłăğăšĳ, ůšő s_k řăćŋ£ěšś£ őŕřěďěńĺšěń¿ | | | | | | | | | | | |

ff_1 1 0 : : : 0 0

2ff_2 ff_1 1 : : : 0 0 . . . . . . ... . . . . (k − 1)ff_{k−1} ff_{k−2} ff_{k−3} : : : ff_1 1

kff_k ff_{k−1} ff_{k−2} : : : ff_2 ff_1

| | | | | | | | | | | | ć šő ćřěň£ łăł k!ff_k řăćŋ£ěšś£ őŕřěďěńĺšěń¿ | | | | | | | | | | | |

s_1 1 0 : : : 0 0

s_2 s_1 2 : : : 0 0 . . . . . . ... . . . . s_{k−1} s_{k−2} s_{k−3} : : : s_1 k − 1

s_k s_{k−1} s_{k−2} : : : s_2 s_1

| | | | | | | | | | | | 10. Ŋăľšĺ s_m őš a) łőřŋěľ ňŋőčőůńěŋă x^n +^{xn} �1 1! +^{xn} �2 2! + : : : +^1_{n!} ;

b) ŕěřćőőąřăğŋżţ łőřŋěľ n-őľ śšěŕěŋĺ ĺğ 1.

11. Řěÿĺšĳ ŋăď C śĺśšěňş şřăćŋěŋĺľ x_1 + x_2 + x_3 = 0; x^2_1 + x^2 + x^2_3 =

0; x^3_1 + x^3_2 + x^3 = 24.

Ğăďăůĺ ŕő ăńčěąřě ł 28 őłš£ąř£ 1997

1. a) Ŕşśšĳ f(x_1; : : : ; x_n) | łőśőśĺňňěšřĺůěśłĺľ ňŋőčőůńěŋ őš x_1; : : : ; x_n.

Ďőłăğăšĳ, ůšő f(x_1; : : : ; x_n) = ´(x_1; : : : ; x_n)g(x_1; : : : ; x_n), čďě ´(x_1; : : : ; x_n)

| őŕřěďěńĺšěńĳ Ćăŋďěřňőŋďă, ă g(x_1; : : : ; x_n) | śĺňňěšřĺůěśłĺľ ňŋőčő-

ůńěŋ.

b) Ŕşśšĳ h(x_1; : : : ; x_n) | śĺňňěšřĺůěśłĺľ ňŋőčőůńěŋ őš x_1; : : : ; x_n,

ŕřĺůěň h(x_1; x_1; x_3; : : : ; x_n) = 0. Ďőłăğăšĳ, ůšő h(x_1; : : : ; x_n) =

´^2(x_1; : : : ; x_n)u(x_1; : : : ; x_n), čďě u(x_1; : : : ; x_n) | śĺňňěšřĺůěśłĺľ ňŋőčő-

ůńěŋ.

2. Ŕşśšĳ h_k =^∑_{1≤i1≤...≤ik≤n} x_{i1} : : : x_{ik} , a –_t | ĺğ ğăďăůĺ 6 ŕřőÿńőčő

řăğă. Ďőłăğăšĳ, ůšő

ă) –^{−1}_t =^∑_{k≥0}(−1)^kh_kt^k;

b) ff_k − h_1ff_{k−1} + : : : + (−1)^{k−1}h_{k−1}ff_1 + (−1)^kh_k = 0;

c) Łăęďżľ śĺňňěšřĺůěśłĺľ ňŋőčőůńěŋ £ćń£ěšś£ ňŋőčőůńěŋőň őš h_1; : : : ; h_n.

3. Ŕşśšĳ ¸ = (¸_1; : : : ; ¸_n); ¸_1 > ¸_2 > : : : > ¸_n ≥ 0 | ŋăąőř ŋăšşřăńĳŋżţ ůĺśěń. Ŕőńőęĺň a_α(x_1; : : : ; x_n) =^∑_{τ ∈Σn} (sgnfi)x^{α1}_{τ (1)} : : : x^{αn}_{τ (n)}.

Ďőłăğăšĳ, ůšő ă) a_α(x_1; : : : ; x_n) řăćŋ£ěšś£ őŕřěďěńĺšěń¿ | | | | | | | x^{α1}_1 : : : x^{α1}_n . . ... . . x^{αn}_1 : : : x^{αn}_n

| | | | | | | b) Ěśńĺ ‹ = (n − 1; n − 2; : : : ; 1; 0), šő a_δ(x_1; : : : ; x_n) = ´(x_1; : : : ; x_n) | őŕřěďěńĺšěńĳ Ćăŋďěřňőŋďă;

4. Ŕşśšĳ — = (—_1; : : : ; —_n) | ŋăąőř ŋăšşřăńĳŋżţ ůĺśěń šăłĺţ, ůšő —_1 ≥ —_2 ≥ : : : ≥ —_n ≥ 0 ĺ —_1+: : :+—_n = k, š.ě. řăğąĺěŋĺě ůĺśńă k. Ŕőńőęĺň ¸_i = —_i + n − i ĺ S_μ(x_1; : : : ; x_n) =^{aα}_{aδ} | ňŋőčőůńěŋ Ÿşřă. Ďőłăğăšĳ, ůšő ă) S_μ(x_1; : : : ; x_n) | űěńőůĺśńěŋŋżľ śĺňňěšřĺůěśłĺľ ňŋőčőůńěŋ; b) S_μ(x_1; : : : ; x_n) ŕřĺ ćśěţ — = (—_1; : : : ; —_n) őąřăğş¿š ąăğĺś ŕřőśšřăŋśšćă śĺňňěšřĺůěśłĺţ ňŋőčőůńěŋőć őš x_1; : : : ; x_n;

c) Ěśńĺ — = (1; : : : ; 1), šő S_μ(x_1; : : : ; x_n) = ff_n; d) Ěśńĺ —(n; 0; : : : ; 0), šő S_μ(x_1; : : : ; x_n) = h_n ĺğ ğăďăůĺ 2. 5. Ďőłăğăšĳ, ůšő ă)^{∏n}_{i,j=1}(1−x_iy_j )^{−1} =^∑_μ S_μ(x_1; : : : ; x_n)S_μ(y_1; : : : ; y_n), śşňňĺřőćăŋĺě ŕő ćśěň řăğąĺěŋĺ£ň ŋă n śńăčăěňżţ;

b)^{∏n}_{i,j=1}(1 + x_iy_j) =^∑_μ S_μ(x_1; : : : ; x_n)S_μ0(y_1; : : : ; y_n), čďě —^′ | śőŕř£- ęěŋŋőě řăğąĺěŋĺě, š.ě. —^′_i | łőńĺůěśšćő šăłĺţ j, ůšő —_j ≥ i.

6. Ďőłăğăšĳ, ůšő^∑_{τ ∈Σn} ff_k(x_{τ (1)}y_1; : : : ; x_{τ (n)}y_n) = k!(n − k)!ff_k(x_1; : : : ; x_n)ff_k(y_1; : : : ; y_n).

7. Ćżůĺśńĺšĳ řěğşńĳšăŋš ňŋőčőůńěŋőć ă) x^3 − 3x^2 + 2x + 1; 2x^2 − x − 1; b) 2x^3 − 3x^2 − x + 2; x^4 − 2x^2 − 3x + 4; c) 2x^4 − x^3 + 3; 3x^3 − x^2 + 4; d) ˘_n; ˘_m (łřşčőćżě ňŋőčőůńěŋż). 8. Ĺśłń¿ůĺšĳ x ĺğ śĺśšěňż şřăćŋěŋĺľ: ă) x^2 − xy + y^2 = 3; x^2y + xy^2 = 6;

b) y^2 − 7xy + 4x^2 + 13x − 2y − 3 = 0; y^2 − 14xy + 9x^2 + 28x − 4y − 5 = 0; c) 5y^2 − 6xy + 5x^2 − 16 = 0; y^2 − xy + 2x^2 − y − x − 4 = 0. 9. Ŋăľšĺ ćśě ğŋăůěŋĺ£ –, ŕřĺ łőšőřżţ śńěďş¿źĺě ňŋőčőůńěŋż ĺňě¿š łřăšŋżľ łőřěŋĳ:

ă) x^4−4x+–; b) x^3−8x^2+(13−–)x−(6+2–); c) x^4−4x^3+(2−–)x^2+2x−2. 10. Ŕşśšĳ f; g | ňŋőčőůńěŋż. Ďőłăğăšĳ, ůšő D(fg) = D(f)D(g)R^2 (f; g).

11. Ćżůĺśńĺšĳ ďĺśłřĺňĺŋăŋš śńěďş¿źĺţ ňŋőčőůńěŋőć: ă) x^n + x^{n−1} + : : : + 1; b) ˘_n(x); c) 1 +^x_{1!} +^{x2}_{2!} + : : : +^{xn}_{n!} ; d) x^n + a; e) H_n(x) = (−1)^n exp(^{x2}_2 )^{dn}_{dxn} exp(−^{x2}_2 ) (ňŋőčőůńěŋ İřňĺšă); f) L_n(x) = (−1)^n exp(x)^{dn}_{dxn} (x^n exp(−x)) (ňŋőčőůńěŋ Ńăčěřřă); g) P_n(x) = 2 cos(n arccos^x_2 ) (ňŋőčőůńěŋ Ůěążÿěćă).

Ğăďăůĺ ŕő ăńčěąřě ł 4 ŋő£ąř£ 1997

1. Ŕşśšĳ d ∈ Z. Ŋăľšĺ łőńĳűő űěńżţ ůĺśěń ĺ ďĺśłřĺňĺŋăŋš ŕőń£ Q( √ d). 2. Ŕşśšĳ d | űěńőě őšřĺűăšěńĳŋőě ůĺśńő śćőąőďŋőě őš łćăďřăšőć.

Ŕşśšĳ R | łőńĳűő űěńżţ ňŋĺňőčő łćăďřăšĺůŋőčő ŕőń£ Q( √ d). Ďőłăğăšĳ, ůšő a) ăńčőřĺšň ďěńěŋĺ£ ś őśšăšłőň ŕő ŋőřňě ‖¸‖ = ¸ · ¸ ĺňěěš ňěśšő ć R (š.ě. ∀ ¸; ˛ ∃ ‚; ‹ | ¸ = ‚˛ + ‹; ‖‹‖ < ‖˛‖) šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă śďćĺčĺ ěďĺŋĺůŋőčő łřşčă (ąěğ čřăŋĺűż) ŋă ćśě ćěłšőřż řěÿěšłĺ R ŕőłřżćă¿š ćś¿ ŕńőśłőśšĳ C;

b) ¡šő ŕřőĺśţőďĺš šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă d ŕřĺŋĺňăěš śńěďş¿- źĺě ğŋăůěŋĺ£: -1,-2,-3,-7,-11;

c) ěśńĺ d ŋě ćţőďĺš ć ¡šőš śŕĺśőł, ă ¸ ∈ R; ¸ ≠ 0; ±1, šő ‖¸‖ ≥ 3; d) ěśńĺ d ŋě ćţőďĺš ć ¡šőš śŕĺśőł, šő łőńĳűő R ŋě ěćłńĺďőćő, š.ě. ŋĺ ďń£ łăłőľ ŋőřňż ŋě řăąőšăěš ăńčőřĺšň ďěńěŋĺ£ ś őśšăšłőň.

3. Ďőłăğăšĳ, ůšő łőńĳűő űěńżţ Q( √ 2) ěćłńĺďőćő.

4. Ĺśŕőńĳğş£ őďŋőğŋăůŋőśšĳ řăğńőęěŋĺ£ ŋă ňŋőęĺšěńĺ ć łőńĳűě űěńżţ ůĺśěń ŕőń£ Q( √ −2), ďőłăğăšĳ, ůšő şřăćŋěŋĺě x^2 + 2y^4 = 17z^4 ć ŕőńě řăűĺőŋăńĳŋżţ ůĺśěń ĺňěěš šőńĳłő ŋşńěćőě řěÿěŋĺě x = y = z = 0.

5. Ŕşśšĳ R | łőńĳűő, űěńőğăňłŋşšőě ć śćőěň ŕőńě ůăśšŋżţ. Ďőłăğăšĳ, ůšő łőńĳűő R[t] šőęě űěńőğăňłŋşšő ć śćőěň ŕőńě ůăśšŋżţ.

6. Ŕşśšĳ R | łőńĳűő űěńżţ ůĺśěń ůĺśńőćőčő ŕőń£, ă I ⊂ R | ĺďěăń. Ďőłăğăšĳ, ůšő I ŕőřőęďěŋ ŋě ąőńěě ůěň ďćşň£ ¡ńěňěŋšăňĺ.

7. Ŕşśšĳ R | łőńĳűő űěńżţ ůĺśěń ůĺśńőćőčő ŕőń£, ă I; J; K ⊂ R | ĺďěăńż. Ďőłăęĺšě, ůšő I ∩ (J + K) = (I ∩ J) + (I ∩ K); I + (J ∩ K) = (I + J) ∩ (I + K).

Ğăďăůĺ ŕő ăńčěąřě ł 11 ŋő£ąř£ 1997

1. Řăğńőęĺšĳ ć ŕř£ňş¿ śşňňş űĺłńĺůěśłĺţ čřşŕŕ ťăłšőřčřşŕŕş A=B, čďě A | śćőąőďŋă£ ăąěńěćă čřşŕŕă ś ąăğĺśőň x_1; x_2; x_3, ă B | ěě ŕőďřčşŕŕă, ŕőřőęďěŋŋă£ y_1; y_2; y_3:

a) y_1 = 7x_1 + 2x_2 + 3x_3; y_2 = 21x_1 + 8x_2 + 9x_3; y_3 = 5x_1 − 4x_2 + 3x_3; b) y_1 = 4x_1 + 5x_2 + 3x_3; y_2 = 5x_1 + 6x_2 + 5x_3; y_3 = 8x_1 + 7x_2 + 9x_3;

c) y_1 = 2x_1 + 6x_2 − 2x_3; y_2 = 2x_1 + 8x_2 − 4x_3; y_3 = 4x_1 + 12x_2 − 2x_3. 2. Śłőńĳłő ŕőďčřşŕŕ ă) ŕőř£ďłőć 3 ĺ 6 ć ŋěűĺłńĺůěśłőľ ăąěńěćőľ čřşŕŕě ŕőř£ďłă 18; b) ŕőř£ďłőć 5 ĺ 15 ć ŋěűĺłńĺůěśłőľ ăąěńěćőľ čřşŕŕě ŕőř£ďłă 75?

3. Ŕşśšĳ A | śćőąőďŋă£ ăąěńěćă čřşŕŕă ś ąăğĺśőň x_1; : : : ; x_n, a B | ěě ŕőďčřşŕŕă ś ŕőřőęďă¿źĺňĺ ¡ńěňěŋšăňĺ y_i =^{∑n}_{i=1} a_{ij}x_j; j = 1; : : : ; n. Ďőłăğăšĳ, ůšő ťăłšőřčřşŕŕă A=B łőŋěůŋă šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă det(a_{ij}) ≠ 0, ĺ ŕřĺ ¡šőň ]A=B = | det(a_{ij})|.

4. Ŋăľšĺ ęőřďăŋőćş ťőřňş ňăšřĺűż:

ă) 1 −3 4 4 −7 8 6 −7 7

; b)

4 −5 7 1 −4 9 −4 0 5

; c)

1 −3 0 3 −2 −6 0 13 0 −3 1 3 −1 −4 0 8 ;

d) n n − 1 n − 2 : : : 1 0 n n − 1 : : : 2 0 0 n : : : 3 . . . . . . ... . . 0 0 0 : : : n

; e)

0 1 0 0 : : : 0 0 0 1 0 : : : 0 0 0 0 1 : : : 0 . . . . . . . . ... . . 0 0 0 0 : : : 1 1 0 0 0 : : : 0 :

5. Řěÿĺšĳ şřăćŋěŋĺ£ ă) X^2 = ( 3 1 −1 5 ) ; b) X^2 = ( 6 2 3 7 ) . 6. Ćżůĺśńĺšĳ a) ( 1 1 −1 3

)_{50}

; b) ( 7 −4 4 −8

)_{64} . 7. Ŋăľšĺ ęőřďăŋőćş ťőřňş śńěďş¿źĺţ őŕěřăšőřőć: ă) A : f(x; y) → f(x + 1; y + 1) ć 9-ňěřŋőň ŕřőśšřăŋśšćě łőňŕńěłśŋżţ ňŋőčőůńěŋőć śšěŕěŋĺ ŋě ćżÿě 2 ŕő x ĺ y; b) B =^∂_{∂x} +^∂_{∂y} ć^{n(n+1)}_2 -ňěřŋőň ŕřőśšřăŋśšćě łőňŕńěłśŋżţ ňŋőčőůńěŋőć őš x ĺ y śšěŕěŋĺ ŋě ćżÿě n−1; ś) L_C (X) = CX ć 4-ňěřŋőň ŕřőśšřăŋśšćě 2 × 2-ňăšřĺű, čďě Ś | ťĺłśĺřőćăŋŋă£ 2 × 2- ňăšřĺűă ĺğćěśšŋőľ ęőřďăŋőćőľ ťőřňż.

Ğăďăůĺ ŕő ăńčěąřě ł 18 ŋő£ąř£ 1997

1. Ćżůĺśńĺšĳ D(Q( √ 2 + √ 5)).

2. Ďőłăğăšĳ, ůšő ďĺśłřĺňĺŋăŋš ń¿ąőčő ůĺśńőćőčő ŕőń£ śřăćŋĺň ńĺąő ś 0, ńĺąő ś 1 ŕő ňőďşń¿ 4.

3. Ŕşśšĳ A | łőńĳűő űěńżţ ůĺśńőćőčő ŕőń£ F . Ŕřěďŕőńőęĺň, ůĺśńő łńăśśőć ĺďěăńőć A řăćŋő 2. Ďőłăğăšĳ, ůšő ă) ěśńĺ p ∈ A | ŋěřăğńőęĺňżľ ¡ńěňěŋš, ŋő ĺďěăń (p) ⊂ A ŋě £ćń£ěšś£ ŕřőśšżň, šő (p) = P_1P_2, čďě P_1; P_2 | ŕřőśšżě ĺďěăńż (ŋě őą£ğăšěńĳŋő řăğńĺůŋżě);

b) ěśńĺ A ∋ a = p_1 : : : p_k = q_1 : : : q_m | ďćă řăğńőęěŋĺ£ a ∈ A ŋă ŋěřăğńőęĺňżě ňŋőęĺšěńĺ, šő k = m.

4. Ŕşśšĳ A | łőńĳűő űěńżţ ůĺśńőćőčő ŕőń£ F . Ŕşśšĳ P_1; P_2 ⊂ A | řăğńĺůŋżě ŕřőśšżě ĺďěăńż. Ďőłăğăšĳ, ůšő ďń£ ń¿ążţ ŋăšşřăńĳŋżţ a; b ĺďěăń P^a_1 + P^b_2 řăćěŋ A.

5. Ŕşśšĳ A | łőńĳűő űěńżţ ůĺśńőćőčő ŕőń£ F . Ŕřěďŕőńőęĺň, (p) = IP^2 ďń£ ŋěłőšőřőčő ŕřőśšőčő ůĺśńă p ∈ Z, ŕřőśšőčő ĺďěăńă P ⊂ A, ĺ ŕřőĺğćőńĳŋőčő ĺďěăńă I ⊂ A (š.ě. (p) ďěńĺšś£ ŋă P^2). Ďőłăğăšĳ, ůšő ă) ∃ ¸ ∈ IP | ¸ ∉ IP^2; b) ∀ ˛ ∈ A (¸˛)^p ∈ (p); c) T r^p_{F/}Q(¸˛) ≡ T r_{F/}Q(¸^p˛^p) (mod (p)); d) p|T r_{F/}Q(¸˛); e) p|D(A).

6. \Ĺďěăńĳŋżě ůĺśńă". Ŕşśšĳ A | łőńĳűő űěńżţ ůĺśńőćőčő ŕőń£ F . Ŕşśšĳ K ⊃ F | ŕřőĺğćőńĳŋőě ůĺśńőćőě ŕőńě ś łőńĳűőň űěńżţ B, ĺ I; J ⊂ A | šăłĺě ĺďěăńż, ůšő IB ďěńĺš JB. Ďőłăğăšĳ, ůšő a) I ďěńĺš J; b) IB ∩ A = I;

c) Ŕşśšĳ I ⊂ A | ŋěłőšőřżľ ĺďěăń. Ďőłăğăšĳ, ůšő ŋăľďěšś£ ůĺśńőćőě ŕőńě K ⊃ F c łőńĳűőň űěńżţ B šăłőě, ůšő IB ⊂ B | čńăćŋżľ ĺďěăń.

Ğăďăůĺ ŕő ăńčěąřě ł 25 ŋő£ąř£ 1997

1. ă) Ďőłăğăšĳ, ůšő ćś£łĺľ ĺďěăń łőńĳűă Z[ √ −5] ¡łćĺćăńěŋšěŋ ŋěłőšőřőňş ĺďěăńş, śőďěřęăźěňş čńăćŋżľ ĺďěăń (2);

b) Őŕřěďěńĺšĳ łőńĳűő ćżůěšőć Z[ √ −5]=(2);

c) Ďőłăğăšĳ, ůšő ůĺśńő łńăśśőć ĺďěăńőć łőńĳűă Z[ √ −5] řăćŋő 2;

d) Řăğńőęĺšĳ ĺďěăń (6) ⊂ Z[ √ −5] ć ŕřőĺğćěďěŋĺě ŕřőśšżţ ĺďěăńőć.

2. Ďőłăğăšĳ, ůšő ďĺśłřĺňĺŋăŋš ŕőń£ Q(^p √ 1) (p | ŕřőśšőě ůĺśńő) řăćěŋ (−1)^p

�1_2

p^{p−2}.

3. Ŕşśšĳ I ⊂ A ⊂ F | ĺďěăń łőńĳűă űěńżţ ůĺśńőćőčő ŕőń£. Ŋăĺąőńĳÿĺľ őąźĺľ ďěńĺšěńĳ ůĺśěń ćĺďă |N_{F/}Q(¸)|; ¸ ∈ I, ŋăğżćăěšś£ ŋőřňőľ ĺďěăńă I ĺ őąőğŋăůăěšś£ N_{F/}Q(I) = N(I). Ŕşśšĳ [F : Q] = n. Ďőłăğăšĳ, ůšő ůĺśńő (a) ĺďěăńőć ś ďăŋŋőľ ŋőřňőľ a ŋě ŕřěćőśţőďĺš ůĺśńă fi_n(a) ćśěţ řěÿěŋĺľ şřăćŋěŋĺ£ x_1x_2 : : : x_n = a ć ŋăšşřăńĳŋżţ ůĺśńăţ.

4. Ŕşśšĳ J ⊂ I ⊂ A ⊂ F | ĺďěăńż łőńĳűă űěńżţ ůĺśńőćőčő ŕőń£. Łăł ňż ğŋăěň, J ďěńĺšś£ ŋă I, š.ě. śşźěśšćşěš ĺďěăń K šăłőľ, ůšő KI = J. Ďőłăğăšĳ, ůšő ]I=J = N(K).

5. Ďőłăğăšĳ, ůšő ć ń¿ążţ ďćşţ řăğńĺůŋżţ łńăśśăţ ĺďěăńőć śőďěřęăšś£ ćğăĺňŋő ŕřőśšżě ĺďěăńż, š.ě. šăłĺě ĺďěăńż I; J, ůšő I + J = A.

6. Ďń£ ĺďěăńă I ⊂ A őąőğŋăůĺň ůěřěğ ’(I) ůĺśńő łńăśśőć ćżůěšőć ¸ ∈ A=I ćğăĺňŋő ŕřőśšżţ ś I (š.ě. šăłĺţ ůšő I + (¸) = A) | ¡šő őąőąźěŋĺě ťşŋłűĺĺ İľńěřă. Ďőłăğăšĳ, ůšő

a) ěśńĺ ĺďěăńż I; J ćğăĺňŋő ŕřőśšż, šő ’(IJ) = ’(I)’(J); b) ’(I) = N(I)^∏P(1 −^1_{N (}P_) ), čďě P ŕřőąěčăěš ćśě ŕřőśšżě ĺďěăńż, ďěń£źĺě I.

c) ěśńĺ ¸ ∈ A ćğăĺňŋő ŕřőśšő ś I, šő ¸^{φ(I)} −1 ∈ I (őąőąźěŋĺě šěőřěňż İľńěřă);

d) ěśńĺ P | ŕřőśšőľ ĺďěăń, ¸ ∈ A, šő ¸^{N (}P^) − ¸ ∈ P (őąőąźěŋĺě ňăńőľ šěőřěňż Ťěřňă);

e)^∑_{I⊂J⊂A} ’(J) = N(I).

7. Ŕşśšĳ P ⊂ A | ŕřőśšőľ ĺďěăń, ĺ A ∋ ¸_1; : : : ; ¸_s; s = N(P) − 1 | ŕőńŋă£ śĺśšěňă ŕřěďśšăćĺšěńěľ A=P − 0. Ďőłăğăšĳ, ůšő ¸_1 : : : ¸_s + 1 ∈ P (őąőąźěŋĺě šěőřěňż Ćĺńĳśőŋă).