Ăńčěąřă 2 18.09.97

Ćěłšőřŋżě ŕřőśšřăŋśšćă ĺ

řăśÿĺřěŋĺ£ ŕőńěľ

Ůăśšĳ 1. Ćěłšőřŋżě ŕřőśšřăŋśšćă ŋăď ŕőń£ňĺ.

Ŕřĺňěřż ŕőńěľ: F_p = Z/pZ, R, Q, C , Q(i), Q(t), k(t). Ćăęŋżň ŕőńěň £ćń£ěšś£ ŕőńě ťőřňăńĳŋżţ ř£ďőć:

C ((z)) = { aN z^N + aN +1z^{N +1} + . . . }, N ∈ Z.

İńěňěŋšż ĺğ ¡šőčő ŕőń£ ňőęŋő śłńăďżćăšĳ, şňŋőęăšĳ ĺ ďěńĺšĳ:

1 + z z − z^2 = (1 + z)(z^{−1} + 1 + z + z^2 + . . . ) = z^{−1} + 2 + 2z + 2z^2 + . . .

Ăŋăńőčĺůŋő őŕřěďěńěŋĺ¿ ćěłšőřŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă ŋăď R ňőęŋő őŕřěďěńĺšĳ ćěłšőřŋżě ŕřőśšřăŋśšćă ŋăď ń¿ążň ŕőńěň. Ŕřĺňěřăňĺ ćěłšőřŋżţ ŕřőśšřăŋśšć ŋăď ŕőń£ňĺ £ćń£¿šś£:

1. Ń¿ąőě ŕőńě k £ćń£ěšś£ ńĺŋěľŋżň ŕřőśšřăŋśšćőň ŋăď śăňĺň śőąőľ.

2. Q(i) ěśšĳ ŕőńě ŋăď Q. 3. C ((z)) | ŋăď C .

4. k^n = { (λ_1, . . . , λ_n) }, čďě ćśě őŕěřăűĺĺ őŕřěďěń£¿šś£ ŕőůńěŋŋő. Šěőřěňă. Ěśńĺ dim V = n, šő V^∼= k^n.

Ŕőďŕřőśšřăŋśšćő | ¡šő ŕőďňŋőęěśšćő ńĺŋěľŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă, ğăňłŋşšőě őšŋőśĺšěńĳŋő őŕěřăűĺľ śńőęěŋĺ£ ĺ şňŋőęěŋĺ£ ŋă ůĺśńő. Ńĺŋěľŋőľ őąőńőůłőľ śĺśšěňż ćěłšőřőć ⟨v_1, . . . , v_n⟩ ŋăğżćăěšś£ ňŋőęěśšćő ĺţ ńĺŋěľŋżţ łőňąĺŋăűĺľ, š.ě. ćżřăęěŋĺľ ćĺďă λ_1v_1 + . . . + λ_nv_n. Ńĺŋěľŋă£ őąőńőůłă | ¡šő ňĺŋĺňăńĳŋőě ŕőďŕřőśšřăŋśšćő, śőďěřęăźěě ďăŋŋżě ćěłšőřż. Ŕřĺňěřż ńĺŋěľŋżţ őąőńőůěł:

⟨(1; 0; 0), (0; 1; 0)⟩ = { (λ_1, λ_2, 0) } ⟨(1; 2; −3), (2; −5; 3), (1, 0, −1)⟩ = { (λ_1, λ_2, λ_3) | λ_1 + λ_2 + λ_3 = 0 }

Ńĺŋěľŋżň őŕěřăšőřőň A : V → W ŋăğżćăěšś£ őšőąřăęěŋĺě, śőţřăŋ£¿źěě őŕěřăűĺĺ śńőęěŋĺ£ ĺ şňŋőęěŋĺ£ ŋă ůĺśńő. Ŕřĺňěřż:

1. k = Q, V = Q(i), A(x) = ix, 2. k = Q, V = Q(i), A(x) = x, 3. k = Q(i), V = Q(i), A(x) = x | ŋě ńĺŋěľŋżľ őŕěřăšőř, š.ł. A(i · i) ≠ iA(i). Ňăšřĺűěľ őŕěřăšőřă A : V → W ć ąăğĺśăţ { e_1, . . . , e_n } ⊂ V, { v_1, . . . , v_m } ⊂ W ŋăğżćăěšś£ šăąńĺűă n × m

a_{11} a_{12} . . . a_{1n} a_{21} a_{22} . . . a_{2n} . . . . ... . . a_{m1} a_{m2} . . . a_{mn} ,

čďě a_{ij} őŕřěďěń£ěšś£ ś ŕőňőźĳ¿ řăćěŋśšćă A(e_k) = a_{1k}v_1 +a_{2k}v_2 +. . .+ a_{mk}v_m. Ŕřĺňěřż:

1. V = W = k^2, A(x) = λx; ć ń¿ąőň ąăğĺśě A =^{( λ}_0^0_λ^). 2. V = W = Q(i), A(x) = ix; ć ąăğĺśě { 1, i } ĺňěěň A =^{( 0}_1^{−1}_0^). 3. V = W = Q(i), A(x) = x; ć ąăğĺśě { 1, i } ĺňěěň A =^{( 1}_0^0_{−1}^).

Ŋăľďěň ďěľśšćĺě ňăšřĺűż ŋă ćěłšőř:

a_{11} a_{12} . . . a_{1n} a_{21} a_{22} . . . a_{2n} . . . . ... . . a_{m1} a_{m2} . . . a_{mn} · λ_1 λ_2 . . λ_n = a_{11}λ_1 + a_{12}λ_2 + . . . + a_{1n}λ_n . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . a_{m1}λ_1 + a_{m2}λ_2 + . . . + a_{mn}λ_n

Ŕşśšĳ ěśšĳ ďćă őŕěřăšőřă A : V → W , B : W → U, řăğňěřŋőśšĺ V , W ĺ U řăćŋż n, m ĺ l śőőšćěšśšćěŋŋő, šőčďă ňăšřĺűă ĺţ łőňŕőğĺűĺĺ

BA ěśšĳ n × l ňăšřĺűă ‖c_{ij}‖, c_{ij} = ∑ 16k6m b_{ik}a_{kj}

Ńĺŋěľŋőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě A : V → V ŋăğżćăěšś£ őąřăšĺňżň, ěśńĺ ş ŋěčő ěśšĳ őąřăšŋőě. Őąřăšŋőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě ćśěčďă ńĺŋěľŋő. Łřĺšěřĺĺ őąřăšĺňőśšĺ (ďń£ łőŋěůŋőňěřŋőčő V ):

1. A | őšőąřăęěŋĺě ŋă, š.ě. A(V ) = V ⇐⇒ A | ćńőęěŋĺě, š.ě. A^{−1}(0) = 0.

2. Ń¿ąőľ ąăğĺś ŕěřěţőďĺš ć ąăğĺś ⇐⇒ łăłőľ-šő ąăğĺś ŕěřěţőďĺš ć ąăğĺś.

3. det A ≠ 0 Śńěďőň ňăšřĺűż ‖a_{ij}‖ ŋăğżćăěšś£ śşňňă ěě ďĺăčőŋăńĳŋżţ ¡ńěňěŋšőć.

Šěőřěňă. Őŕřěďěńĺšěńĳ ĺ śńěď ňăšřĺűż őŕěřăšőřă ŋě ğăćĺś£š őš ąăğĺśă, ć łőšőřőň őŋ ğăŕĺśăŋ.

Ůăśšĳ 2. Řăśÿĺřěŋĺ£ ŕőńěľ.

Łőńĳűő ňŋőčőůńěŋőć ś łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ ĺğ ŕőń£ k (ňŋőčőůńěŋőć ŋăď k) őąőğŋăůăěšś£ k[t].

Šěőřěňă. Ďń£ ćśěţ A, B ∈ k[t], B ≠ 0, śşźěśšćş¿š šăłĺě Q ĺ R, ůšő

A = QB + R deg R < deg Q

Ş ¡šőľ šěőřěňż ěśšĳ ďćă ťőřňăńĳŋżţ śńěďśšćĺ£:

1. Ń¿ąőľ ĺďěăń ć łőńĳűě ňŋőčőůńěŋőć čńăćŋżľ.

2. Ćěřŋă őśŋőćŋă£ šěőřěňă ăřĺťňěšĺłĺ, š.ě. łőńĳűő k[t] ťăłšőřĺăńĳŋő.

Ŕşśšĳ P | ŋěŕřĺćőďĺňżľ ňŋőčőůńěŋ. Šőčďă ďń£ ń¿ąőčő A śşźěśšćş¿š šăłĺě B ĺ C, ůšő AB = CP + 1 ĺ AB ≡ 1 (mod P ). Šăłĺň őąřăğőň, őśšăšłĺ őš ďěńěŋĺ£ ŋă P őąřăğş¿š ŕőńě, őŋő őąőğŋăůăěšś£ k[t]/(P ). Ćőőąźě čőćőř£, ďń£ ŕřőĺğćőńĳŋőčő A ∈ k[t] ťăłšőř k[t]/(A) £ćń£ěšś£ łőńĳűőň. Őůěćĺďŋő, k[t]/(A) | ćěłšőřŋőě ŕřőśšřăŋśšćő ŋăď k ĺ dimk[t]/(A) = deg A.

Ŋăŕřĺňěř, ŕşśšĳ P = t+1, Q = t^2 +1. Šőčďă R[t]/(P ) = R, R[t]/(Q) = C . Ňŋőčőůńěŋ P (t), ŋě ĺňěćÿĺľ łőřŋěľ ć ŕőńě k, ŕřĺőąřěšăěš łőřěŋĳ ć ŕőńě k[t]/(P ), ă ĺňěŋŋő, ěčő łőřŋěň ąşďěš (łńăśś ¡ńěňěŋšă) t ∈ k[t]/(P ). Ŕő¡šőňş čőćőř£š, ůšő ŕőńě k[t]/(P ) ŕőńşůăěšś£ ĺğ k ŕřĺśőěďĺŋěŋĺěň łőřŋ£ ňŋőčőůńěŋă P .

Ěśńĺ k ⊂ K | ŕőń£, ŕřĺůěň dimk K = n < ∞, šő čőćőř£š, ůšő K | łőŋěůŋőě (ăńčěąřăĺůěśłőě) řăśÿĺřěŋĺě ŕőń£ k, ĺ ŕĺÿşš, ůšő [K : k] = n.

Ěśńĺ k ⊂ K, P ∈ k[t] řăğńăčăěšś£ ŋăď K ŋă ńĺŋěľŋżě ňŋőęĺšěńĺ, šő K | ŕőńě řăğńőęěŋĺ£.

Ůăśšĳ 3. Łńăśśĺťĺłăűĺ£ łőŋěůŋżţ ŕőńěľ.

Šěőřěňă Čăńşă. Ěśńĺ p ŕřőśšőě, šő śşźěśšćşěš ěďĺŋśšćěŋŋőě ŕőńě ĺğ p^n ¡ńěňěŋšőć. Ěśńĺ ć ŕőńě q ¡ńěňěŋšőć, šő q = p^n ďń£ ŋěłőšőřżţ p ĺ n.

Ďőłăğăšěńĳśšćő.

1. Ŕşśšĳ #F = q. Řăśśňőšřĺň šăłĺě ¡ńěňěŋšż ¡šőčő ŕőń£: 1, 1 + 1, 1 + 1 + 1, . . . Ďń£ ŋěłőšőřőčő p śńşůĺšś£

1 + . . . + 1 p řăğ

= 0.

Ŕřĺ ¡šőň p ďőńęŋő ążšĳ ŕřőśšżň, ĺŋăůě ć ŕőńě ążńĺ ąż ďěńĺšěńĺ ŋşń£.

Ěďĺŋĺűă ŕőřőęďăěš ć F ŕőďŕőńě, ĺğőňőřťŋőě F_p . Ŕőńě F £ćń£ěšś£ ńĺŋěľŋżň ŕřőśšřăŋśšćőň ŋăď F_p , őšłşďă

#F = p^{dim} F.

2. Śşźěśšćőćăŋĺě ŕőń£ ĺğ q ¡ńěňěŋšőć.

Ŕşśšĳ K ⊃ F_p | łăłőě-ŋĺąşďĳ ŕőńě řăğńőęěŋĺ£ t^q − t. Ćŋşšřĺ K ćőğĳňěň ŕőďňŋőęěśšćő L = { x | x^q = x }. Ńěňňă. L | ŕőńě.

Ć śăňőň ďěńě, ěśńĺ x^q = x ĺ y^q = y, šő (xy)^q = xy, ( x y )q = x y , (x + y)^p = x^p + y^p ⇒ (x + y)^q = x^q + y^q = x + y

Ŕő ŕőśšřőěŋĺ¿ K t^q − t = q∏ i=1 (t − α_i) Ěśńĺ ňż ďőłăęěň, ůšő ćśě α_i řăğńĺůŋż, šő ŕőńě L ąşďěš śőďěřęăšĳ řőćŋő q ¡ńěňěŋšőć. Ďń£ ¡šőčő ŋşęŋő ďőłăğăšĳ, ůšő ş ňŋőčőůńěŋă t^q − t ŋěš łřăšŋżţ łőřŋěľ, šő ěśšĳ ŋěš őąźĺţ łőřŋěľ ş ŋěčő ĺ ş ěčő ŕřőĺğćőďŋőľ. Ŋő ş ěčő ŕřőĺğćőďŋőľ ćőőąźě ŋěš łőřŋěľ:

(t^q − t)^′ = qt^{q−1} − 1 = −1

3. Ěďĺŋśšćěŋŋőśšĳ ŕőń£ ĺğ q ¡ńěňěŋšőć.

Ŋăÿě ŕőńě F śőďěřęĺš ć śěąě ňşńĳšĺŕńĺłăšĺćŋş¿ čřşŕŕş F^∗ = F \ {0}. Ŕőř£ďőł ¡šőľ čřşŕŕż řăćěŋ q −1, ŕő¡šőňş ∀x ∈ F^∗ ĺňěěň x^{q−1} = 1 ĺ ∀x ∈ F ĺňěěň x^q − x = 0. Ğŋăůĺš, ¡šőš ňŋőčőůńěŋ ĺňěěš q łőřŋěľ ć ŕőńě F ĺ řăśłńăďżćăěšś£ ŋă ńĺŋěľŋżě ňŋőęĺšěńĺ, őšłşďă F | ŕőńě řăğńőęěŋĺ£ t^q − t ŋăď F_p .

Ś ďřşčőľ śšőřőŋż, ěśńĺ ěśšĳ ŋěłőšőřőě ŕőńě řăğńőęěŋĺ£ t^q − t, šő ć ŋěň ňőęŋő ćżďěńĺšĳ ŕőďŕőńě L łőřŋěľ ¡šőčő ňŋőčőůńěŋă, łőšőřőě ąşďěš ňĺŋĺňăńĳŋżň ŕőńěň řăğńőęěŋĺ£ t^q − t, šő ěśšĳ ŋăÿě ŕőńě śőďěřęĺš ŕőďŕőńě ĺğ q ¡ńěňěŋšőć, ă, ğŋăůĺš, ś ŋĺň śőćŕăďăěš. Ğŋăůĺš, ń¿ąőě ŕőńě ĺğ q ¡ńěňěŋšőć ěśšĳ ňĺŋĺňăńĳŋőě ŕőńě řăğńőęěŋĺ£ t^q − t. �

Ůăśšĳ 4. Ăćšőňőřťĺğň Ťřőąěŋĺşśă.

Ăćšőňőřťĺğňőň ŕőń£ K ŋăď L ŋăğżćăěšś£ őšőąřăęěŋĺě α : K → K, şďőćńěšćőř£¿źěě şśńőćĺ£ň:

1. α(x + y) = α(x) + α(y) 2. α(xy) = α(x)α(y) 3. α(λx) = λα(x) ďń£ ćśěţ λ ∈ L Ŕřĺňěřőň £ćń£ěšś£ őšőąřăęěŋĺě γ → γ | ăćšőňőřťĺğň Q(i) ŋăď Q, ă šăłęě C ŋăď R.

Ăćšőňőřťĺğňőň Ťřőąěŋĺşśă ŋăğżćăěšś£ őšőąřăęěŋĺě F_pn ć śěą£, Fr(x) = x^p, Fr^k(x) = x^{pk}.

Šěőřěňă. Ěśńĺ q = p^n, šő { Id, Fr, Fr^2, . . . , Fr^{n−1} } | ćśě ăćšőňőřťĺğňż F_q ŋăď F_p .

Ďőłăğăšěńĳśšćő űĺłńĺůŋőśšĺ čřşŕŕż (Z/pZ)^∗ = F^∗_p ąěğ ĺğňěŋěŋĺľ ŕěřěŋőśĺšś£ ŋă śńşůăľ ňşńĳšĺŕńĺłăšĺćŋőľ čřşŕŕż F^∗_q . Ŕşśšĳ ζ | ŕěřćőőąřăğŋżľ łőřěŋĳ. Šőčďă ζ^q − ζ = 0. Ŕşśšĳ P | ŋěŕřĺćőďĺňżľ

ŋăď Fp ňŋőčőůńěŋ, šăłőľ, ůšő P (ζ) = 0.

Śşźěśšćşěš ěśšěśšćěŋŋżľ čőňőňőřťĺğň F_p [t]/(P ) → F_q , ŕřĺ łőšőřőň t → ζ. Ŋő šăł łăł ζ ŕőřőęďăěš čřşŕŕş F^∗_q , šő ¡šő čőňőňőřťĺğň ŋă, šő ěśšĳ ĺğőňőřťĺğň. Ŕő¡šőňş

Fq = Fp [t]/(P ) ⇒ deg P = dimFq = n

Ğŋăůĺš, ş ňŋőčőůńěŋă P ć ŕőńě F_q ěśšĳ řőćŋő n łőřŋěľ. Šăł łăł ζ | ŕěřćőőąřăğŋżľ łőřěŋĳ, šő ń¿ąőľ ăćšőňőřťĺğň α ğăďăěšś£ śćőĺň ğŋăůěŋĺěň α(ζ), a, š.ł. α(ζ) | łőřěŋĳ P , šő ăćšőňőřťĺğňőć ŋě ąőńĳÿě, ůěň łőřŋěľ P , šő ěśšĳ ĺţ ŋě ąőńĳÿě n.

Ŋő n řăğŋżţ ăćšőňőřťĺğňőć şęě şłăğăŋż, ğŋăůĺš, ďřşčĺţ ŋěš.

Čřşŕŕă ăćšőňőřťĺğňőć F_q ŋăď F_p ŋăğżćăěšś£ čřşŕŕőľ Čăńşă F_q ŋăď F_p ĺ őąőğŋăůăěšś£ Gal(F_q : F_p ). Ĺğ ŕőśńěďŋěľ šěőřěňż śńěďşěš, ůšő

Gal(F_q : F_p) = Z/nZ