Ăńčěąřă 3 25.09.97

Łřşčőćżě ŕőń£

Ůăśšĳ 1. Ňŋőčőůńěŋż ŋăď łőńĳűăňĺ.

Šěőřěňă. Łőńĳűő Z[x] ťăłšőřĺăńĳŋő.

Ďőłăğăšĳ ¡šş šěőřěňş ăŋăńőčĺůŋő łőńĳűş Q[t] ŋě şďăśšś£, šăł łăł ¡šő łőńĳűő ŋě £ćń£ěšś£ łőńĳűőň čńăćŋżţ ĺďěăńőć: ĺďěăń (2, x) ŋě čńăćŋżľ. Ŕő¡šőňş ŕřĺďěšś£ ŕőśšşŕĺšĳ ŕő-ďřşčőňş.

Śőďěřęăŋĺěň ňŋőčőůńěŋă P ∈ Zŋăğżćăěšś£ ŋăĺąőńĳÿĺľ őąźĺľ ďěńĺšěńĳ ěčő łő¡ťťĺűĺěŋšőć, őąőğŋăůăěšś£ ŚŐĎ(P ). Ńěňňă Čăşśśă. Ěśńĺ ŚŐĎ(P ) = ŚŐĎ(Q) = 1, šő ŚŐĎ(P Q) = 1. Ŕřěďŕőńőęĺň, ¡šő ŋě šăł ĺ ŚŐĎ(P Q) ≠ 1. Šőčďă ŋăľďěšś£ ŕřőśšőě p, šăłőě, ůšő P Q · p. Őąőğŋăůĺň ůěřěğ H őąřăğ H ŕřĺ ěśšěśšćěŋŋőň čőňőňőřťĺğňě Z[x] → F_p [x].

Šőčďă P Q = P · Q, ŋő ŕő ŕřěďŕőńőęěŋĺ¿ P Q = 0, őšłşďă ńĺąő P = 0, ńĺąő Q = 0. Ŕřőšĺćőřěůĺě.

Śńěďśšćĺě. ŚŐĎ(P Q) = ŚŐĎ(P ) ŚŐĎ(Q). Ŕşśšĳ R ∈ Q[x]. Šőčďă R ňőęŋő ŕřěďśšăćĺšĳ ć ćĺďě a b S, čďě S ∈ Z[x], ŚŐĎ(S) = 1, ŕřĺůěň šăłőě ŕřěďśšăćńěŋĺě ěďĺŋśšćěŋŋő ś šőůŋőśšĳ¿ ďő ğŋăłă. Ĺğ Ńěňňż śńěďşěš, ůšő ¡šĺ ŕřěďśšăćńěŋĺ£ ŕěřěňŋőęă¿šś£. Ğŋăůĺš, ń¿ąőňş řăğńőęěŋĺ¿ ňŋőčőůńěŋă ŋăď Zśőőšćěšśšćşě ěčő řăğńőęěŋĺě ŋă ňŋőęĺšěńĺ ŋăď Q (ś ćżďěńěŋĺěň śőďěřęăŋĺ£), ĺ ŋăőąőřőš. Ŕő¡šőňş őśŋőćŋă£ šěőřěňă ăřĺťňěšĺłĺ ćěřŋă ĺ ć łőńĳűě Z[x]. Ďőłăğăšěńĳśšő őłőŋůěŋő.

Ĺğ ďőłăğăšěńĳśšćă śńěďşěš, ůšő ěśńĺ ňŋőčőůńěŋ ŋěŕřĺćőďĺň ŋăď Z, šő őŋ ŋěŕřĺćőďĺň ĺ ŋăď Q | ćăęŋżľ łřĺšěřĺľ ŋěŕřĺćőďĺňőśšĺ.

Ğăňěůăŋĺě. Ć ďőłăğăšěńĳśšćě ŋĺłăł ŋě ĺśŕőńĳğőćăńĺśĳ śŕěűĺăńĳŋżě śćőľśšćă łőńĳűă Z, ĺ ŋă śăňőň ďěńě ďőłăğăŋă ąőńěě őąźă£ šěőřěňă ő šőň, ůšő ěśńĺ łőńĳűő A ťăłšőřĺăńĳŋő, šő A[x] šőęě. Ĺğ ¡šőčő, ŋăŕřĺňěř, śńěďşěš, ůšő łőńĳűő k[t_1, t_2, . . . , t_n] ťăłšőřĺăńĳŋő.

Łřĺšěřĺľ İľğěŋÿšěľŋă. Ŕşśšĳ P ∈ Z[x], P = a0 + a1x + a2x^2 +

. . . + a_nx^n, ŚŐĎ(P ) = 1. Šőčďă ěśńĺ śşźěśšćşěš šăłőě ŕřőśšőě p, ůšő 1) p ̸| a_n, 2) ∀i < n p | a_i, 3) p^2 ̸| a_0, šő P ŋěŕřĺćőďĺň.

Ěśńĺ ¡šő ŋě šăł, šő ŕşśšĳ P = QR. Řăśśňőšřĺň ćśě ŕő ňőďşń¿ p. Šőčďă P = Q · R P = a_nx^n. Ğŋăůĺš, ąěğ ŕőšěřĺ őąźŋőśšĺ Q = a_nx^k. Ěśńĺ k = 0 ĺńĺ k = n, šő šőčďă śšěŕěŋĳ őďŋőčő ĺğ ňŋőčőůńěŋőć P ĺ Q řăćŋă n, ă šőčďă śšěŕěŋĳ ďřşčőčő řăćŋă ŋşń¿ ďăęě ŋăď Z, ůěčő ŋě ňőęěš ążšĳ, ŕőśłőńĳłş ŚŐĎ(P ) = 1. Ěśńĺ ęě 0 < k < n, šő šőčďă P (0) = Q(0) = 0 ⇒ a_0 · p^2. Ŕřőšĺćőřěůĺě. Ğŋăůĺš, ňŋőčőůńěŋ P ŋěŕřĺćőďĺň.

Ŕřĺňěř ŕřĺňěŋěŋĺ£ łřĺšěřĺ£ İľğěŋÿšěľŋă: ˘_p = x^{p−1} + . . . + x + 1 ŋěŕřĺćőďĺň (ŋşęŋő śďěńăšĳ ğăňěŋş x ŋă y + 1).

Ůăśšĳ 2. Łřşčőćżě ňŋőčőůńěŋż.

Ŕřĺňĺšĺćŋżň (ŕěřćőőąřăğŋżň) łőřŋěň śšěŕěŋĺ n ĺğ 1 ŋăğżćăěšś£ łőňŕńěłśŋőě ůĺśńő ζ, ĺňě¿źěě ć čřşŕŕě ćśěţ łőřŋěľ n-őľ śšěŕěŋĺ ĺğ 1 ŕőř£ďőł n. Łőńĺůěśšćő ŕřĺňĺšĺćŋżţ łőřŋěľ śšěŕěŋĺ n ĺğ 1 řăćŋ£ěšś£ ťşŋłűĺĺ İľńěřă ϕ(n).

Őŕřěďěńěŋĺě. ˘n(x) =^∏_{ζ ŕřĺňĺšĺćŋżľ n√1}(x − ζ), deg ˘n(x) = ϕ(n).

Şšćěřęďěŋĺě. x^n − 1 =^∏_{d|n} ˘d(x).

Śńěďśšćĺě. ˘n(x) ∈ Z[x]. İšő ńěčłő ďőłăğăšĳ ŕő ĺŋďşłűĺĺ.

ŠĚŐŘĚŇĂ. ˘n(x) ŋěŕřĺćőďĺň. Ďőłăğăšěńĳśšćő.

Ŕřěďŕőńőęĺň, ¡šő ŋě šăł. Ŕşśšĳ ζ | ŕěřćőőąřăğŋżľ łőřěŋĳ. Ŕşśšĳ f(x) | ŋěŕřĺćőďĺňżľ ďěńĺšěńĳ ˘_n, šăłőľ ůšő f(ζ) = 0. Ŕřěďŕőńőęĺň, ŋăÿńőśĳ ŕřőśšőě p ̸| n, šăłőě ůšő ζ^p ŋě £ćń£ěšś£ łőřŋěň f. Ŕşśšĳ g(x) | ŋěŕřĺćőďĺňżľ ďěńĺšěńĳ ˘_n, šăłőľ ůšő g(ζ^p) = 0. Šőčďă ŕő őśŋőćŋőľ šěőřěňě ăřĺťňěšĺłĺ ˘_n(x) = f(x)g(x)R(x), ă šăł łăł ζ | łőřěŋĳ g(x^p), šő g(x^p) · f(x). Ŕřĺćěďěň ćśě ŕő ňőďşń¿ p. g(x^p) = [g(x)]^p · f(x) Ŕşśšĳ h(x) | łăłőľ-ŋĺąşďĳ ŕřőśšőľ ďěńĺšěńĳ f(x). Šőčďă g(x) · f (x) ˘_n(x) · h^2(x) x^n − 1 · h^2(x) (x^n − 1)^′ · h(x) Ŕřőšĺćőřěůĺě | ŕő ŕřěďŕőńőęěŋĺ¿ p ̸| n ĺ (x^n − 1)^′ = nx^n ŋě ĺňěěš őąźĺţ ďěńĺšěńěľ ś x^n − 1.

Ĺšăł, ěśńĺ p ̸| n, ă ζ | ŕěřćőőąřăğŋżľ łőřěŋĳ, šő ζ^p | šőęě ŕěřćőőąřăğŋżľ łőřěŋĳ | £ćń£ěšś£ łőřŋěň šőčő ęě ňĺŋĺňăńĳŋőčő ňŋőčőůńěŋă, ůšő ĺ ζ. Ěśńĺ η | ŕřőĺğćőńĳŋżľ ŕěřćőőąřăğŋżľ łőřěŋĳ, šő η = ζ^{p1...pk} , čďě ćśě ŕřőśšżě p_i ŋě ďěń£š n. Ŕřĺňěŋ££ ŕřěďżďşźěě ğăłń¿ůěŋĺě k řăğ, ŕőńşůăěň, ůšő ĺ η £ćń£ěšś£ łőřŋěň šőčő ęě ňĺŋĺňăńĳŋőčő ňŋőčőůńěŋă f(x), ůšő ĺ ζ. Šăłĺň őąřăğőň, deg f(x) ¿ ϕ(n), őšłşďă f(x) = ˘_n(x). Ďőłăğăšěńĳśšćő őłőŋůěŋő.

Ůăśšĳ 3. Ăćšőňőřťĺğňż łřşčőćżţ ŕőńěľ

Ěśńĺ ζ |ŕěřćőőąřăğŋżľ łőřěŋĳ, šő

Q(^{n√}1) = Q(ζ) = Q[t]/(˘n(t))

. Ěśńĺ α | ăćšőňőřťĺğň Q(ζ) ŋăď Q, šő α ŕőńŋőśšĳ¿ ğăďăěšś£ řăćěŋśšćőň α(ζ) = ζ^k, (n, k) = 1 Őšś¿ďă śńěďşěš, ůšő

Gal(Q(ζ) : Q) = (Z/nZ)^∗.

Ğăňěůăŋĺě. { ζ^k | (k, n) = 1 } őąřăğşěš ąăğĺś Q(ζ) ŋăď Q. Řăśśňőšřĺň šěŕěřĳ ůăśšŋżľ śńşůăľ n = p | ŕřőśšőě ůĺśńő. Šőčďă

Gal(Q(ζ) : Q) = (Z/pZ)^∗ = Z/(p − 1)Z

Ğŋăůĺš, śşźěśšćşěš ăćšőňőřťĺğň-őąřăğş¿źă£ σ(ζ) = ζ^g, čďě g | őąřăğş¿źă£ čřşŕŕż (Z/pZ)^∗. Ŕřĺňěř: p = 17, g = 3. σ(ζ) = ζ^3 σ^2(ζ) = ζ^9 . . σ^8(ζ) = ζ^{−1} . . Ćśě ŕřĺňĺšĺćŋżě łőřŋĺ ňőęŋő ŕěřěŋşňěřőćăšĳ: ζ_i = σ^i(ζ) = ζ^{gi} . Ěśńĺ ϕ | ăćšőňőřťĺğň Q(ζ) ŋăď Q, šő Q(ζ)^ϕ őąőğŋăůăěš ŕőďŕőńě ěčő ĺŋćăřĺăŋšőć.

Ŋăŕřĺňěř, Q(ζ)^σ = Q, ć šő ćřěň£ łăł σ^2 śőţřăŋ£ěš ζ_0 + ζ_2 + . . .+ ζ_{14}, ă šăłęě ζ_1 + ζ_3 + . . . + ζ_{15} (p = 17). Ŋăš£ŋşšőě ŋă ŋĺţ ŕőńě łćăďřăšĺůŋő

ŋăď Q. Ńěčłő ŕřőćěřĺšĳ, ůšő ¡šő ěśšĳ ŕőńě Q(^√17).