Ăńčěąřă 4 02.10.97

Řăśÿĺřěŋĺ£ ŕőńěľ

Ůăśšĳ 1. Ŕőśšřőěŋĺ£ ňŋőčőşčőńĳŋĺłőć űĺřłşńěň ĺ ńĺŋěľłőľ.

Ŕěřěď ŋăůăńőň ŕőśšřőěŋĺľ ŋă ŕńőśłőśšĺ őšňěůěŋż šőńĳłő šőůłĺ ś łőőřďĺŋăšăňĺ (0, 0) ĺ (1, 0). Řăśśňőšřĺň ŋěłőšőřş¿ łőŋěůŋş¿ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ŕőśšřőěŋĺľ ĺ řăśśňőšřĺň ŕőńě, ŋăš£ŋşšőě ŋă łőőřďĺŋăšż ćśěţ ŕőśšřőěŋŋżţ šőůěł.

Ŋăğőćěň ŕőńě K ŕőńĺłćăďřăšĺůŋżň, ěśńĺ śşźěśšćşěš ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ćńőęěŋŋżţ řăśÿĺřěŋĺľ Q ⊂ K_1 ⊂ . . . ⊂ K_n ⊂ K, łăęďőě ĺğ łőšőřżţ łćăďřăšĺůŋő.

Šěőřěňă. Ŕőń£, ŕőńşůă¿źĺěś£ ŕőśřěďśšćőň ŕőśšřőěŋĺľ űĺřłşńěň ĺ ńĺŋěľłőľ, ŕőńĺłćăďřăšĺůŋż.

Ďőłăğăšěńĳśšćő | ĺŋďşłűĺ£ ŕő ůĺśńş ŕőśšřőěŋĺľ. Ŕőśńě łăęďőčő ŕőśšřőěŋĺ£ ł ŕőń¿ ďőąăćń£¿šś£ łőőřďĺŋăšż ćśěţ ŋőćżţ šőůěł ŕěřěśěůěŋĺ£. Ćőğňőęŋż ďćă śńşůă£:

1. Ďőąăćń£ěšś£ šőůłă ŕěřěśěůěŋĺ£ ďćşţ ŕř£ňżţ. Ěě łőőřďĺŋăšż ŕőńşůă¿šś£ řěÿěŋĺěň śĺśšěňż ńĺŋěľŋżţ şřăćŋěŋĺľ, ŕőńě ŋě ňěŋ£ěšś£.

2. Ďőąăćń£¿šś£ šőůłĺ ŕěřěśěůěŋĺ£ ďćşţ őłřşęŋőśšěľ ĺńĺ šőůłĺ ŕěřěśěůěŋĺ£ ŕř£ňőľ ĺ őłřşęŋőśšĺ. Ěě łőőřďĺŋăšż ŕőńşůă¿šś£ řěÿěŋĺěň łćăďřăšŋőčő şřăćŋěŋĺ£, ŕő¡šőňş ŕőńě ńĺąő ŋě ňěŋ£- ěšś£, ńĺąő ŕőńşůăěšś£ ŕřĺśőěďĺŋěŋĺěň łőřŋěľ łćăďřăšŋőčő şřăćŋěŋĺ£.

Ŕő¡šőňş ŕőńě, ŕőńşůěŋŋőě ŕőśńě őůěřěďŋőčő ŕőśšřőěŋĺ£, ŕőńĺłćăďřăšĺůŋő ŋăď ŕřěďżďşźĺň. Ďőłăğăšěńĳśšćő őłőŋůěŋő.

Şšćěřęďěŋĺě. Ěśńĺ K ⊂ M ⊂ L, šő [L : K] = [L : M] · [M : K].

Ěśńĺ f_1, . . . , f_n | ąăğĺś L ŋăď M, g_1, . . . , g_k | ąăğĺś M ŋăď K, šő { f_ig_j | 1 6 i 6 n, 1 6 j 6 k } | ąăğĺś L ŋăď K.

Śńěďśšćĺě. Ŋě śşźěśšćşěš ŕőńĺłćăďřăšĺůŋőčő ŕőń£, śőďěřęăźěčő ŕőďŕőńě, ĺğőňőřťŋőě Q(^{18} √ 1). Ěśńĺ ąż šăłőě ŕőńě śşźěśšćőćăńő, šő ěčő řăğňěřŋőśšĳ ŋăď Q ďěńĺńăśĳ ąż ŋă [Q(^{18} √ 1) : Q] = 6, ůěčő ŋě ňőęěš ążšĳ.

Ŕő¡šőňş ŕřăćĺńĳŋżľ ćőśěňŋăďűăšĺşčőńĳŋĺł ŋěńĳğ£ ŕőśšřőĺšĳ űĺřłşńěň ĺ ńĺŋěľłőľ. Ŕő šăłőľ ęě ŕřĺůĺŋě ŋěńĳğ£ őśşźěśšćĺšĳ šřĺśěłűĺ¿ şčńă ĺńĺ şďćőěŋĺě łşąă | ŕřĺďěšś£ śšřőĺšĳ łőřŋĺ łşąĺůěśłőčő şřăćŋěŋĺ£.

Ůăśšĳ 2. Ŋőřňăńĳŋżě řăśÿĺřěŋĺ£

Řăśÿĺřěŋĺě K ŕőń£ L ŋăğżćăěšś£ ŋőřňăńĳŋżň, ěśńĺ ń¿ąőľ ňŋőčőůńěŋ, ŋěŕřĺćőďĺňżľ ŋăď L ĺ ĺňě¿źĺľ łőřěŋĳ ć K, řăğńăčăěšś£ ć K ŋă ńĺŋěľŋżě ňŋőęĺšěńĺ.

Ńěňňă. Ń¿ążě ďćă ňĺŋĺňăńĳŋżţ ŕőń£ řăğńőęěŋĺ£ ňŋőčőůńěŋă

f(x) ∈ L[x] ĺğőňőřťŋż.

Ďőłăğăšěńĳśšćő ńěňňż. Őąőğŋăůĺň ¡šĺ ŕőń£ ůěřěğ K_1, K_2. Ŕşśšĳ f(x) = f_1(x) · . . . · f_k(x) | řăğńőęěŋĺě ŋă ŋěŕřĺćőďĺňżě ňŋőęĺšěńĺ ć L[x]. Ŕşśšĳ α_1 (śőőšć. β_1) | ŋěłőšőřżľ łőřěŋĳ f_1(x) ć K_1 (śőőšć. K_2). Ňőęŋő ŕőśšřőĺšĳ ĺğőňőřťĺğň L(α_1) g−→L(β_1), ŕěřěćőď£- źĺľ α_1 ć β_1, šăł łăł őąă ¡šĺţ ŕőń£ ĺğőňőřťŋż L[x]/(f_1(x)). Ŕőńĳğş- £śĳ ¡šĺň ĺğőňőřťĺğňőň, őšőęďěśšćĺň L(α_1) ĺ L(β_1) ĺ őąőğŋăůĺň ¡šő ŕőńě L^{(1)}. Řăğńőęĺň f(x) ŋă ŋěŕřĺćőďĺňżě ňŋőęĺšěńĺ ŋăď L^{(1)} ĺ őąőğŋăůĺň ůěřěğ f^{(1)} ∈ L^{(1)}[x] ŕřőĺğćěďěŋĺě ŋěńĺŋěľŋżţ śőňŋőęĺšěńěľ. Šőčďă K_1, K_2 ⊃ L^{(1)} | ňĺŋĺňăńĳŋżě ŕőń£ řăğńőęěŋĺ£ f^{(1)}(x). Őďŋăłő deg f^{(1)}(x) < deg f(x), ĺ ďőłăğăšěńĳśšćő ğăćěřÿăěšś£ ĺŋďşłűĺěľ ŕő śšěŕěŋĺ.

Šěőřěňă. Ěśńĺ K : L | ňĺŋĺňăńĳŋőě ŕőńě řăğńőęěŋĺ£ f(x) ∈ L[x], šő K ŋőřňăńĳŋő.

Ďőłăğăšěńĳśšćő šěőřěňż. Ŕşśšĳ g(x) ∈ L[x] ĺ β_1 | łőřěŋĳ g(x) ć K. Ŕşśšĳ M | ŕőńě řăğńőęěŋĺ£ fg. Ŕřěďŕőńőęĺň, šěőřěňă ŋěćěřŋă ĺ M ≠ K, šőčďă ŕşśšĳ β_2 | łőřěŋĳ g(x), ŋě ŕřĺŋăďńěęăźĺľ K.

Ŕşśšĳ α_1, α_2, . . . , α_n | łőřŋĺ ňŋőčőůńěŋă f(x).

Ŕőń£ L(β_1) ĺ L(β_2) ĺğőňőřťŋż, šăł łăł őŋĺ ŕőńşůă¿šś£ ŕřĺśőěďĺŋěŋĺěň łőřŋ£ g(x). Ŕő ńěňňě ¡šőš ĺğőňőřťĺğň ňőęŋő ŕřőďőńęĺšĳ ŋă ŕőń£ L(β_1, α_1, . . . , α_n) ĺ L(β_2, α_1, . . . , α_n) | ňĺŋĺňăńĳŋżě ŕőń£ řăğńőęěŋĺ£ f(x) ∈ L(β_1)[x] ≃ L(β_2)[x]. Ŋő ŕěřćőě ŕőńě ěśšĳ K, ă ćšőřőě ŕő ŕřěďŕőńőęěŋĺ¿ £ćń£ěšś£ śšřőčĺň ŋăďňŋőęěśšćőň K. Ŕřőšĺćőřěůĺě.

Ůăśšĳ 3. Śěŕăřăąěńĳŋżě řăśÿĺřěŋĺ£.

İńěňěŋš κ řăśÿĺřěŋĺ£ K : L ŋăğżćăěšś£ śěŕăřăąěńĳŋżň, ěśńĺ ěčő ňĺŋĺňăńĳŋżľ ňŋőčőůńěŋ f(x) ∈ L[x] ŋě ĺňěěš łřăšŋżţ łőřŋěľ, šő ěśšĳ f^0(x) ≠ 0.

Řăśÿĺřěŋĺě ŋăğżćăěšś£ śěŕăřăąěńĳŋżň, ěśńĺ ćśě ěčő ¡ńěňěŋšż śěŕăřăąěńĳŋż.

Ŕřĺňěř ŋěśěŕăřăąěńĳŋőčő ¡ńěňěŋšă:^p √ t ć řăśÿĺřěŋĺĺ ŕőń£ F_p (t).

Ěśńĺ ŕőńě łőŋěůŋő ĺńĺ ĺňěěš ţăřăłšěřĺśšĺłş 0, šő ń¿ąőě ěčő łőŋěůŋőě řăśÿĺřěŋĺě śěŕăřăąěńĳŋő.

Šěőřěňă ő ŕřĺňĺšĺćŋőň ¡ńěňěŋšě. Ŕşśšĳ K : L | łőŋěůŋőě śěŕăřăąěńĳŋőě řăśÿĺřěŋĺě. Šőčďă śşźěśšćşěš θ ∈ K, šăłőě ůšő K = L(θ). Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŕşśšĳ K = L(α_1, . . . , α_n). Őůěćĺďŋő, ĺŋďşłűĺěľ ŕő n, ďőśšăšőůŋő ďőłăğăšĳ ¡šş šěőřěňş ďń£ n = 2, łőčďă K = L(α, β).

Ćőğňőęŋż ďćă śńşůă£:

1) L łőŋěůŋő, šőčďă šěőřěňă ćěřŋă, šăł łăł ćś£łőě łőŋěůŋőě ŕőńě ŕőńşůăěšś£ ŕřĺśőěďĺŋěŋĺěň ŕřĺňĺšĺćŋőčő łőřŋ£ ĺğ ěďĺŋĺűż.

2) L ąěśłőŋěůŋő.

Ŕşśšĳ α = α_1 | łőřěŋĳ ňŋőčőůńěŋă f(x), a α_2, . . . , α_n | őśšăńĳŋżě ěčő łőřŋĺ; β = β_1 | łőřěŋĳ g(x) ĺ β_2, . . . , β_k | őśšăńĳŋżě łőřŋĺ. Šăł łăł řăśÿĺřěŋĺě śěŕăřăąěńĳŋő, šő łřăšŋżţ łőřŋěľ ŋěš.

Ąşďěň ĺśłăšĳ θ ć ćĺďě α + cβ, čďě c | ¡ńěňěŋš L, ă ĺňěŋŋő, ćżąěřěň c šăł, ůšő α_i + cβ_j ≠ α + cβ, ěśńĺ i ≠ 1 ≠ j. Ŕőśłőńĳłş L ąěśłőŋěůŋő, ¡šő ćśěčďă ňőęŋő śďěńăšĳ. Šőčďă

g(β) = 0 f(θ − cβ) = 0 Ňŋőčőůńěŋż g(x), f(θ − cx) ∈ L(θ)[x] ĺňě¿š őąźĺľ łőřěŋĳ β, ă ďřşčĺţ őąźĺţ łőřŋěľ ŋěš, šăł łăł α_i + cβ_j ≠ α + cβ. Ŕő¡šőňş ŊŐĎ(g(x), f(θ − cx)) = x − β. Ŕőśłőńĳłş łő¡ťťĺűĺěŋšż őąőĺţ ňŋőčőůńěŋőć ŕřĺŋăďńěęăš L(θ), šő β ∈ L(θ). Őšś¿ďă ĺ α ∈ L(θ), ĺ šěőřěňă ďőłăğăŋă.

Łőŋěůŋőě śěŕăřăąěńĳŋőě ŋőřňăńĳŋőě řăśÿĺřěŋĺě ŋăğżćăěšś£ řăśÿĺřěŋĺěň Čăńşă.

Ŕşśšĳ K : L | řăśÿĺřěŋĺě Čăńşă śšěŕěŋĺ n. Šőčďă K ∼= L(θ) = L[x]/(P (x)). Ěśšĳ řőćŋő n ăćšőňőřťĺğňőć K ŋăď L, ă ĺňěŋŋő, łăęďżľ ăćšőňőřťĺğň śćőąőďŋő ĺ őďŋőğŋăůŋő őŕřěďěń£ěšś£ ğŋăůěŋĺěň σ(θ) = θ^0, čďě θ^0 | őďĺŋ ĺğ łőřŋěľ P (x). Šăłĺň őąřăğőň, #Gal[K : L] = n.