Ăńčěąřă 5 09.10.97

Šěőřĺ£ Čăńşă

Ůăśšĳ 1. Őśŋőćŋă£ šěőřěňă Šěőřĺĺ Čăńşă.

Ńěňňă. Ŕşśšĳ K : L | řăśÿĺřěŋĺě Čăńşă, ĺ α ∈ K ĺŋćăřĺăŋšěŋ őšŋőśĺšěńĳŋő G = Gal(K : L), š.ě. α ∈ K^G. Šőčďă α ∈ L.

Ďőłăğăšěńĳśšćő: Ěśńĺ ¡šő ŋě šăł, šő L(α) ≠ L. Ŕşśšĳ Q(x) | ňĺŋĺňăńĳŋżľ ňŋőčőůńěŋ α, ĺ ŕşśšĳ β | ďřşčőľ łőřěŋĳ Q ć K. Šőčďă L(α) ≃ L[x]/(Q) ≃ L(β). Ŕő ńěňňě ő ŕřőďőńęěŋĺĺ ĺğőňőřťĺğňă, L(α) g−→L(β) ňőęŋő ŕřőďőńęĺšĳ ďő ăćšőňőřťĺğňă ŕőń£ K, š.ě. ďő ¡ńěňěŋšă čřşŕŕż Čăńşă, ŋě śőţřăŋ£¿źěčő α. Ŕřőšĺćőřěůĺě.

Őśŋőćŋă£ Šěőřěňă. Ŕşśšĳ K : L | řăśÿĺřěŋĺě Čăńşă ś čřşŕŕőľ Čăńşă G. Ĺňěěšś£ ćğăĺňŋő-őďŋőğŋăůŋőě śőőšćěšśšćĺě ňěęďş ŕřőňěęşšőůŋżňĺ ŕőń£ňĺ L ⊂ M ⊂ K ĺ ŕőďčřşŕŕăňĺ H ⊂ G šăłőě, ůšő 1. H → M = ϕ(H) := K^H 2. M → H = ψ(M) := { h ∈ G | h(m) = m ∀m ∈ M } 3. [M : L] =^{♯G}_{♯H} ; [K : M] = ♯H 4. Řăśÿĺřěŋĺě M : L ŋőřňăńĳŋő šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă śőőšćěšśšćş¿źă£ ŕőďčřşŕŕă H ⊂ G ŋőřňăńĳŋă.

Ďőłăğăšěńĳśšćő: Ŋăďő ŕřőćěřĺšĳ, ůšő ψ(ϕ(H)) = H. Ěśńĺ ¡šő ŋěćěřŋő, šő ŕşśšĳ M = ϕ(H), ψ(M) = H^′ ≠ H. Ćő ćś£łőň śńşůăě, őůěćĺďŋő, H^′ ⊃ H. Ĺňěěň Gal(K : M) = H^′, ĺ ğŋăůĺš, ♯Gal(K : M) > ♯H. Ŕő šěőřěňě ő ŕřĺňĺšĺćŋőň ¡ńěňěŋšě K = L(θ) = M(θ). Ŕőńőęĺň P (x) = Q_{h∈H}(x − h(θ)). Łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ P (x) £ćń£¿šś£ ¡ńěňěŋšăřŋżě śĺňňěšřĺůěśłĺě ťşŋłűĺĺ ćśěţ h(θ). Ŕőď ďěľśšćĺěň ¡ńěňěŋšőć H łőřŋĺ h(θ) ŕěřěśšăćń£¿šś£, ă ĺţ śĺňňěšřĺůěśłĺě ťşŋłűĺĺ őśšă- ¿šś£ ŋěĺğňěŋŋż. Ŕő ńěňňě ŕőńşůăěň P (x) ∈ M[x]. Ŋő šăł łăł θ ŕőřőęďăěš ćśě K, ňż ğăłń¿ůăěň, ůšő Gal(K : M) 6 deg P (x) = ♯H. Ŕřőšĺćőřěůĺě.

Ĺšăł, ψ(ϕ(H)) = H. Ŕő¡šőňş ϕ £ćń£ěšś£ ĺŋžěłűĺěľ ĺ ś¿řžěłűĺěľ, ă ğŋăůĺš, ĺ ąĺěłűĺěľ. Śćőľśšćő 3 őůěćĺďŋő, ă śćőľśšćő 4 śńěďşěš ĺğ šőčő, ůšő ěśńĺ ŕřőňěęşšőůŋőě ŕőńě L ⊂ M ⊂ K ŋőřňăńĳŋő ŋăď L, šő ćśě ăćšőňőřťĺğňż K śőţřăŋ£¿š M (ŋě ŕő¡ńěňěŋšŋő, ă łăł ňŋőęěśšćő). � Śńěďśšćĺě. Ŕřăćĺńĳŋżľ śěňŋăďűăšĺşčőńĳŋĺł ňőęŋő ŕőśšřőĺšĳ űĺřłşńěň ĺ ńĺŋěľłőľ.

Ďőłăğăšěńĳśšćő: Gal(Q(^{17} √ 1) : Q) = Z/16Z. Ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ ŕőďčřşŕŕ Z/16Z⊃ Z/8Z⊃ Z/4Z⊃ Z/2Z⊃ { e } őšćěůăěš ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ řăśÿĺřěŋĺľ Q ⊂ K_2 ⊂ K_4 ⊂ K_8 ⊂ Q(^{17} √ 1), łăęďőě ĺğ łőšőřżţ łćăďřăšĺůŋő ŋăď ŕřěďżďşźĺň. Ğŋăůĺš, Q(^{17} √ 1) ŕőńĺłćăďřăšĺůŋő, šő ěśšĳ śšřőĺšś£ űĺřłşńěň ĺ ńĺŋěľłőľ.

Ůăśšĳ 2. Řěÿěŋĺě şřăćŋěŋĺľ ć řăďĺłăńăţ.

Őŕřěďěńěŋĺě. Čřşŕŕă G ŋăğżćăěšś£ řăğřěÿĺňőľ, ěśńĺ śşźěśšćşěš ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ŕőďčřşŕŕ G = G_0 ⊃ G_1 ⊃ G_2 ⊃ . . . ⊃ G_n = { e } šăłă£, ůšő

ă) G_{i+1} £ćń£ěšś£ ŋőřňăńĳŋőľ ŕőďčřşŕŕőľ ć G_i;

b) Ťăłšőřčřşŕŕă G_i/G_{i+1} £ćń£ěšś£ űĺłńĺůěśłőľ.

Ŕřĺňěřż. Sn ⊃ An őąőğŋăůă¿š, śőőšćěšśšćěŋŋő, čřşŕŕş ćśěţ ŕőďśšăŋőćőł n ¡ńěňěŋšőć ĺ čřşŕŕş ůěšŋżţ ŕőďśšăŋőćőł n ¡ńěňěŋšőć.

ă) S3 řăğřěÿĺňă: S3 Z^{/2}Z⊃ A3 Z^{/3}Z⊃ { e };

b) S4 řăğřěÿĺňă: S4 Z^{/2}Z⊃ A4 Z^{/3}Z⊃ K4 Z^{/2}Z⊃ Z/2Z⊃ { e }; ğďěśĳ K4 =

{ (12)(34), (13)(24), (14)(23), e } | ůěšćěřŋă£ čřşŕŕă Łń£ľŋă.

ś) Sn, n > 5, ŋěřăğřěÿĺňă, šăł łăł ěďĺŋśšćěŋŋă£ ŋőřňăńĳŋă£ ŕőď-

čřşŕŕă ć ŋěľ | ¡šő A_n, łőšőřă£, ć śćő¿ őůěřěďĳ, ćőőąźě ŋě ĺňěěš ŋőřňăńĳŋżţ ŕőďčřşŕŕ. Ňż ¡šő ěźě ŕřőćěřĺň ć ąşďşźĺţ ńěłűĺ£ţ. Śćőľśšćă. Ěśńĺ G řăğřěÿĺňă ĺ H | ŕőďčřşŕŕă ć G, šő H šőęě řăğřěÿĺňă. Ěśńĺ ęě H ⊂ G | ŋőřňăńĳŋă£ ŕőďčřşŕŕă, šő ťăłšőřčřşŕŕă G/H šőęě řăğřěÿĺňă. Ăąěńěćă čřşŕŕă řăğřěÿĺňă.

Ďő łőŋűă ńěłűĺĺ ďń£ ŕřőśšőšż ňż ąşďěň ŕřěďŕőńăčăšĳ, ůšő ćśě ŕőń£ ĺňě¿š ţăřăłšěřĺśšĺłş 0.

Ńěňňă. Ŕşśšĳ ŕőńě L śőďěřęĺš ćśě^{n√}1, ĺ K = L(^{n√}a). Šőčďă

Gal(K : L) űĺłńĺůŋă.

Ďőłăğăšěńĳśšćő: Ŕşśšĳ θ | łőřěŋĳ şřăćŋěŋĺ£ θ^n = a, ĺ ζ ∈ L | ŕřĺňĺšĺćŋżľ^n √ 1. Šőčďă ćśě őśšăńĳŋżě łőřŋĺ ¡šőčő şřăćŋěŋĺ£ ĺňě¿š ćĺď ζ^kθ, ĺ ń¿ąă£ ŕőďśšăŋőćłă ĺğ čřşŕŕż Čăńşă ĺňěěš ćĺď θ → ζ^kθ, 1 6 k 6 n. Ŕő¡šőňş čřşŕŕă Čăńşă ĺğőňőřťŋă ŋěłőšőřőľ ŕőďčřşŕŕě űĺłńĺůěśłőľ čřşŕŕż łőřŋěľ n-őľ śšěŕěŋĺ ĺğ 1. � Šěőřěňă. Ŕşśšĳ ŕőńě L śőďěřęĺš ćśě^{n√}1, ĺ K : L | řăśÿĺřěŋĺě Čăńşă ś űĺłńĺůěśłőľ čřşŕŕőľ Čăńşă Z/nZ. Šőčďă K = L(^n √ a). Ďőłăğăšěńĳśšćő: Ŕşśšĳ σ | őąřăğş¿źă£ Gal(K : L), ĺ ζ ∈ L | ŕřĺňĺšĺćŋżľ^n √ 1. Ďń£ α ∈ K őŕřěďěńĺň řěğőńĳćěŋšş Ńăčřăŋęă:

R(α) := α + ζσα + ζ^2σ^2α + . . . + ζ^{n−1}σ^{n−1}α. Ňż ŕőšőň ďőłăęěň, ůšő ŋăľďěšś£ α šăłőě, ůšő R(α) ≠ 0. Ă śěľůăś ćżąěřěň šăłőě α ĺ ğăňěšĺň, ůšő ś őůěćĺďŋőśšĳ¿ σ^k(R(α)) = ζ^{−k}R(α). Ŕő¡šőňş σ(R(α)^n) = R(α)^n ⇒ a := R(α)^n ∈ L, š.ě. R(α) =^n √ a. Ąőńěě šőčő, šăł łăł R(α) ≠ 0, ¡šőš ¡ńěňěŋš ŋě śőţřăŋ£ěšś£ ŋĺłăłĺň ăćšőňőřťĺğňőň ĺğ čřşŕŕż Čăńşă łřőňě šőęďěśšćěŋŋőčő. Ŕő őśŋőćŋőľ šěőřěňě Čăńşă K = L(R(α)) = L(^n √ a). � Őśšăńőśĳ ďőłăğăšĳ, ůšő R(α) ≢ 0. Ďń£ ¡šőčő ğăňěšĺň, ůšő Id= σ^0, σ, σ^2, . . . , σ^{n−1} ğăďă¿š řăğńĺůŋżě čőňőňőřťĺğňż ĺğ ňşńĳšĺŕńĺłăšĺćŋőľ čřşŕŕż F = K^∗ ć K^∗. Ŕő¡šőňş ďőśšăšőůŋő ďőłăğăšĳ śńěďş¿źş¿ Ńěňňş ő ńĺŋěľŋőľ ŋěğăćĺśĺňőśšĺ čőňőňőřťĺğňőć: Ńěňňă. Ŕşśšĳ c1, . . . , cn | řăğńĺůŋżě čőňőňőřťĺğňż ĺğ čřşŕŕż

F ć ňşńĳšĺŕńĺłăšĺćŋş¿ čřşŕŕş K^∗. Šőčďă őŋĺ ńĺŋěľŋő ŋěğăćĺśĺňż ŋăď K, š.ě. ěśńĺ γ_1c_1(f) + . . . + γ_nc_n(f) ≡ 0, šő γ_1 = . . . = γ_n = 0. Ďőłăğăšěńĳśšćő ĺŋďşłűĺěľ ŕő n. Ąăğă n = 1 őůěćĺďŋă. Ŕşśšĳ šěŕěřĳ ďń£ ń¿ąőčő f ∈ F ĺňěěň γ_1c_1(f) + . . . + γ_nc_n(f) = 0

Ćőğĳňěň a ∈ F ĺ ğăňěŋĺň f ŋă af. Ŕőńşůĺň

γ_1c_1(af) + . . . + γ_nc_n(af) = γ_1c_1(a)c_1(f) + . . . + γ_nc_n(a)c_n(f) = 0

Şňŋőęĺň ŕřěďŕőśńěďŋěě řăćěŋśšćő ŋă c_1(a) ĺ ćżůšěň ĺğ ŕőśńěďŋěčő. Ŕőńşůĺň

γ_2(c_2(a) − c_1(a))c_2(f) + . . . + γ_n(c_n(a) − c_1(a))c_n(f) = 0

Ŕő ŕřěďŕőńőęěŋĺ¿ ĺŋďşłűĺĺ γ_2(c_2(a) − c_1(a)) = . . . = γ_n(c_n(a) − c_1(a)) = 0. Šăł łăł ćśě c_k řăğńĺůŋż, ňőęŋő ćżąřăšĳ a šăł, ůšőąż c_k(a) ≠ c_1(a), ĺ ğăłń¿ůĺšĳ, ůšő γ_2 = . . . = γ_n = 0. �

Šěőřěňă. Ŕşśšĳ P (x) ∈ L[x] | ŋěřăğńőęĺňżľ ňŋőčőůńěŋ; K : L | ěčő ňĺŋĺňăńĳŋőě ŕőńě řăğńőęěŋĺ£. Ěśńĺ ŋěłőšőřżľ łőřěŋĳ α ∈ K, P (α) = 0, ćżřăęăěšś£ ć řăďĺłăńăţ, šő Gal(K : L) řăğřěÿĺňă.

Ďőłăğăšěńĳśšćő: Ŕřĺśőěďĺŋĺň ŕěřćő-ŋăŕěřćő ł L łőřŋĺ ĺğ 1 ćśěţ śšěŕěŋěľ, łőšőřżě ćśšřěůă¿šś£ ć řăďĺłăńăţ ć ćżřăęěŋĺĺ α. Šěŕěřĳ ąşďěň ŕřĺśőěďĺŋ£šĳ ć śőőšćěšśšćĺĺ ś ¡šĺň ćżřăęěŋĺěň ćśě łőřŋĺ ňŋőčőůńěŋőć ćĺďă x^n − a. Łăęďőě řăśÿĺřěŋĺě ąşďěš ŋőřňăńĳŋő ś űĺłńĺůěśłőľ čřşŕŕőľ Čăńşă, śńěďőćăšěńĳŋő, čřşŕŕă Čăńşă őłőŋůăšěńĳŋőčő ąőńĳÿőčő řăśÿĺřěŋĺ£ M ⊃ L ąşďěš řăğřěÿĺňă. Šăł łăł M ŋőřňăńĳŋő ĺ śőďěřęĺš α, őŋő śőďěřęĺš ĺ ćśě ŕőńě K. Ă śšăńő ążšĳ, Gal(K : L) ąşďěš řăğřěÿĺňőľ łăł ťăłšőřčřşŕŕă Gal(M : L).

Łśšăšĺ, őąřăšŋőě şšćěřęďěŋĺě šőęě ćěřŋő: őŋő ŋěňěďńěŋŋő śńěďşěš ĺğ šěőřěňż ő řăśÿĺřěŋĺ£ţ ś űĺłńĺůěśłőľ čřşŕŕőľ. �