Ăńčěąřă 6 16.10.97

Śĺňňěšřĺůěśłĺě ťşŋłűĺĺ

Ůăśšĳ 1. Řăğřěÿĺňżě ĺ ŋěřăğřěÿĺňżě čřşŕŕż.

Ŕřěďńőęěŋĺě. Čřşŕŕă A7 ŋěřăğřěÿĺňă.

Ŕşśšĳ a = (123), b = (14567) =⇒ ab = (1456723) =⇒ a^3 = b^5 = (ab)^7 = 1. Ěśńĺ ąż čřşŕŕă A_7 ążńă řăğřěÿĺňă, šő ĺ ŕőďčřşŕŕă G, ŕőřőęďěŋŋă£ a, b šőęě ążńă ąż řăğřěÿĺňă, a šőčďă ş ŋěě ążńă ąż ŋěšřĺćĺăńĳŋă£ ăąěńěćă ťăłšőřčřşŕŕă G/H. Ŋő ć ăąěńěćőľ čřşŕŕě ĺğ řăćěŋśšćă a^3 = b^5 = (ab)^7 = 1 ćżšěłăěš a = b = 1. Ŕřőšĺćőřěůĺě. �

Ŕřěďńőęěŋĺě. Ěśńĺ #G = p^n, šő G řăğřěÿĺňă.

Ńěňňă. Űěŋšř G (őąőğŋăůăěšś£ ZG) ŋěšřĺćĺăńěŋ.

Řăśśňőšřĺň řăğąĺěŋĺě G ŋă łńăśśż śőŕř£ęěŋŋőśšĺ G = ⨆ C_i, čďě C_i £ćń£¿šś£ łńăśśăňĺ ¡łćĺćăńěŋšŋőśšĺ, ğăďăćăěňżňĺ őšŋőÿěŋĺěň a ∼ b ⇐⇒ ∃c ∈ G | a = cbc^{−1}.

Ńěčłő ćĺďěšĳ, ůšő c_1ac^{−1}_1 = c_2ac^{−1}_2 šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă c = c_1c^{−1}_2 łőňňşšĺřşěš ś a. Ŕşśšĳ H = { c | ca = ac }. Šőčďă śşźěśšćşěš ćğăĺňŋő-őďŋőğŋăůŋőě śőőšćěšśšćĺě ňěęďş ¡ńěňěŋšăňĺ łńăśśă śőŕř£ęěŋŋőśšĺ, śőďěřęăźěčő a, ĺ G/H, ă ĺňěŋŋő, c_1ac^{−1}_1 ↔ c_1. Ŕő¡šőňş ŕőř£ďőł łăęďőčő łńăśśă śőŕř£ęěŋŋőśšĺ ďěńĺš ŕőř£ďőł čřşŕŕż. Łńăśś { a } śőśšőĺš ĺğ őďŋőčő ¡ńěňěŋšă šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă a łőňňşšĺřşěš śő ćśěňĺ ¡ńěňěŋšăňĺ G, š.ě. łőčďă a ∈ ZG.

Ěśńĺ ąż űěŋšř G ążń šřĺćĺăńěŋ, šő ěďĺŋśšćěŋŋżň łńăśśőň śőŕř£ęěŋŋőśšĺ, śőďěřęăźĺň őďĺŋ ¡ńěňěŋš, ążń ąż łńăśś {1}, ă ŕőř£ďłĺ ćśěţ őśšăńĳŋżţ łńăśśőć ďěńĺńĺśĳ ąż ŋă p, ůěčő ŋě ňőęěš ążšĳ, šăł łăł ć śşňňě őŋĺ ďă¿š p^n. Ńěňňă ďőłăğăŋă. �

Šěŕěřĳ ďőłăğăšěńĳśšćő ňőęŋő ćěśšĺ ŕő ĺŋďşłűĺĺ. Ć śăňőň ďěńě, ěśńĺ #ZG = #G, šő G ăąěńěćă ĺ ćśě ďőłăğăŋő. Ěśńĺ ęě #ZG < #G, šő #ZG = p^k, 0 < k < n ĺ #G/ZG = p^{n−k}. Ŕő ŕřěďŕőńőęěŋĺ¿ ĺŋďşłűĺĺ ZG ĺ G/ZG řăğřěÿĺňż, śńěďőćăšěńĳŋő, G řăğřěÿĺňă. �

Śńěďśšćĺě. Ěśńĺ K : L | ŋőřňăńĳŋőě řăÿĺřěŋĺě ŕőř£ďłă 2^n, šő K ŕőńĺłćăďřăšĺůŋő.

Ůăśšĳ 2. Śĺňňěšřĺůěśłĺě ťşŋłűĺĺ.

Ŕşśšĳ ěśšĳ ŕőńě L ĺ ŋěőŕřěďěńěŋŋżě ŕěřěňěŋŋżě u_1, . . . , un. Šőčďă ŕőńě L(u_1, . . . , un) | ¡šő ŕőńě řăűĺőŋăńĳŋżţ ťşŋłűĺľ őš ŋěőŕřěďěńěŋŋżţ ŕěřěňěŋŋżţ u_1, . . . , un: F = L(u_1, . . . , un) = { P (u_1, . . . , u_n) Q(u_1, . . . , un) | P, Q ∈ L[u_1, . . . , un] }

Řăśśňőšřĺň şřăćŋěŋĺě z^n + u_1z^{n−1} + . . . + un = 0 ŋăď ŕőńěň F . Őąőğŋăůĺň ěčő łőřŋĺ ůěřěğ ν_1, ν_2, . . . , νn ĺ řăśśňőšřĺň ňĺŋĺňăńĳŋőě ŕőńě řăğńőęěŋĺ£ F (ν_1, ν_2, . . . , νn).

Šěőřěňă. Gal(F (ν1, ν2, . . . , νn) : F ) = Sn.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŕőńőęĺň F := L(x1, . . . , xn), čďě x1, . . . , xn | śćőąőďŋżě ŕěřěňěŋŋżě. Řăś-

śňőšřĺň ŋăď F şřăćŋěŋĺě

(z − x_1) · . . . · (z − xn) = 0 ⇔ z^n − σ_1(x)z^{n−1} + . . . ± σn(x) = 0 (∗)

Ć ŕőńě F ďěľśšćşěš čřşŕŕă Sn = G, ŕěřěśšăćń££ x_i. Őŋă śőţřăŋ£ěš ¡ńěňěŋšăřŋżě śĺňňěšřĺůěśłĺě ťşŋłűĺĺ σ (śĺňňěšřĺůěśłĺě ťşŋłűĺĺ £ćń£¿šś£ ¡ńěňěŋšăňĺ ŕőń£ F, ă ŋě ťşŋłűĺ£ňĺ ŋă ŋěň): F^G ∋ σ_1(x), . . . , σn(x).

Ńěňňă ő śĺňňěšřĺůěśłĺţ ťşŋłűĺ£ţ. Ń¿ąă£ śĺňňěšřĺůěśłă£ ťşŋłűĺ£ (śĺňňěšřĺůěśłĺľ

ňŋőčőůńěŋ) őďŋőğŋăůŋő ćżřăęăěšś£ ůěřěğ ¡ńěňěŋšăřŋżě. Ĺŋżňĺ śńőćăňĺ, FG = L(σ_1, . . . , σn) Ďőłăğăšěńĳśšćő. Őůěćĺďŋő, F n! ⊃ FG ⊃ L(σ1, . . . , σn) =⇒ [F : L(σ1, . . . , σn)] > [F : FG] = n! Ŕőńě F £ćń£ěšś£ ňĺŋĺňăńĳŋżň ŕőńěň řăğńőęěŋĺ£ ňŋőčőůńěŋă (∗) ŋăď L(σ_1, . . . , σn), šő ěśšĳ őŋő ŕőńşůăěšś£ ŕőśńěďőćăšěńĳŋżň ŕřĺśőěďĺŋěŋĺěň x_1, . . . , xn ł L(σ_1, . . . , σn), őšłşďă [F : L(σ_1, . . . , σn)] 6 n! =⇒ F^G = L(σ_1, . . . , σn). Ğŋăůĺš, ćżřăęěŋĺě ń¿ąőľ śĺňňěšřĺůěśłőľ ťşŋłűĺĺ ůěřěğ ¡ńěňěŋšăřŋżě śşźěśšćşěš. Ěśńĺ ąż łăłă£-šő śĺňňěšřĺůěśłă£ ťşŋłűĺ£ ďćşň£ śŕőśőąăňĺ ćżřăęăńăśĳ ůěřěğ ¡ńěňěŋšăřŋżě, šő ňěęďş σ_1, . . . , σn ążńő ąż ăńčěąřăĺůěśłőě śőőšŋőÿěŋĺě f(σ_1, . . . , σn) = 0. Řăśśňőšřĺň őšőąřăęěŋĺě L[x_1, . . . , xn] → F (ν_1, . . . , νn), x_i → ν_i, ŕěřěćőď£źěě σ_i ć (−1)^iu_i. Ŕőńşůăěň f(−u_1, . . . , ±un) = 0, őšłşďă f ≡ 0, šăł łăł u_i | śćőąőďŋżě ŕěřěňěŋŋżě. Ńěňňă ďőłăğăŋă. � Őšőąřăęěŋĺě ĺğ ŕřěďżďşźěčő ăąğăűă ğăďăěš łőňňşšăšĺćŋżľ łćăďřăš F (ν_1, . . . , νn)^⊃←−−−−− F ≀ ≀ F ⊃ ←−−−−− FG őšłşďă ćĺďŋő, ůšő Gal(F (ν_1, . . . , νn) : F ) = Gal(F : F^G) = G = Sn. Ďőłăğăšěńĳśšćő šěőřěňż őłőŋůěŋő. �

Śńěďśšćĺě. Ěśńĺ čřşŕŕă Sn ŋěřăğřěÿĺňă, šő ŋě śşźěśšćşěš şŋĺćěřśăńĳŋőľ ťőřňşńż, ćżřă-

ęă¿źěľ łőřŋĺ şřăćŋěŋĺ£ x^n + u_1x^{n−1} + . . . + un = 0 ć řăďĺłăńăţ ůěřěğ ěčő łő¡ťťĺűĺěŋšż.

Ůăśšĳ 3. Řěğşńĳšăŋš ĺ ďĺśłřĺňĺŋăŋš.

Ŕşśšĳ

f(z) = a_0z^n + a_1z^{n−1} + . . . + an = a_0(z − x_1) · . . . · (z − xn)

g(z) = b_0z^m + b_1z^{m−1} + . . . + am = b_0(z − y_1) · . . . · (z − ym)

Šőčďă ŕő őŕřěďěńěŋĺ¿ ďĺśłřĺňĺŋăŋš f

D(f) := a^{2n−2}_0 ∏ i<j (x_i − x_j)^2,

ă řěğşńĳšăŋš f ĺ g R(f, g) := a^m_0 b^n_0 ∏ i,j (x_i − y_j ).

Šăłĺň őąřăğőň, ďĺśłřĺňĺŋăŋš řăćěŋ ŋşń¿ šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă ş ňŋőčőůńěŋă f ěśšĳ łřăšŋżě łőřŋĺ, ă řěğşńĳšăŋš řăćěŋ ŋşń¿ šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă ş f ĺ g ěśšĳ őąźĺě łőřŋĺ. Ďĺśłřĺňĺŋăŋš ĺ řěğşńĳšăŋš | ¡šő śĺňňěšřĺůěśłĺě ňŋőčőůńěŋż őš łőřŋěľ, ŕő¡šőňş őŋĺ ďőńęŋż ćżřăęăšĳś£ ůěřěğ łő¡ťťĺűĺěŋšż f ĺ g.

Ŋăľďěň £ćŋş¿ ťőřňşńş ďń£ řěğşńĳšăŋšă.

R(f, g) = 0 ⇔ ş f ĺ g ěśšĳ őąźĺľ ďěńĺšěńĳ ⇔ ∃ h(z), k(z) | hf = gk, deg h < m, deg k < n. Ŕşśšĳ

h = c_0z^{m−1} + c_1z^{m−2} + . . . + c_{m−1}, k = d_0z^{n−1} + d_1z^{n−2} + . . . + d_{n−1}

Šőčďă

hf = (a_0z^n + a_1z^{n−1} + . . . )(c_0z^{m−1} + c_1z^{m−2} + . . . ) ‖ gk = (b_0z^m + b_1z^{m−1} + . . . )(d_0z^{n−1} + d_1z^{n−2} + . . . )

a_0c_0 = b_0d_0 a_0c_1 + c_0a_1 = b_0d_1 + b_1d_0 a_0c_2 + a_1c_1 + a_2c_0 = b_0d_2 + b_1d_1 + b_2d_0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Ňż ŕőńşůĺńĺ śĺśšěňş m + n ńĺŋěľŋżţ şřăćŋěŋĺľ ŋă ŋěĺğćěśšŋże c_0, . . . , c_{m−1}, d_0, . . . , d_{n−1}, łőšőřă£, łăł ĺğćěśšŋő, ĺňěěš ŋěŋşńěćőě řěÿěŋĺě, ěśńĺ ĺ šőńĳłő ěśńĺ ěě őŕřěďěńĺšěńĳ řăćěŋ ŋşń¿. Šřăŋśŕőŋĺřőćăć ňăšřĺűş ĺ ŕőňěŋ£ć ğŋăłĺ ş ůăśšĺ śšőńąűőć, ŕőńşůăěň

R(f, g) = 0 ⇐⇒

| | | | | | | | | |

a_0 a_1 . . . an 0 . . . 0 0 a_0 a_1 . . . an . . . 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0 . . . 0 a_0 a_1 . . . an b_0 b_1 . . . bm 0 . . . 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0 . . . 0 b_0 b_1 . . . bm

| | | | | | | | | | = det A = 0

Şšćěřęďěŋĺě. det A = R(f, g).

Ć śăňőň ďěńě, łăł ńěčłő ćĺďěšĳ, śšěŕěŋĺ det A ĺ R(f, g) łăł ňŋőčőůńěŋőć őš x_i, y_j řăćŋż, łřőňě šőčő, ş ŋĺţ śőćŕăďă¿š ňŋőęěśšćă łőřŋěľ. Ŕő¡šőňş őŋĺ ňőčşš őšńĺůăšĳś£ šőńĳłő şňŋőęěŋĺěň ŋă ŋěłőšőřőě ćżřăęěŋĺě őš a_0, b_0.

Ŋő ć det A ćţőďĺš ďĺăčőŋăńĳŋżľ ůńěŋ a^m_0 b^n_m, ă ć R(f,g) őŋ šőęě ŕřĺśşšśćşěš: R(f,g) = a^m_0 ∏ i (b_0 ∏ j (x_i − y_j )) = a^m_0 ∏ i g(x_i) = a^m_0 (. . . + b^n_m)

Şšćěřęďěŋĺě ďőłăğăŋő. �

Şšćěřęďěŋĺě. R(f, f^′) = ±a0D(f).

Łăł ňż šőńĳłő ůšő ćĺďěńĺ, R(f, f^′) = a^{n−1}_0 ∏ i f^′(x_i). Ćżůĺśń££ ŕřőĺğćőďŋş¿ ŕřőĺğćěďěŋĺ£

f(z) = a_0 ∏ i(z − x_i), şąěęďăěňś£, ůšő a^{n−1}_0 ∏ i f^′(x_i) = a^{2n−1}_0 ∏ i≠k (xi − xk). �. Łśšăšĺ, ŋěşďĺćĺšěńĳŋő, ůšő R(f, f^′) ďěńĺšś£ ŋă a_0: ŕěřćżľ śšőńąěű ňăšřĺűż A ďěńĺšś£ ŋă a_0.

Ğăňěůăŋĺě. Ěśńĺ ŕřĺďăšĳ łăęďőľ ĺğ ŕěřěňěŋŋżţ ai ĺ bi ćěś i, šő ćěś R(f,g) ąşďěš ć šőůŋőśšĺ

řăćěŋ mn | ¡šő śšěŕěŋĳ řěğşńĳšăŋšă łăł ňŋőčőůńěŋă őš x_i, y_j . Ěśńĺ ęě ŕřĺďăšĳ łăęďőľ ĺğ ŕěřěňěŋŋżţ a_i, b_i ćěś 1, šő ćěś (śšěŕěŋĳ) řěğşńĳšăŋšă ŕő a ąşďěš řăćěŋ m, ă śšěŕěŋĳ ŕő b ąşďěš řăćŋă n.

Šěőřěňă Ąěğş. Ďćě ăńčěąřăĺůěśłĺě łřĺćżě ŋă ŕńőśłőśšĺ

f(x, y) = 0, deg f = n g(x, y) = 0, deg g = m, ĺňě¿źĺě łőŋěůŋőě ŕěřěśěůěŋĺě, ĺňě¿š ŋě ąőńěě mn őąźĺţ šőůěł.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ćżąěřěň őśĺ łőőřďĺŋăš t, u šăł, ůšőąż ćśě šőůłĺ ŕěřěśěůěŋĺ£ ŕřőěűĺřő-

ćăńĺśĳ ŋă řăğŋżě šőůłĺ őśĺ ăąśűĺśś. Ŕřĺ ¡šőň śšěŕěŋĺ ŋăÿĺţ łřĺćżţ ŋě ĺğňěŋ£šś£.

Řăśśňőšřĺň f ĺ g łăł ňŋőčőůńěŋż ŋăď łőńĳűőň C[t]. Šőčďă R(f, g) ∈ C[t]. Ěśńĺ ŕřĺ ŋěłőšőřőň t_0 ňŋőčőůńěŋż ĺňě¿š őąźĺľ łőřěŋĳ u_0, šő R(f, g) = 0 ĺ R(f, g) ĺňěěš łőřěŋĳ t_0, ĺ ŋăőąőřőš. Ğŋăůĺš, ůĺśńő šőůěł ŕěřěśěůěŋĺ£ ŋě ąőńĳÿě deg_t R(f,g).

Ŕşśšĳ f(t, u) = a_0(t)u^n + . . . + an(t) Šăł łăł deg f = n, šő deg_t a_i(t) 6 i. Ŕő¡šőňş, ć śĺńş ŕőśńěďŋěčő ğăňěůăŋĺ£, deg_t R(f,g) 6 mn.

�

Ğăňěůăŋĺě. Ĺğ ďőłăğăšěńĳśšćă ćĺďŋő, ůšő ěśńĺ ş ŋăÿĺţ łřĺćżţ ąőńĳÿě mn őąźĺţ šőůěł, šő

R(f, g) ≡ 0, ă śšăńő ążšĳ, ŕřĺ ń¿ąőň ğŋăůěŋĺĺ t ŋăÿĺ ňŋőčőůńěŋż ĺňě¿š őąźĺľ łőřěŋĳ, š.ě. ŕěřěśěůěŋĺě łřĺćżţ ś¿řžěłšĺćŋő ŕřőěűĺřşěšś£ ŋă őśĳ t. İšő őğŋăůăěš, ůšő ş ŋăÿĺţ łřĺćżţ ěśšĳ őąźă£ łőňŕőŋěŋšă.