Ăńčěąřă 7 23.10.97

Ďĺśłřĺňĺŋăŋš. Űěńżě ůĺśńă

Ůăśšĳ 1. Šěőřěňă Ŕăśłăń£.

Šěőřěňă. Šőůłĺ ŕěřěśěůěŋĺ£ ŕřőšĺćőŕőńőęŋżţ śšőřőŋ ÿěśšĺşčőńĳ-

ŋĺłă, ćŕĺśăŋŋőčő ć őłřşęŋőśšĳ S, ńěęăš ŋă őďŋőľ ŕř£ňőľ.

Ďőłăğăšěńĳśšćő: Ŕşśšĳ l_1, l_2, . . . , l_6 | ńĺŋěľŋżě şřăćŋěŋĺ£ śšőřőŋ ÿěśšĺşčőńĳŋĺłă, ğăŋşňěřőćăŋŋżţ ŕő ůăśőćőľ śšřěńłě. Šăłĺň őąřăğőň, l_i ∈

R[x, y]. Śăňĺ śšőřőŋż (šőůŋěě, ŕř£ňżě, ĺţ śőďěřęăźĺě) ňż ąşďěň őąő-

ğŋăůăšĳ šěňĺ ęě śĺňćőńăňĺ. Řăśśňőšřĺň łřĺćş¿ šřěšĳěľ śšěŕěŋĺ C_λ, ğăďăŋŋş¿ şřăćŋěŋĺěň l_1l_3l_5 − λl_2l_4l_6 = 0. Ŕěřěśěůěŋĺě C_λ ∩ S ğăćěďőňő śőďěřęĺš 6 ćěřÿĺŋ ŋăÿěčő ÿěśšĺşčőńĳŋĺłă. Ćőğĳňěň łăłş¿-ŋĺąşďĳ šőůłş A ∈ S, őšńĺůŋş¿ őš ¡šĺţ ćěřÿĺŋ, ĺ ŕőńőęĺň λ =^{l1l3l5(A)}_{l2l4l6(A)} . Šőčďă A ∈ C_λ, š.ě. ŕěřěśěůěŋĺě łćăďřĺłĺ S ĺ łşąĺłĺ C_λ śőďěřęĺš 7 šőůěł. Ŕő šěőřěňě Ąěğş ĺğ ŕřěďżďşźěľ ńěłűĺĺ ŕőńşůăěň S ⊂ C_λ. Ğŋăůĺš, C_λ = S ∪L, ŕřĺůěň ŕő śőőąřăęěŋĺ£ň śšěŕěŋĺ łřĺćă£ L őą£ğăŋă ążšĳ ŕř£ňőľ. Őďŋăłő šőůłĺ ŕěřěśěůěŋĺ£ ŕřőšĺćőŕőńőęŋżţ śšőřőŋ P_1 = l_1 ∩ l_4, P_2 = l_2 ∩ l_5, P_3 = l_3 ∩ l_6 ńěęăš ŋă C_λ, ŋő ŋě ńěęăš ŋă S. Ğŋăůĺš, őŋĺ ńěęăš ŋă ŕř£ňőľ L. �

Ůăśšĳ 2. Ďĺśłřĺňĺŋăŋš řăśÿĺřěŋĺ£ ŕőńěľ.

Ŋăŕőňŋĺň şšćěřęďěŋĺ£ ğăďăů 7,8 ł 7 őłš£ąř£ (¡šő ŕřőśšżě ğăďăůĺ, ĺţ őą£ğăšěńĳŋő ŋăďő řěÿĺšĳ).

Ŕşśšĳ L/K | łőŋěůŋőě řăśÿĺřěŋĺě ŕőńěľ, a ∈ L. Śńěď, őŕřěďěńĺšěńĳ ĺ ţăřăłšěřĺśšĺůěśłĺľ ňŋőčőůńěŋ K-ńĺŋěľŋőčő őŕěřăšőřă l → al, L → L, őąőğŋăůă¿šś£ śőőšćěšśšćěŋŋő ůěřěğ T r_{L/K}(a), N_{L/K}(a), χ_{L/K}(a, t) ĺ ŋăğżćă¿šś£ śńěďőň, ŋőřňőľ ĺ ţăřăłšěřĺśšĺůěśłĺň ňŋőčőůńěŋőň ¡ńěňěŋšă a ŋăď K. Ěśńĺ K ⊂ L ⊂ M | ąăÿŋ£ łőŋěůŋżţ řăśÿĺřěŋĺľ ĺ a ∈ M, šő ă) T r_{M/K}(a) = T r_{L/K}(T r_{M/L}(a)); b) N_{M/K}(a) = N_{L/K}(N_{M/L}(a));

c) χ_{M/K}(a, t) = N_{L(t)/K(t)}(χ_{M/L}(a, t)); d) Ňĺŋĺňăńĳŋżľ ňŋőčőůńěŋ ¡ńěňěŋšă a ŋăď K řăćěŋ ±χ_{K(a)/K}(a, t);

e) χ_{M/K}(a, t) £ćń£ěšś£, ś šőůŋőśšĳ¿ ďő ğŋăłă, śšěŕěŋĳ¿ ňĺŋĺňăńĳŋőčő ňŋőčőůńěŋă a ŋăď K;

f) Ěśńĺ M/K | řăśÿĺřěŋĺě Čăńşă ś čřşŕŕőľ Čăńşă G, šő T r_{M/K}(a) = ∑ g∈G g(a), N_{M/K}(a) = ∏ g∈G g(a), χ_{M/K}(a, t) = ∏ g∈G(g(a) − t). Ďăńěě, T r_{M/K}(a) = 0 ∀a ∈ M šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă řăśÿĺřěŋĺě M/K ŋěśěŕăřăąěńĳŋő. Ěśńĺ ęě řăśÿĺřěŋĺě M/K śěŕăřăąěńĳŋő, šő Kąĺńĺŋěľŋă£ ťőřňă ŋă M : B_{M/K}(x, y) := T r_{M/K}(xy) ŋěćżřőęďěŋă.

Ŋăŕřĺňěř, ŕşśšĳ K = Q ⊂ Q(i) = M. Šőčďă ďń£ z ∈ Q(i) ĺňěěň T r(z) = z + z, N(z) = zz, χ(z, t) = (z − t)(z − t), ă ňăšřĺűă ąĺńĺŋěľŋőľ ťőřňż B ć ąăğĺśě { 1, i } ĺňěěš ćĺď

(_2 0 0 −2 ) . Ŕřĺńőęěŋĺě. Ğăďăůă 6 ł 14 őłš£ąř£: ďőłăęěň, ůšő a_1 = 1, a_2 =^√2, a_3 = √ 3, a_4 = √ 5, a_5 = √ 6, a_6 = √ 10, a_7 = √ 15, a_8 = √ 30 ńĺŋěľŋő ŋěğăćĺśĺňż

ŋăď Q, š.ě. ůšő őŋĺ őąřăğş¿š ąăğĺś ŕőń£ M = Q(^√2,^√3,^√5) ŋăď K = Q.

Ďń£ ¡šőčő ďőśšăšőůŋő ŕřőćěřĺšĳ, ůšő 8 × 8-ňăšřĺűă ąĺńĺŋěľŋőľ ťőřňż B_{M/K}(a_i, a_j) ŋěćżřőęďěŋă. Ćżůĺśńĺň ěě. Ŕşśšĳ [M : K] = k. Šőčďă ďń£ řăűĺőŋăńĳŋőčő ůĺśńă q ĺňěěň T r_{M/K}(q) = kq, ŕő¡šőňş ŋă ďĺăčőŋăńĺ ŋăÿěľ ňăšřĺűż śšő£š ůĺśńă k, 2k, 3k, 5k, 6k, 10k, 15k, 30k. Ďőłăęěň, ůšő ćŋě ďĺăčőŋăńĺ śšő£š ŋşńĺ.

Ŋăŕřĺňěř, a_3a_5 = √ 3 · √ 6 = 3 √ 2. Ŋăďő ŕřőćěřĺšĳ, ůšő T r_{M/K}(3 √ 2) = 0. Ŕőńőęĺň L = Q( √ 2) ĺ řăśśňőšřĺň ąăÿŋ¿ ŕőńěľ M ⊃ L ⊃ K. Ŕő śćőľśšćş ă) śńěďőć ć ąăÿŋě ĺňěěň T r_{M/K}(3 √ 2) = T r_{L/K}(T r_{M/L}(3 √ 2)) = T r_{L/K}(3m √ 2) = 3m √ 2 − 3m √ 2 = 0, čďě m = [M : L].

Ĺšăł, ŋăÿă ňăšřĺűă ďĺăčőŋăńĳŋă, ă ğŋăůĺš, ŋěćżřőęďěŋă. Śńěďőćăšěńĳŋő, ¡ńěňěŋšż a_1, . . . , a_8 ńĺŋěľŋő ŋěğăćĺśĺňż. �

Őŕřěďěńěŋĺě. Ďĺśłřĺňĺŋăŋšőň D(β_1, . . . , β_n) ąăğĺśă řăśÿĺřěŋĺ£ ŕőńěľ

L : K ŋăğżćăěšś£ őŕřěďěńĺšěńĳ ňăšřĺűż B = ‖T r_{L/K}(β_iβ_j)‖.

Ŕşśšĳ { α_1, . . . , α_n } | ďřşčőľ ąăğĺś ŕőń£ L ŋăď K, ĺ C = (c_ij) | ňăšřĺűă ŕěřěţőďă, š.ě. α_i = ∑n j=1 c_{ij}β_j. Ŕşśšĳ A = ‖T r_{L/K}(α_i, α_j)‖ | ňăšřĺűă ťőřňż śńěďă ć ąăğĺśě { α_1, . . . , α_n }. Šőčďă ńĺŋěľŋă£ ăńčěąřă şůĺš ŋăś, ůšő A = C^T BC ĺ D(α_1, . . . , α_n) = det^2 C · D(β_1, . . . , β_n).

Şšćěřęďěŋĺě. Ŕşśšĳ L : K | řăśÿĺřěŋĺě Čăńşă ś čřşŕŕőľ Čăńşă G =

{ g_1, . . . , g_n }. Ŕşśšĳ { α_1, . . . , α_n } | ąăğĺś L ŋăď K. Šőčďă D(α_1, . . . , α_n) = det^2 ‖g_i(α_j)‖.

Ďőłăğăšěńĳśšćő: Ŕő śćőľśšćş f) śńěďőć ć řăśÿĺřěŋĺĺ Čăńşă ĺňěěň A = ‖T r(α_iα_j )‖ = ‖ ∑n k=1 g_k(α_iα_j)‖ = X^T X, čďě X = ‖g_i(α_j)‖. �

Ŕřěďńőęěŋĺě. Ŕşśšĳ L : K | řăśÿĺřěŋĺě Čăńşă, β ∈ L | ŕřĺňĺšĺć-

ŋżľ ¡ńěňěŋš, f ∈ K[t] | şŋĺšăřŋżľ ňĺŋĺňăńĳŋżľ ňŋőčőůńěŋ ¡ńěňěŋšă β (ć ůăśšŋőśšĺ, deg f = n). Šőčďă D(1, β, . . . , β^{n−1}) = D(f) = (−1) n(n�1)_2 N_{L/K}(f^′(β)) Łśšăšĺ, f^′(β) ŋăğżćăěšś£ ďĺťťěřěŋšőľ, š.ě. ďĺśłřĺňĺŋăŋš £ćń£ěšś£ ŋőřňőľ ďĺťťěřěŋšż.

Ďőłăğăšěńĳśšćő: D(1, β, . . . , β^{n−1}) = det^2 ‖g_i(β^j )‖ = det^2 ‖(g_i(β))^j‖ = = ∏ i>k(g_i(β) − g_j(β))^2 = D(f). Ňěęďş šěň, N_{L/K}(f^′(β)) = ∏n i=1 g_i(f^′(β)) = ∏n i=1 f^′(g_i(β)). Ŋő g_1(β), . . .g_n(β) | ¡šő ňŋőęěśšćő łőřŋěľ ňŋőčőůńěŋă f.

Łăł ňż ćĺďěńĺ ć ŕřőÿńőľ ńěłűĺĺ ŕřĺ ćżůĺśńěŋĺĺ ďĺśłřĺňĺŋăŋšă ňŋőčőůńěŋă, ∏n i=1 f^′(g_i(β)) = ∏ i≠j (gi(β) − gj(β)). Ďőłăğăšěńĳśšćő őłőŋůěŋő.

Ůăśšĳ 3. Űěńżě ăńčěąřăĺůěśłĺě ůĺśńă.

Őŕřěďěńěŋĺě. Ůĺśńő α ∈ C ŋăğżćăěšś£ ăńčěąřăĺůěśłĺň, ěśńĺ őŋő £ćń£-

ěšś£ łőřŋěň ňŋőčőůńěŋă ś űěńżňĺ łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ. Ăńčěąřăĺůěśłőě ůĺśńő ŋăğżćăěšś£ űěńżň (ăńčěąřăĺůěśłĺň), ěśńĺ őŋő £ćń£ěšś£ łőřŋěň ňŋőčőůńěŋă ś űěńżňĺ łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ ĺ śšăřÿĺň łő¡ťťĺűĺěŋšőň 1, š.ě şŋĺšăřŋőčő űěńőůĺśńěŋŋőčő ňŋőčőůńěŋă.

Ŋăŕřĺňěř, ůĺśńő^{−1+√−3}_2 | űěńőě (¡šő łőřěŋĳ ňŋőčőůńěŋă x^3 − 1), ă ůĺśńő 1 2 | ŋě űěńőě. Ćőőąźě, ěśńĺ řăűĺőŋăńĳŋőě ůĺśńő q £ćń£ěšś£ łőřŋěň ňŋőčőůńěŋă x^n + a_1x^{n−1} + . . . + a_n ś űěńżňĺ łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ, šő q ∈ Z(ĺŋăůě ğŋăňěŋăšěńĳ q^n ŋĺ ś ůěň ŋě ňőč ąż śőłřăšĺšĳś£).

Ğăňěŋ££ łőńĳűő Zć ŕřěďżďşźěň őŕřěďěńěŋĺĺ ŋă ŕřőĺğćőńĳŋőě łőńĳűő A ⊂

C , ŕőńşůăěň őŕřěďěńěŋĺě ůĺśńă űěńőčő ŋăď A.

Čőćőř£š, ůšő łőńĳűő B ⊃ A £ćń£ěšś£ łőŋěůŋżň A-ňőďşńěň, ěśńĺ ŋăľďěšś£ łőŋěůŋőě ňŋőęěśšćő { β_1, . . . , β_n } ⊂ B šăłőě, ůšő ćś£łĺľ ¡ńěňěŋš β ∈ B ćżřăęăěšś£ ć ćĺďě β = α_1β_1+. . .+α_nβ_n ďń£ ŋěłőšőřżţ α_1, . . . , α_n ∈ A. İšő ăŋăńőč ŕőŋ£šĺ£ łőŋěůŋőčő řăśÿĺřěŋĺ£ ŕőńěľ (łőŋěůŋőňěřŋőčő ćěłšőřŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă ŋăď ŕőńěň).

Šěőřěňă. ă) Ěśńĺ ůĺśńő β űěńőě ŋăď łőńĳűőň A, šő łőńĳűő A[β] £ćń£ěšś£

łőŋěůŋżň A-ňőďşńěň;

b) Ěśńĺ łőńĳűő B ⊃ A £ćń£ěšś£ łőŋěůŋżň A-ňőďşńěň, šő ń¿ąőě ůĺśńő β ∈ B £ćń£ěšś£ űěńżň ŋăď A.

Ďőłăğăšěńĳśšćő: ă) Ŕşśšĳ β £ćń£ěšś£ łőřŋěň ňŋőčőůńěŋă x^n + α_1x^{n−1} + . . . + α_n. Šőčďă ć łăůěśšćě śĺśšěňż őąřăğş¿źĺţ łőńĳűă A[β] ňőęŋő ćğ£šĳ ňŋőęěśšćő { 1, β, . . . , β^{n−1} }. Ŋăŕřĺňěř, β^n = −α_1β^{n−1} − . . . − α_n · 1.

b) Ŕşśšĳ { β_1, . . . , β_n } | śĺśšěňă őąřăğş¿źĺţ B ŋăď A. Šőčďă β · β_i = ∑n j=1 α_{ij}β_j ďń£ ŋěłőšőřżţ α_{ij} ∈ A. Ĺŋăůě čőćőř£, ňăšřĺűă X = ‖α_{ij}‖−βId c ¡ńěňěŋšăňĺ ĺğ B ăŋŋşńĺřşěš ćś£łş¿ őąřăğş¿źş¿ β_i. Ěśńĺ ďőňŋőęĺšĳ ¡šş ňăšřĺűş śńěćă ŋă ňăšřĺűş Y , śőśšő£źş¿ ĺğ ăńčěąřăĺůěśłĺţ ďőŕőńŋěŋĺľ, ŕőńşůĺň Y X = det(X)Id. Šăłĺň őąřăğőň, det(X) ∈ B ăŋŋşńĺřşěš ćśě őąřăğş¿źĺě β_i, ă ğŋăůĺš ĺ ćśě łőńĳűő B, őšłşďă det(X) = 0. Ŋő det(X) | ŋě ůšő ĺŋőě, łăł ţăřăłšěřĺśšĺůěśłĺľ ňŋőčőůńěŋ χ(‖α_{ij} ‖, β). Őŋ ĺňěěš śšăřÿĺľ łő¡ťťĺűĺěŋš 1 ĺ ćśě őśšăńĳŋżě łő¡ťťĺűĺěŋšż ĺğ A. �

Śńěďśšćĺě. ă) Śşňňă ĺ ŕřőĺğćěďěŋĺě ďćşţ űěńżţ ăńčěąřăĺůěśłĺţ ůĺśěń

£ćń£ěšś£ űěńżň ăńčěąřăĺůěśłĺň;

b) Ěśńĺ α | łőřěŋĳ ňŋőčőůńěŋă x^n + α_1x^{n−1} + . . . + α_n, čďě α_1, . . . , α_n | űěńżě ăńčěąřăĺůěśłĺě, šő α šőęě űěńőě ăńčěąřăĺůěśłőě.

Ďőłăğăšěńĳśšćő: Ěśńĺ łőńĳűő B £ćń£ěšś£ łőŋěůŋżň A-ňőďşńěň, ă łőńĳűő C £ćń£ěšś£ łőŋěůŋżň B-ňőďşńěň, šő C £ćń£ěšś£ łőŋěůŋżň A-ňőďşńěň: ć łăůěśšćě śĺśšěňż őąřăğş¿źĺţ C ŋăď A ňőęŋő ćğ£šĳ { β_iγ_j }, čďě { β_i } | ňŋőęěśšćő őąřăğş¿źĺţ B ŋăď A, a { γ_j } | ňŋőęěśšćő őąřăğş¿źĺţ C ŋăď B. �