Ăńčěąřă 8 30.10.97

Ĺďěăńż

Ůăśšĳ 1. Ďĺśłřĺňĺŋăŋš ĺďěăńă.

Ŕşśšĳ F | ůĺśńőćőě ŕőńě, š.ě. łőŋěůŋőě řăśÿĺřěŋĺě Q. Łőńĳűő űěńżţ ăńčěąřăĺůěśłĺţ ůĺśěń, śőďěřęăźĺţś£ ć F , ąşďěň őąőğŋăůăšĳ A = O(F ). Ŋăŕřĺňěř, O(Q( √ −3)) = Z[ω] = Z[^{−1+√−3}_2 ], a O(Q( √ −5)) =

Z[^√−5]. Ŕőńě F £ćń£ěšś£ ŕőńěň ůăśšŋżţ śćőěčő łőńĳűă űěńżţ A: ěśńĺ

α ∈ F şďőćńěšćőř£ěš şřăćŋěŋĺ¿ a_0α^n + a_1α^{n−1} + . . . + a_n = 0 c űěńżňĺ łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ a_0, a_1, . . . , a_n ∈ Z, šő a_0α şďőćńěšćőř£ěš şęě şŋĺšăřŋőňş şřăćŋěŋĺ¿ ś űěńżňĺ łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ.

Ěśńĺ I ⊂ A | ĺďěăń, šő ňőęŋő ćżąřăšĳ ąăğĺś ŕőń£ F ŋăď Q ĺğ ¡ńěňěŋšőć β_1, . . . , β_n, ńěęăźĺţ ć I. Ć śăňőň ďěńě, ŕşśšĳ α_1, . . . , α_n | łăłőľ-šő ąăğĺś F : Q. Ćőğĳňěň łăłőě-ŋĺąşďĳ űěńőě ůĺśńő a šăł, ůšőąż aα_1, . . . aα_n ∈ A. Ćőğĳňěň ěźě łăłőě-ŋĺąşďĳ ůĺśńő γ ∈ I. Šőčďă β_1 := γaα_1, . . . , β_n := γaα_n şęě ńěęăš ć I ĺ ŕő-ŕřěęŋěňş śőśšăćń£¿š ąăğĺś F : Q.

Ěśńĺ β_1, . . . , β_n ∈ I ⊂ A | ąăğĺś F : Q, šő ďĺśłřĺňĺŋăŋš ¡šőčő ąăğĺśă £ćń£ěšś£ űěńżň ůĺśńőň: D(β_1, . . . , β_n) ∈ Z(ŕőšőňş ůšő śńěď T r_{F/}Q(β) űěńőčő ůĺśńă £ćń£ěšś£ űěńżň). Ŕő¡šőňş śřěďĺ ćśěţ ąăğĺśőć β_1, . . . , β_n ∈ I śşźěśšćş¿š ąăğĺśż ś ňĺŋĺňăńĳŋżň ŕő ňőďşń¿ ďĺśłřĺňĺŋăŋšőň.

Proclaim Šěőřěňă. Ŕşśšĳ β_1, . . . , β_n ∈ I | ąăğĺś F : Q c ňĺŋĺňăńĳŋżň ŕő ňőďşń¿ ďĺśłřĺňĺŋăŋšőň. Šőčďă I = Zβ_1⊕. . .⊕Zβ_n, š.ě. I £ćń£ěšś£ śćőąőďŋżň Z-ňőďşńěň ś ąăğĺśőň β_1, . . . , β_n.

Ďőłăğăšěńĳśšćő: Ŕşśšĳ I ∋ β = c_1β_1 + . . . + c_nβ_n, c_i ∈ Q. Ňż ţőšĺň ďőłăğăšĳ, ůšő ŋă śăňőň ďěńě ćśě c_i ńěęăš ć Z. Ěśńĺ ¡šő ŋě šăł, ňőęŋő śůĺšăšĳ, ůšő c_1 ∉ Z. Ŕşśšĳ c_1 = [c_1] + { c_1 } | řăğńőęěŋĺě ŋă űěńş¿ ĺ ďřőąŋş¿ ůăśšĳ, 0 < { c_1 } < 1. Řăśśňőšřĺň ŋőćżľ ąăğĺś α_1 = β − [c_1]β_1, α_2 = β_2, . . . , α_n = β_n ŕőń£ F ŋăď Q. Őůěćĺďŋő, α_i ∈ I. Ňăšřĺűă ŕěřěţőďă őš śšăřőčő ąăğĺśă ł ŋőćőňş ćěřţŋěšřěşčőńĳŋă, ĺ ŋă ďĺăčőŋăńĺ ş ŋěě śšő£š { c_1 }, 1, . . . , 1. Ğŋăůĺš, őŕřěďěńĺšěńĳ ňăšřĺűż ŕěřěţőďă řăćěŋ { c_1 }. Łăł ňż ğŋăěň ĺğ ŕřőÿńőľ ńěłűĺĺ, D(α_1, . . . , α_n) = { c_1 }^2D(β_1, . . . , β_n). Őšś¿ďă |D(α_1, . . . , α_n)| < |D(β_1, . . . , β_n)| | ŕřőšĺćőřěůĺě. �

Ŕşśšĳ β_1, . . . , β_n ∈ I ĺ β^′_1, . . . , β^′_n ∈ I | ďćă ąăğĺśă I ŋăď Z. Šőčďă ňăšřĺűă ŕěřěţőďă őš őďŋőčő ąăğĺśă ł ďřşčőňş, řăćŋő łăł ĺ ěě őąřăšŋă£, ĺňě¿š űěńżě łő¡ťťĺűĺěŋšż. İšő őğŋăůăěš, ůšő ĺţ őŕřěďěńĺšěńĺ řăćŋż ±1. Ŕő¡šőňş D(β_1, . . . , β_n) = D(β^′_1, . . . , β^′_n) =: D(I) ∈ Z. İšő łőřřěłšŋő őŕřěďěńěŋŋőě űěńőě ůĺśńő ŋăğżćăěšś£ ďĺśłřĺňĺŋăŋšőň ĺďěăńă I. Ć ůăśšŋőśšĺ, ążćăěš ďĺśłřĺňĺŋăŋš ĺ ş śăňőčő łőńĳűă A. Ŋăŕřĺňěř, D(Z[ √ −1]) = −4.

Ůăśšĳ 2. Ĺďěăńż.

Ĺďěăń I ⊂ A ŋăğżćăěšś£ čńăćŋżň, ěśńĺ őŋ śőśšőĺš ĺğ ćśěţ łřăšŋżţ ůĺśńă α ∈ A : I = { βα, β ∈ A }. Šőčďă őŋ őąőğŋăůăěšś£ (α) ⊂ A. Łăł ňż ŕřőţőďĺńĺ ŋă ŕěřćőň ğăŋ£šĺĺ, ć ěćłńĺďőćżţ łőńĳűăţ ćśě ĺďěăńż čńăćŋżě. Ŋő ŋăŕřĺňěř ĺďěăń (2, 1 + √ −5) ⊂ Z[ √ −5], ŕőřőęďěŋŋżľ ďćşň£ ůĺśńăňĺ: 2 ĺ 1 + √ −5, ŋě £ćń£ěšś£ čńăćŋżň. Łăł ňż ćśłőřě şćĺďĺň, ¡šő £ćńěŋĺě ŋăŕř£ňş¿ ść£ğăŋő ś ŋěőďŋőğŋăůŋőśšĳ¿ řăğńőęěŋĺ£ ŋă ŕřőśšżě ňŋőęĺšěńĺ: 6 = 2 · 3 = (1 + √ −5) · (1 − √ −5).

Ňŋőęěśšćő łńăśśőć ¡łćĺćăńěŋšŋőśšĺ ŕő őšŋőÿěŋĺ¿ α ∼ β ⇔ α−β ∈ I ŋăśńěďşěš őš A śšřşłšşřş łőńĳűă ĺ ŋăğżćăěšś£ ťăłšőřłőńĳűőň A/I. Ŋăŕřĺňěř, Z/(n) = Z/nZ| őążůŋőě łőńĳűő őśšăšłőć ŕő ňőďşń¿ n. Ŕő ăŋăńőčĺĺ ś ŕőŋ£šĺěň ŕřőśšőčő ůĺśńă ććőďĺšś£ ŕőŋ£šĺě ŕřőśšőčő ĺďěăńă: I ⊂ A ŋăğżćăěšś£ ŕřőśšżň, ěśńĺ ĺğ α · β ∈ I śńěďşěš, ůšő ńĺąő α ∈ I, ńĺąő β ∈ I. Ŋăŕřĺňěř, čńăćŋżľ ĺďěăń (γ) ⊂ A ŕřőśš šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă ůĺśńő γ ∈ A ŕřőśšőě. Ěźě ŕřőśšőšş ĺďěăńă I ňőęŋő śťőřňşńĺřőćăšĳ ć šěřňĺŋăţ ťăłšőřłőńĳűă A/I : I ŕřőśš šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă ć łőńĳűě A/I ŋěš ďěńĺšěńěľ ŋşń£.

Ěśńĺ ęě ťăłšőřłőńĳűő A/I £ćń£ěšś£ ŕőńěň, šő ĺďěăń I ⊂_≠ A ňăłśĺ-

ňăńĳŋżľ, š.ě. ěśńĺ I ⊂ J ⊂_≠ A (ćłń¿ůěŋĺě ĺďěăńőć), šő I = J. Őąřăšŋőě šőęě ćěřŋő. Ć śńşůăě A = Zňăłśĺňăńĳŋżě ĺ ŕřőśšżě ĺďěăńż | ¡šő őďŋő ĺ šő ęě. Ŋő ćőőąźě čőćőř£, ążćă¿š ŕřőśšżě ŋěňăłśĺňăńĳŋżě ĺďěăńż, ŋăŕřĺňěř, ĺďěăń (x^2 − y^3) ⊂ C [x, y]. Ŕřőśšőľ őŋ ŕőšőňş, ůšő ňŋőčőůńěŋ x^2 − y^3 ŋěřăğńőęĺň, ă ŋěňăłśĺňăńĳŋżľ ŕőšőňş, ůšő łńăśś x ∈ C [x, y]/(x^2 − y^3) ŋěőąřăšĺň.

Ĺďěăńż ňőęŋő ŕěřěśěłăšĳ: ěśńĺ I, J ⊂ A | ĺďěăńż, šő I ∩ J | šőęě ĺďěăń. Ěźě ĺţ ňőęŋő śłńăďżćăšĳ: I +J := { α+β | α ∈ I, β ∈ J }, ¡šő šőęě ĺďěăń. Ŋăłőŋěű, ĺţ ňőęŋő ŕěřěňŋőęăšĳ: I · J := { α_1 · β_1 + . . . + α_k ·β_k | α_i ∈ I, β_i ∈ J }; ĺ ¡šő šőęě ĺďěăń. Ŋăŕřĺňěř, ć łőńĳűě Z[ √ −5] ĺňěěň (2) + (1 + √ −5) = (2, 1 + √ −5); (2) · (2) = (4); (2) ∩ (2) = (2).