Ăńčěąřă 9 06.11.97

Ůăśšĳ 1. Őśŋőćŋżě śćőľśšćă.

Ňőďşńĳ M ŋăď łőńĳűőň A ŋăğżćăěšś£ łőŋěůŋőŕőřőęďěŋŋżň, ěśńĺ ĺňěěšś£ łőŋěůŋőě ŕőďňŋőęěśšćő (őąřăğş¿źĺě) { m_1, . . . , m_k } ⊂ M šăłőě, ůšő ń¿- ąőľ ¡ńěňěŋš m ∈ M ćżřăęăěšś£ ć ćĺďě a_1m_1 + . . . + a_km_k , a_i ∈ A. Ěśńĺ ňőďşńĳ M ŕőřőęďěŋ ěďĺŋśšćěŋŋőľ őąřăğş¿źěľ m, őŋ ŋăğżćăěšś£ űĺłńĺůěśłĺň. Ŋăŕřĺňěř, űĺłńĺůěśłĺě ňőďşńĺ ŋăď Z| ¡šő ć šőůŋőśšĺ űĺłńĺůěśłĺě ăąěńěćż čřşŕŕż. Ćś£łĺľ űĺłńĺůěśłĺľ ňőďşńĳ M ĺğőňőřťěŋ ťăłšőřş A/I ŕő ŋěłőšőřőňş ĺďěăńş: I = { a ∈ A | aM = 0 }. Łśšăšĺ, ćś£łĺľ ĺďěăń £ćń£ěšś£ ŕőďňőďşńěň ć A, řăśśňăšřĺćăěňőň łăł ňőďşńĳ ŋăď śőąőľ.

Űĺłńĺůěśłĺľ ňőďşńĳ £ćń£ěšś£ ăŋăńőčőň őďŋőňěřŋőčő ćěłšőřŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă ŋăď ŕőńěň. Ăŋăńőčőň ąăğĺśă £ćń£ěšś£ śĺśšěňă ŋěğăćĺśĺňżţ őąřăğş¿źĺţ: { m_1, . . . , m_k } ⊂ M ŋăğżćă¿šś£ ŋěğăćĺśĺňżňĺ, ěśńĺ ĺğ řăćěŋśšćă a_1m_1 + . . . + a_km_k = 0 ćżšěłăěš a_1m_1 = . . . = a_km_k = 0. Ć ¡šőň śńşůăě ŕőďňőďşńĳ (m_1, . . . , m_k) ⊂ M, ŕőřőęďěŋŋżľ m_1, . . . , m_k, £ćń£ěšś£ ŕř£ňőľ śşňňőľ űĺłńĺůěśłĺţ ŕőďňőďşńěľ, ŕőřőęďěŋŋżţ m_i, š.ě. (m_1, . . . , m_k) = (m_1) ⊕ . . . ⊕ (m_k).

Ćőőąźě čőćőř£, ŋě ćś£łĺľ ňőďşńĳ őąńăďăěš śĺśšěňőľ ŋěğăćĺśĺňżţ őąřăğş¿źĺţ. Ŋăŕřĺňěř, ć ňăłśĺňăńĳŋőň ĺďěăńě (x, y) ⊂ C [x, y], řăśśňăšřĺćăěňőň łăł ňőďşńĳ ŋăď C [x, y], ŋěńĳğ£ ćżąřăšĳ ŋěğăćĺśĺňżě őąřăğş¿źĺě (ŕřőćěřĳšě!). Ňőďşńĳ M ĺňěěš śĺśšěňş ŋěğăćĺśĺňżţ őąřăğş¿źĺţ šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă őŋ ĺğőňőřťěŋ ŕř£ňőľ śşňňě űĺłńĺůěśłĺţ ňőďşńěľ: M = A/I_1 ⊕ . . . ⊕ A/I_k. Ňőďşńĳ M ŋăğżćăěšś£ ŕěřĺőďĺůěśłĺň, ěśńĺ ∃a ∈ A, a ≠ 0 | aM = 0. Šăłőľ a ŋăğżćăěšś£ ŕěřĺőďőň M. Ňŋőęěśšćő ćśěţ ŕěřĺőďőć (ĺ ěźě ŋşńĳ) őąřăğşěš ĺďěăń Ann(M) ⊂ A, ŋăğżćăěňżľ ăŋŋşń£šőřőň M. Őąřăšŋő, ďń£ ďăŋŋőčő ĺďěăńă I ⊂ A ěčő ăŋŋşń£šőř M_I ⊂ M | ¡šő ŕőďňőďşńĳ, ăŋŋşńĺřşěňżľ ćśěňĺ ¡ńěňěŋšăňĺ I. Ňőďşńĳ M ŋăğżćăěšś£ łőŋěůŋżň, ěśńĺ őŋ łőŋěůŋőŕőřőęďěŋ ĺ ŕěřĺőďĺůěŋ. Ŋăŕřĺňěř, łőŋěůŋżě Z-ňőďşńĺ | ¡šő ć šőůŋőśšĺ łőŋěůŋżě ăąěńěćż čřşŕŕż, ă łőŋěůŋżľ C [t]-ňőďşńĳ | ¡šő šő ęě śăňőě, ůšő łőŋěůŋőňěřŋőě C -ćěłšőřŋőě ŕřőśšřăŋśšćő V ś ďěľśšćĺěň ńĺŋěľŋőčő őŕěřăšőřă T : V → V .

Ůăśšĳ 2. Ňőďşńĺ ŋăď łőńĳűăňĺ čńăćŋżţ ĺďěăńőć.

Šěőřěňă. Ŕşśšĳ A | łőńĳűő čńăćŋżţ ĺďěăńőć. Šőčďă ń¿ąőľ łőŋěů-

ŋżľ ňőďşńĳ M ŋăď A őąńăďăěš śĺśšěňőľ ŋěğăćĺśĺňżţ őąřăğş¿źĺţ, š.ě. £ćń£ěšś£ ŕř£ňőľ śşňňőľ űĺłńĺůěśłĺţ ňőďşńěľ.

Ďőłăğăšěńĳśšćő: Ŕşśšĳ a ∈ A | ŕěřĺőď M, š.ě. M = M_{(a)}. Ňż ąşďěň ďń£ łřăšłőśšĺ ŕĺśăšĳ M_a ćňěśšő M_{(a)}. Řăğńőęĺň a ć ŕřőĺğćěďěŋĺě ćğăĺňŋő ŕřőśšżţ ¡ńěňěŋšőć: a = bc.

Ńěňňă. M = M_a = M_b ⊕ M_c.

Ďőłăğăšěńĳśšćő: Šăł łăł A | łőńĳűő čńăćŋżţ ĺďěăńőć, ŋăľďşšś£ x, y ∈ A šăłĺě, ůšő bx+cy = 1. Ŕřěďśšăćĺň m ∈ M ć ćĺďě m = 1·m = (bx+cy)·m = bx · m + cy · m. Ŕěřćőě śńăčăěňőě ńěęĺš ć M_c (šăł łăł c(bx · m) = cbx · m = ax · m = a(x · m) = 0), ă ćšőřőě | ć M_b. Ğŋăůĺš, M = M_b + M_c. Ŋő M_b ∩ M_c = 0: ěśńĺ bm = cm = 0, šő m = xb · m + yc · m = 0. Ĺšăł, M = M_a = M_b ⊕ M_c. �

Ěśńĺ šěŕěřĳ a = p^{n1}_1 ·p^{nk}_k | řăğńőęěŋĺě a ŋă ŕřőśšżě ňŋőęĺšěńĺ, šő ŕřĺňěŋ££ Ńěňňş ŋěśłőńĳłő řăğ, ŕőńşůăěň M = M_a = M_pn1_1 ⊕ . . . ⊕ M_pnk_k . Ąşďěň őąőğŋăůăšĳ M(p) ⊂ M ŕőďňŋőęěśšćő ¡ńěňěŋšőć, ăŋŋşńĺřşěňżţ łăłőľŋĺąşďĳ śšěŕěŋĳ¿ ŕřőśšőčő p. Őůěćĺďŋő, M(p) £ćń£ěšś£ ŕőďňőďşńěň M. Ĺšăł, ňż ŕőńşůĺńĺ řăğńőęěŋĺě M = M(p_1) ⊕ . . .⊕ M(p_k). Šěŕěřĳ őśšăńőśĳ ďń£ ŕřőśšőčő p řăğńőęĺšĳ M(p) ć ŕř£ňş¿ śşňňş űĺłńĺůěśłĺţ ňőďşńěľ. Ĺŋżňĺ śńőćăňĺ, ňż ňőęěň śůĺšăšĳ, ůšő M = M(p). Ąşďěň čőćőřĺšĳ, ůšő m ∈ M ĺňěěš ŕěřĺőď p^r, ěśńĺ p^r · m = 0, a p^{r−1} · m ≠ 0.

Ńěňňă. Ŕşśšĳ p^r | šőůŋżľ ŕěřĺőď M, š.ě. p^rM = 0, a p^{r−1}M ≠

0. Ćőğĳňěň m ∈ M ŕěřĺőďă p^r ĺ řăśśňőšřĺň ŕőřőęďěŋŋżľ ĺň ŕőďňőďşńĳ (m) ⊂ M. Őąőğŋăůĺň śőőšćěšśšćş¿źĺľ ťăłšőřňőďşńĳ ůěřěğ M = M/(m). Ŕşśšĳ y_1, . . . , y_k ∈ M ŋěğăćĺśĺňż ĺ ĺňě¿š ŕěřĺőďż, śőőšćěšśšćěŋŋő, p^{n1} , . . . , p^{nk} . Šőčďă ŋăľďşšś£ ŕřěďśšăćĺšěńĺ y_1, . . . , y_k ∈ M, ĺňě- ¿źĺě šě ęě ŕěřĺőďż, ĺ šăłĺě ůšő m, y_1, . . . , y_k ŋěğăćĺśĺňż ć M.

Ďőłăğăšěńĳśšćő: Ŕşśšĳ y^′_1 | łăłőľ-ŋĺąşďĳ ŕřěďśšăćĺšěńĳ y_1 ć M. Šőčďă p^{n1} · y^′_1 ∈ (m), š.ě. p^{n1} y^′_1 = a · m. Ŕřěďśšăćĺň a ć ćĺďě a = p^s_1b, čďě b ŋě ďěńĺšś£ ŋă p. Ěśńĺ s = r, šő p^{n1} · y^′_1 = 0, ŋő p^{n1−1}y^′_1 ≠ 0, šăł łăł ďăęě ěčő őąřăğ ć M ŋě řăćěŋ ŋşń¿. Ğŋăůĺš, y^′_1 ĺňěěš ŕěřĺőď n_1, ĺ ňż ŕőńăčăěň y_1 := y^′_1. Ěśńĺ ęě s < r, šő p^{r−s}(p^{n1} · y^′_1) = 0, a p^{r−s−1}(p^{n1} · y^′_1) ≠ 0, őšłşďă ŕěřĺőď y^′_1 řăćěŋ p^{r−s+n1} 6 p^r ⇒ n_1 6 s. Ŕőńőęĺň y_1 := y^′_1 − p^{s−n1}_1 b · m. Šěŕěřĳ p^{n1} y_1 = p^{n1} ·y^′_1 −p^sb·m = 0. Ăŋăńőčĺůŋő ćżąěřěň ĺśłőňżě ŕőďžěňż y_i. Őśšăńőśĳ ŕřőćěřĺšĳ ŋěğăćĺśĺňőśšĳ. Ŕşśšĳ am + a_1y_1 + . . . + a_ky_k = 0. Šőčďă ć ňőďşńě M ĺňěěň a_1y_1 + . . . + a_k y_k = 0, őšłşďă a_iy_i = 0 ⇒ a_i ďěńĺšś£ ŋă p^{ni} ⇒ a_iy_i = 0 ⇒ am = 0. �

Ğăłőŋůĺň ďőłăğăšěńĳśšćő Šěőřěňż. Ğăňěšĺň, ůšő ŕőďňőďşńĳ M_p ⊂ M £ćń£ěšś£ łőŋěůŋőňěřŋżň ćěłšőřŋżň ŕřőśšřăŋśšćőň ŋăď ŕőńěň A/(p). Ć şśńőćĺ£ţ ŕřěďżďşźěľ Ńěňňż dim M_p > dim M_p: ąăğĺś { z_1, . . . , z_k } ⊂ M_p ňőęŋő ŕőďŋ£šĳ ďő (ńĺŋěľŋő) ŋěğăćĺśĺňżţ ¡ńěňěŋšőć z_1, . . . , z_k ∈ M_p, ŋő śćěřţ šőčő šăň śőďěřęĺšś£ p^{r−1}m, łőšőřżľ ńĺŋěľŋő ŋěğăćĺśĺň őš z_1, . . . , z_k. Šěŕěřĳ ňőęŋő ćőśŕőńĳğőćăšĳś£ ĺŋďşłűĺěľ ŕő dim M_p. Ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő y_1, . . . , y_k | śĺśšěňă ŋěğăćĺśĺňżţ őąřăğş¿źĺţ M. Šőčďă x, y_1, . . . , y_k | śĺśšěňă ŋěğăćĺśĺňżţ őąřăğş¿źĺţ M. Ďőłăğăšěńĳśšćő Šěőřěňż ğăłőŋůěŋő.

Ğăňěůăŋĺě. Ĺšăł, ňż ŕőńşůĺńĺ řăğńőęěŋĺě ć ďćă ¡šăŕă: śŋăůăńă

łăŋőŋĺůěśłőě řăğńőęěŋĺě M = M_a = ⨁ pi|a M(pi), ă ŕőšőň łăłőě-šő

řăğńőęěŋĺě M(p_i) ≃ ⨁ j¿1(A/(p^ji ))^{⊕nij} . Şšćěřęďăěšś£, ůšő łřăšŋőśšĺ

n_{ij} őŕřěďěńěŋż őďŋőğŋăůŋő. Ć śăňőň ďěńě, ńěčłő ćĺďěšĳ, ůšő dim M_{pi} = ∑ j¿1 nij , dim(M/Mpi )pi =^∑j¿2 nij , dim((M/Mpi )/(M/Mpi )pi )pi =^∑j¿3 nij ĺ šăł ďăńěě.

Ůăśšĳ 3. Ŕřĺńőęěŋĺ£.

Ŕşśšĳ A = Z. Šőčďă Šěőřěňă őğŋăůăěš, ůšő ćś£łă£ łőŋěůŋă£ ăąěńěćă čřşŕŕă řăğńăčăěšś£ ć ŕř£ňş¿ śşňňş űĺłńĺůěśłĺţ čřşŕŕ ćĺďă Z/p^jZ. Ŋă śăňőň ďěńě ŕřĺňěřŋő šăł ęě ďőłăğżćăěšś£, ůšő ćś£łă£ łőŋěůŋőŕőřőęďěŋŋă£ ăąěńěćă čřşŕŕă řăğńăčăěšś£ ć ŕř£ňş¿ śşňňş łőŋěůŋżţ űĺłńĺůěśłĺţ čřşŕŕ ĺ śćőąőďŋżţ űĺłńĺůěśłĺţ čřşŕŕ. Ś ŕřĺňěřőň šăłőčő řăğńőęěŋĺ£ ňż şęě śšăńłĺćăńĺśĳ: ćś£łĺľ ĺďěăń łőńĳűă űěńżţ ůĺśńőćőčő ŕőń£ £ćń£ěšś£ ŕř£ňőľ śşňňőľ śćőąőďŋżţ űĺłńĺůěśłĺţ čřşŕŕ.

Ŕşśšĳ A = C [t]. Šăł łăł ćśě ŋěřăğńőęĺňżě ňŋőčőůńěŋż ŋăď C | ńĺŋěľŋżě, Šěőřěňă őğŋăůăěš, ůšő ćś£łĺľ łőŋěůŋżľ C [t]-ňőďşńĳ řăğńăčăěšś£ ć ŕř£ňş¿ śşňňş űĺłńĺůěśłĺţ ňőďşńěľ ćĺďă V^j_λ := C [t]/(t − λ)^j . Ğăŕĺÿěň ňăšřĺűş őŕěřăšőřă şňŋőęěŋĺ£ ŋă t ć ąăğĺśě 1, t − λ, . . . , (t − λ)^{j−1} C -ćěłšőřŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă V^j_λ . Ŕőńşůĺň ęőřďăŋőć ąńőł

λ 1 0 0 . . . 0 0 λ 1 0 . . . 0 . . . . ... ... . . . . 0 0 . . . 0 λ 1 0 0 . . . 0 0 λ

Ğŋăůĺš, ć ŕőďţőď£źěň ąăğĺśě ňăšřĺűă ćś£łőčő ńĺŋěľŋőčő őŕěřăšőřă ć C - ćěłšőřŋőň ŕřőśšřăŋśšćě śőśšőĺš ĺğ ęőřďăŋőćżţ ąńőłőć, š.ě. ĺňěěš ęőřďăŋőćş ŋőřňăńĳŋş¿ ťőřňş. Ć ćěźěśšćěŋŋőň ćěłšőřŋőň ŕřőśšřăŋśšćě šăłőľ ąăğĺś ŋě ćśěčďă ňőęŋő ŋăľšĺ (šăł łăł ć R[t] ěśšĳ ŋěńĺŋěľŋżě ŋěŕřĺćőďĺňżě ňŋőčőůńěŋż). Ŋăŕřĺňěř, ňăšřĺűă

(_0 −1 1 0 ) ŋě ŕřĺćőďĺšś£ ł ęőřďăŋőćőľ ŋőřňăńĳŋőľ ťőřňě ŋăď R (a ŋăď C ďăęě ďĺăčőŋăńĺğşěšś£).

Łăł ŋăľšĺ ęőřďăŋőćş ťőřňş ďăŋŋőľ ňăšřĺűż T ? Ůĺśńă λ_i, śšő£źĺě ŋă ďĺăčőŋăńĺ | ¡šő łőřŋĺ ţăřăłšěřĺśšĺůěśłőčő ňŋőčőůńěŋă χ(T, λ) = det(T − λId), š.ě. śőąśšćěŋŋżě ğŋăůěŋĺ£ T . Ůĺśńő λ_i ćśšřěůăěšś£ ŋă ďĺăčőŋăńĺ śšőńĳłő řăğ, łăłőćă łřăšŋőśšĳ łőřŋ£ λ_i ňŋőčőůńěŋă χ(T, λ) | ďń£ ďőłăğăšěńĳśšćă ŋăďő ŕőśůĺšăšĳ χ(T, λ) ć šőň ąăğĺśě, ć łőšőřőň T ĺňěěš ęőřďăŋőć ćĺď. Ŕşśšĳ ąńőłőć ś λ_i ŋă ďĺăčőŋăńĺ řăğňěřă 1 | n_{i1} ÿšşł, řăğňěřă 2 | n_{i2} ÿšşł ĺ š.ď. Ć śőőšćěšśšćĺĺ ś Ğăňěůăŋĺěň ŕőśńě ďőłăğăšěńĳśšćă Šěőřěňż, ůĺśńă n_{ij} ňőęŋő ŋăľšĺ šăł: dim Ker(T −λ_i) = ∑ j¿1 nij , dim Ker(T − λ_i)^2 = ∑ j¿1 nij +^∑j¿2 nij ĺ š.ď. Ŕőďůěřłŋěň, ůšő ţăřăłšěřĺśšĺůěśłĺň ňŋőčőůńěŋőň ęőřďăŋőćă ŋőřňăńĳŋă£ ťőřňă ŋě őŕřěďěń£ěšś£: ŋăŕřĺňěř, őąě ňăšřĺűż

(_0 0 0 0 ) ĺ (_0 0 1 0 ) ĺňě¿š ţăřăłšěřĺśšĺůěśłĺľ ňŋőčőůńěŋ λ^2.