Ăńčěąřă 11 20.11.97

Łćăďřăšĺůŋżľ ğăłőŋ ćğăĺňŋőśšĺ

Ůăśšĳ 27. Ćěšćńěŋĺě ĺ śšěŕěŋĳ ĺďěăńă.

Ŕşśšĳ F : Q | řăśÿĺřěŋĺě śšěŕěŋĺ n, a P ⊂ A ⊂ F | ŕřőśšőľ ĺďěăń łőńĳűă űěńżţ. Ŕěřěśěůěŋĺě P ∩ Z£ćń£ěšś£ ŕřőśšżň ĺďěăńőň

ć Z, š.ě. P ∩ Zŕőřőęďěŋő łăłĺň-šő ŕřőśšżň ůĺśńőň p. Řăśśňőšřĺň

śőőšćěšśšćş¿źĺľ ĺďěăń (p) ⊂ A.

Őŕřěďěńěŋĺě. Ĺŋďěłśőň ćěšćńěŋĺ£ ĺďěăńă P ŋăğżćăěšś£ ůĺśńő ord_P (p) =: e_P .

Šěřňĺŋőńőčĺ£ ĺ ćś£ ĺŋšşĺűĺ£ ŕřőśţőď£š ĺğ ăŋăńőčĺĺ ś łőńĳűőň ňŋőčőůńěŋőć C [t]. Řăśÿĺřěŋĺě łőńěű C [t] → C [z] = A^′, čďě t = z^n őšćěůăěš őšőąřăęěŋĺ¿ ĺğ łőňŕńěłśŋőľ ŕř£ňőľ A^1 ś łőőřďĺŋăšőľ z ć łőňŕńěłśŋş¿ ŕř£ňş¿ A^1 ś łőőřďĺŋăšőľ t. İšő őšőąřăęěŋĺě ćŋě ŋşń£ £ćń£ěšś£ ŋěřăğćěšćńěŋŋżň ŋăłřżšĺěň śšěŕěŋĺ n, ă ć ŋşńě ĺňěěš ćěšćńěŋĺě ĺŋďěłśă n. Śőőšćěšśšćěŋŋő, ĺďěăń (t) ⊂ A^′ £ćń£ěšś£ n-őľ śšěŕěŋĳ¿ ŕřőśšőčő ĺďěăńă (z) ⊂ A^′. Ă ń¿ąőľ ďřşčőľ ĺďěăń (t − λ) ⊂ A^′ řăśŕăďăěšś£ ć ŕřőĺğćěďěŋĺě n řăğńĺůŋżţ ŕřőśšżţ ĺďěăńőć łőńĳűă A^′.

Őŕřěďěńěŋĺě. Śšěŕěŋĳ¿ ŕřőśšőčő ĺďěăńă P ⊂ A ŋăğżćăěšś£ śšěŕěŋĳ ŕőń£ A/P ŋăď ŕřőśšżň ŕőńěň F_p : f_P = deg P := [A/P : F_p ]. Ĺŋăůě čőćőř£, A/P ≃ F_q , čďě q = p^{fP} .

Ŋăŕřĺňěř, šăł łăł łćăďřăšŋżľ łőřěŋĳ ĺğ −1 ŋě ĺğćńěłăěšś£ ć F_3 =

Z/3Z, ĺňěěň Z[i]/(3) = F9 , š.ě. śšěŕěŋĳ ŕřőśšőčő ĺďěăńă (3) ć łőńĳűě

čăşśśőćżţ ůĺśěń řăćŋ£ěšś£ 2.

Šěőřěňă. Ŕşśšĳ (p) = P^{e1}_1 . . . P^{ek}_k | řăğńőęěŋĺě čńăćŋőčő ĺďěăńă (p) ć ŕřőĺğćěďěŋĺě ŕřőśšżţ. Šőčďă ∑ e_if_i = n = [F : Q], čďě f_i = f_{Pi} , e_i = e_{Pi} .

Čěőňěšřĺůěśłĺľ ăŋăńőč ¡šőľ šěőřěňż čńăśĺš, ůšő ďń£ ń¿ąőčő őšőąřăęěŋĺ£ (řăğćěšćńěŋŋőčő ŋăłřżšĺ£) A^1 → A^1 ůĺśńő ŕřőőąřăğőć ń¿- ąőľ šőůłĺ, ćğ£šżţ ś łřăšŋőśšĳ¿, řăćŋőľ ĺŋďěłśş ćěšćńěŋĺ£, řăćŋő śšěŕěŋĺ ¡šőčő ŋăłřżšĺ£. Čěőňěšřĺůěśłĺľ ăŋăńőč őůěćĺďěŋ, ă ťőřňşńĺřşěšś£ őŋ ŕřőźě ŕőšőňş, ůšő śšěŕěŋĺ ćśěţ ŕřőśšżţ ĺďěăńőć řăćŋż ěďĺŋĺűě (šăł łăł ŕőńě C ăńčěąřăĺůěśłĺ ğăňłŋşšő).

Ďń£ ŋăůăńă ďőłăęěň Łĺšăľśłş¿ Šěőřěňş őą őśšăšłăţ:

Łĺšăľśłă£ Šěőřěňă. Ŕşśšĳ I1, . . . , Ik ⊂ A | ŕőŕăřŋő ćğăĺňŋő ŕřőśšżě ĺďěăńż, š.ě. I_i + I_j = A ∀i ≠ j. Ŕőńőęĺň I = I_1 . . . I_k. Šőčďă A/I ≃ A/I_1 ⊕ . . . ⊕ A/I_k. Ďőłăğăšěńĳśšćő: Őŕřěďěńĺň őšőąřăęěŋĺě ψ : A → A/I_1 ⊕ . . . ⊕ A/I_k, α → (α (mod I_1), . . . , α (mod I_k)). Ďőłăęěň ěčő ś¿řžěłšĺćŋőśšĳ. Ňż ďőńęŋż ŕřőćěřĺšĳ, ůšő ďń£ ń¿ążţ α_1, . . . , α_k ∈ A ŋăľďěšś£ α ∈ A šăłőě, ůšő α ≡ α_i (mod I)_i. Ďőśšăšőůŋő ŕőśšřőĺšĳ β_i ≡ 1 (mod I_i), β ≡ 0 (mod I)_j , j ≠ i, ĺ ŕőšőň ćğ£šĳ α = ∑ α_iβ_i.

Ŕőśšřőĺň β = β_1.

Ĺğ řăćěŋśšćă (I_1 + I_2) . . . (I_1 + I_k) = A, řăśłřżćă£ śłőąłĺ, ŕőńşůăěň I_1 + I_2 . . . I_k = A. Ğŋăůĺš, ŋăľďşšś£ x ∈ I_2 . . . I_k, y ∈ I_1 šăłĺě, ůšő x + y = 1. Ŕőńőęĺň β = x. Ĺšăł, ś¿řžěłšĺćŋőśšĳ ψ ďőłăğăŋă. Őůěćĺďŋő, £ďřő Kerψ = I_1 ∩ . . . ∩ I_k. Ňż ďőńęŋż ŕřőćěřĺšĳ, ůšő Kerψ = I_1 ∩. . .∩I_k = I_1 . . . I_k = I. Šőčďă ŕőńşůĺšś£, ůšő ψ ĺŋďşűĺřşěš ĺśłőňżľ ĺğőňőřťĺğň A/I ~−→A/I_1 ⊕ . . . ⊕ A/I_k. Ňż ąşďěň řăśśşęďăšĳ ŕő ĺŋďşłűĺĺ ŕő ůĺśńş ĺďěăńőć k. Šăł łăł ňż şęě ćĺďěńĺ, ůšő ĺďěăńż I_1 ĺ J := I_2 . . . I_k ćğăĺňŋő ŕřőśšż, ďőśšăšőůŋő ŕřőćěřĺšĳ, ůšő I_1 ∩J = I_1J. Ćő ćś£łőň śńşůăě, őůěćĺďŋő, I_1J ⊂ I_1 ∩J. Ŕřőćěřĺň őąřăšŋőě ćłń¿ůěŋĺě. Ďń£ ¡šőčő ćżąěřěň x ∈ J, y ∈ I_1, łăł ćżÿě. Ŕşśšĳ z ∈ I_1 ∩ J. Šőčďă z = z · 1 = zx + zy. Ŕěřćőě śńăčăěňőě ńěęĺš ć I_1J, a ćšőřőě | ć JI_1. Ğŋăůĺš, z ∈ I_1J. �

Ńěňňă. Ŕşśšĳ P ⊂ A | ŕřőśšőľ ĺďěăń, ĺ ♯A/P = p^f . Šőčďă ♯A/P^e = p^{f e}. Ďőłăğăšěńĳśšćő: Ĺŋďşłűĺ£ ŕő e: šăł łăł ♯A/P^e = ♯A/P^{e−1} ·♯P^{e−1}/P^e, ďőśšăšőůŋő ŕřőćěřĺšĳ, ůšő ♯P^{e−1}/P^e = p^f . Ďń£ ¡šőčő şśšăŋőćĺň ĺğőňőřťĺğň ňěęďş A/P ĺ P^{e−1}/P^e. Ćżąěřěň α ∈ P^{e−1} š.ů. α ∉ P^e. Šőčďă P^{e−1} = (α)+P^e. Ć śăňőň ďěńě, šăł łăł ĺďěăń (α)+P^e śőďěřęĺš P^e, őŋ őą£ğăŋ £ćń£šĳś£ łăłőľ-šő śšěŕěŋĳ¿ ĺďěăńă P . Šăł łăł őŋ śšřőčő śőďěřęĺš P^e ĺ śőďěřęĺšś£ ć P^{e−1}, őŋ őą£ğăŋ śőćŕăďăšĳ ś P^{e−1}.

Šěŕěřĳ őŕřěďěńĺň őšőąřăęěŋĺě ϕ : A → P^{e−1}/P^e, β → αβ (mod P )^e. Šăł łăł P^{e−1} = (α) + P^e, ¡šő őšőąřăęěŋĺě ś¿řžěłšĺćŋő. Ěčő £ďřő řăćŋő P (ĺğ őďŋőğŋăůŋőśšĺ řăğńőęěŋĺ£ ŋă ŕřőśšżě ňŋőęĺšěńĺ ć ĺďěăńăţ), ă ğŋăůĺš, ϕ ĺŋďşűĺřşěš ĺśłőňżľ ĺğőňőřťĺğň A/P ~−→P^{e−1}/P^e. � Šěŕěřĳ ćěřŋěňś£ ł ďőłăğăšěńĳśšćş Šěőřěňż. Ŋăŕőňŋĺň, ůšő ♯A/(p) = p^n (śň. ŕřěďżďşźş¿ ńěłűĺ¿: ěśńĺ ω_1, . . . , ω_n | ąăğĺś A ŋăď Z, šő { a_1ω_1 + . . . + a_nω_n, 0 6 a_i < p } őąřăğş¿š ŕőńŋş¿ śĺśšěňş ŕřěďśšăćĺšěńěľ ďń£ A/(p)). Šăł łăł ĺďěăńż I_1 = P^{e1}_1 , . . . , I_k = P^{ek}_k ćğăĺňŋő ŕřőśšż, ŕő Łĺšăľśłőľ Šěőřěňě ŕőńşůăěň A/(p) = ⨁ i A/P^{ei}_i , őšłşďă p^n = ∏ i p^{ei fi} , š.ě. ∑ i e_if_i = n. � Ŕşśšĳ šěŕěřĳ F : Q | řăśÿĺřěŋĺě Čăńşă, G = Gal(F : Q). Čřşŕŕă Čăńşă G ďěľśšćşěš ŋă łőńĳűě A ĺ ŕěřěćőďĺš ĺďěăńż ć ĺďěăńż, śőţřăŋ££ ŕőŋ£šĺ£ ŕřőśšőšż ĺ ďěńĺňőśšĺ. Čńăćŋżľ ĺďěăń (p) ĺŋćăřĺăŋšěŋ őšŋőśĺšěńĳŋő ďěľśšćĺ£ čřşŕŕż G, śńěďőćăšěńĳŋő, ěčő ŕřőśšżě ďěńĺšěńĺ P_i ŕěřěśšăćń£¿šś£ ďěľśšćĺěň G.

Ŕřěďńőęěŋĺě. Ěśńĺ ŕřőśšżě ĺďěăńż P0, P1 ďěń£š (p), šő ŋăľďěšś£ ¡ńěňěŋš h ∈ G š.ů. h(P_1) = P_0.

Ďőłăğăšěńĳśšćő: Őš ŕřőšĺćŋőčő. Ŕşśšĳ P_1, . . . , P_g | ćśě ŕřőśšżě ĺďěăńż, ŕőńşůă¿źĺěś£ ĺğ P_1 ďěľśšćĺěň G, ĺ ŕşśšĳ P_0 ≠ P_i, i > 0. Šăł łăł P_0 ĺ P_1 . . . P_g ćğăĺňŋő ŕřőśšż, ŋăľďěšś£ α ∈ A | α ≡ 0 (mod P_0), α ≡ 1 (mod P_1 . . . P_g ). Šőčďă ŋőřňă N_{F :}Q(α) ∈ P_0 ∩ Z = (p), š.ě. h_1(α) . . . h_n(α) ďěńĺšś£ ŋă p. Ğŋăůĺš, h_1(α) . . . h_n(α) ńěęĺš ć ŕřőśšőň ĺďěăńě P_1, ă ğŋăůĺš, őďĺŋ ĺğ śőňŋőęĺšěńěľ, śłăęěň, h_i(α), šőęě ńěęĺš ć P_1. Ŋő šőčďă α ∈ h^{−1}_i (P_1), ůšő ŕřőšĺćőřěůĺš ćżąőřş α ≡ 1 (mod P_1 . . . P_g ). İšő ŕřőšĺćőřěůĺě ğăćěřÿăěš ďőłăğăšěńĳśšćő Ŕřěďńőęěŋĺ£. �

Śńěďśšćĺě. Ěśńĺ F : Q | řăśÿĺřěŋĺě Čăńşă śšěŕěŋĺ n, šő (p) =

P^e_1 . . . P^e_g , ćśě śšěŕěŋĺ f_{P1} = . . . = f_{Pg} řăćŋż f, ĺ efg = n.

Ďőłăğăšěńĳśšćő: Ćśě śőňŋőęĺšěńĺ ŕěřěśšăćń£¿šś£ čřşŕŕőľ Čăńşă, śńěďőćăšěńĳŋő śšěŕěŋĺ deg P_i ćśě řăćŋż ňěęďş śőąőľ. Őąőğŋăůĺň ĺţ őąźěě ğŋăůěŋĺě ůěřěğ f. Ŕşśšĳ P^i ćţőďĺš ć řăğńőęěŋĺě (p) ć śšěŕěŋĺ e_i, a P_j | ć śšěŕěŋĺ e_j . Šăł łăł ŋěłőšőřżľ ¡ńěňěŋš h ∈ Gal(F : Q) ŕěřěćőďĺš P_i ć P_j , ŋő śőţřăŋ£ěš řăğńőęěŋĺě (p) (ććĺďş ěčő ěďĺŋśšćěŋŋőśšĺ), ňż ğăłń¿ůăěň, ůšő e_i = e_j, šő ěśšĳ ćśě ŕőłăğăšěńĺ řăćŋż ňěęďş śőąőľ. Ĺţ őąźěě ğŋăůěŋĺě őąőğŋăůăěšś£ e. Őśšăěšś£ ŕřĺňěŋĺšĳ ŕěřćş¿ Šěőřěňş. �

Ůăśšĳ 28. Ŕőćěďěŋĺě ĺďěăńőć ć łćăďřăšĺůŋżţ ŕőń£ţ.

Ŕşśšĳ d ∈ Z| ůĺśńő śćőąőďŋőě őš łćăďřăšőć. Łăł ňż ğŋăěň ĺğ ğăďăůĺ 1 ł 4 ŋő£ąř£, łőńĳűő űěńżţ A ⊂ Q( √ d) řăćŋ£ěšś£ Z[ √ d], ěśńĺ d = 2, 3 (mod 4), ĺ Z⊕ Z[^{1+√d}_2 ], ěśńĺ d = 1 (mod 4). Ďĺśłřĺňĺŋăŋš D(A) řăćŋ£ěšś£ ć ¡šĺţ śńşůă£ţ, śőőšćěšśšćěŋŋő, 4d ĺńĺ d. Ěďĺŋśšćěŋŋżľ ŋěšřĺćĺăńĳŋżľ ¡ńěňěŋš čřşŕŕż Čăńşă Gal(Q( √ d) : Q) ąşďěň őąőğŋăůăšĳ x → x. Őŕĺÿěň ğăłőŋ řăğńőęěŋĺ£ ŋěůěšŋżţ ŕřőśšżţ ůĺśěń ć ŋăÿěň łćăďřăšĺůŋőň řăśÿĺřěŋĺĺ. Ŕşśšĳ p ∈ Z| ŋěůěšŋőě ŕřőśšőě ůĺśńő, ĺ P ⊂ A | ŕřőśšőľ ĺďěăń, ďěń£źĺľ (p). Šěőřěňă. ă) Ŕşśšĳ p ŋě ďěńĺš D(A) ĺ şřăćŋěŋĺě x^2 = d (mod p) ŋěřăğřěÿĺňő ć űěńżţ ůĺśńăţ. Šőčďă (p) = P, e_P = 1, f_P = 2; b) Ŕşśšĳ p ŋě ďěńĺš D(A) ĺ şřăćŋěŋĺě x^2 = d (mod p) řăğřěÿĺňő ć űěńżţ ůĺśńăţ. Šőčďă (p) = P P , P ≠ P , e_P = 1 = f_P ; c) Ěśńĺ p ďěńĺš D(A), šő (p) = P^2, e_P = 2, f_P = 1.

Ćőőąźě, ěśńĺ ć řăğńőęěŋĺĺ ć ŕřőĺğćőńĳŋőň ŕőńě Čăńşă (p) = P^e_1 . . . P^e_g ĺňěěš ňěśšő őďĺŋ ĺğ łřăľŋĺţ śńşůăěć f = n, e = g = 1; g = n, f = e = 1; e = n, f = g = 1, šő čőćőř£š, śőőšćěšśšćěŋŋő, ůšő p őśšăěšś£ ĺŋěřšŋżň (ćŕőńŋě řăśŕăďăěšś£, ćŕőńŋě ćěšćĺšś£) ć F . Šăłĺň őąřăğőň, šřĺ śńşůă£ ŋăÿěľ Šěőřěňż śńşęăš ĺńń¿śšřăűĺěľ ¡šĺţ ŕőŋ£šĺľ. Łřőňě šőčő, ŋăÿă Šěőřěňă ĺńń¿śšřĺřşěš šőš ťăłš, ůšő ć ŕřőĺğćőńĳŋőň ůĺśńőćőň ŕőńě F ćěšć£šś£ šě ĺ šőńĳłő šě ŕřőśšżě p, łőšőřżě ďěń£š ďĺśłřĺňĺŋăŋš D(F ) (śř. šăłęě ğăďăůş 5 ł 18 ŋő£ąř£). Ć ůăśšŋőśšĺ, ćěšćĺšś£ ńĺÿĳ łőŋěůŋőě ňŋőęěśšćő ŕřőśšżţ ůĺśěń. Čěőňěšřĺůěśłĺľ ăŋăńőč ¡šőčő ťăłšă őŕ£šĳ-šăłĺ őůěćĺďěŋ (řăğćěšćńěŋŋőě ŋăłřżšĺě A^1 → A^1 , z → Q(z), ćěšćĺšś£ ńĺÿĳ ć łőŋěůŋőň ňŋőęěśšćě šőůěł łőňŕńěłśŋőľ ŕř£ňőľ, ă ĺňěŋŋő, ć łőřŋ£ţ ďĺśłřĺňĺŋăŋšă ňŋőčőůńěŋă Q(z)).

Ďőłăğăšěńĳśšćő: ă) Šăł łăł efg = 2, ďőśšăšőůŋő ŕřőćěřĺšĳ, ůšő f_P = 2 ⇔ A/P = F_p2 . İšő őğŋăůăěš, ůšő ŋě ćśě łńăśśż ćżůěšőć (mod P ) řěăńĺğş¿šś£ őążůŋżňĺ űěńżňĺ ůĺśńăňĺ, š.ě. Z/pZ$ A/P . Ŋő ŋăÿě şśńőćĺě łăł řăğ ĺ śőśšőĺš ć šőň, ůšő łńăśś √ d (mod P ) ŋě řěăńĺğşěšś£ ŋĺłăłĺň őążůŋżň űěńżň ůĺśńőň x. �

b) Ŕşśšĳ a ∈ Z | řěÿěŋĺě şřăćŋěŋĺ£ a^2 = d (mod p), š.ě. a^2 − d ďěńĺšś£ ŋă p. Ďőłăęěň, ůšő (p) = (p, a+ √ d)(p, a− √ d). Ć śăňőň ďěńě, (p, a + √ d)(p, a − √ d) = (p^2, p(a + √ d), p(a − √ d), a^2 − d) = (p)(p, a + √ d, a− √ d,^{a2−d}_p ) = (p), šăł łăł ĺďěăń (p, a+ √ d, a− √ d,^{a2−d}_p ) śőďěřęĺš ćğăĺňŋő ŕřőśšżě ůĺśńă p ĺ 2a, š.ě. śőćŕăďăěš śő ćśěň łőńĳűőň A. Őśšăńőśĳ ŕřőćěřĺšĳ, ůšő (p, a + √ d) ≠ (p, a − √ d). Ĺŋăůě ąż őąă ¡šĺ ĺďěăńă śőďěřęăńĺ p ĺ 2a ĺ řăćŋ£ńĺśĳ A. � c) (p, √ d)^2 = (p^2, p √ d, d) = (p)(p, √ d,^d_p ) = (p), šăł łăł ĺďěăń (p, √ d,^d_p ) śőďěřęĺš ćğăĺňŋő ŕřőśšżě ůĺśńă p ĺ d (ŋăŕőňŋĺň, ůšő d śćőąőďŋő őš łćăďřăšőć), š.ě. śőćŕăďăěš śő ćśěň łőńĳűőň A. �

Ďń£ śőłřăźěŋĺ£ ťőřňşńĺřőćłĺ Šěőřěňż şďőąŋő ćőśŕőńĳğőćăšĳś£ cĺňćőńőň Ńěęăŋďřă: ć śńşůăě ă) čőćőř£š, ůšő (^d_p ) = −1; ć śńşůăě b) čőćőř£š, ůšő (^d_p ) = 1; ć śńşůăě c) čőćőř£š, ůšő (^d_p ) = 0.

Ůăśšĳ 29. Łřşčőćżě ŕőń£.

Ŕşśšĳ l ∈ Z| ŋěůěšŋőě ŕřőśšőě ůĺśńő. Ŕşśšĳ ζ ∈ C | ŕřĺňĺšĺćŋżľ łőřěŋĳ l-őľ śšěŕěŋĺ ĺğ 1. Ŋăŕőňŋĺň, ůšő ňĺŋĺňăńĳŋżň ňŋőčőůńěŋőň z £ćń£ěšś£ ňŋőčőůńěŋ x^{l−1} + . . . + x^2 + x + 1. Ěčő ŕőńě řăğńőęěŋĺ£ | łřşčőćőě ŕőńě Q(ζ) ĺňěěš śšěŕěŋĳ l −1 ŋăď Q. İšő řăśÿĺřěŋĺě Čăńşă ś čřşŕŕőľ Čăńşă F^∗_l .

Šěőřěňă. Łőńĳűő űěńżţ A ⊂ Q(ζ) řăćŋ£ěšś£ Z[ζ]. Ćő ćś£łőň śńşůăě, őůěćĺďŋő, ζ £ćń£ěšś£ űěńżň ăńčěąřăĺůěśłĺň ůĺśńőň, ă ŕőšőňş A ⊃ Z[ζ]. Ďőłăęěň śŋăůăńă śńěďş¿źş¿ ńěňňş.

Ńěňňă. (l) = (1 − ζ)^{l−1} (řăćěŋśšćő ĺďěăńőć ć A).

Ďőłăğăšěńĳśšćő: Ŕőďśšăćń££ ć ŋăÿ ňĺŋĺňăńĳŋżľ ňŋőčőůńěŋ 1, şąěęďăěňś£, ůšő l = ∏_{l−1} i=1(1 − ζ^i). Ğăňěšĺň, ůšő u_i :=^{1−ζi}_{1−ζ} = 1 + ζ + . . . + ζ^{i−1} ∈ Z[ζ]. Ŋő u^{−1}_i =^{1−ζ}_{1−ζi} šăłęě ńěęĺš ć Z[ζ], šăł łăł ζ^i | šőęě ŕřĺňĺšĺćŋżľ^l √ 1, ĺ ňőęŋő ŕőňěŋ£šĳ řőńĺ ζ^i ĺ ζ. Ğŋăůĺš, u_i | őąřăšĺňżľ ¡ńěňěŋš łőńĳűă A, ĺńĺ łăł ěźě čőćőř£š, ěďĺŋĺűă. Ŕřőĺğćěďěŋĺě ∏_{l−1} i=1 u_i šőęě £ćń£ěšś£ ěďĺŋĺűěľ. Ŋő l = (1 − ζ)^{l−1} ∏_{l−1} i=1 u_i. �

Ďőłăğăšěńĳśšćő Šěőřěňż: Łăł ňż ğŋăěň, 1, ζ, . . . , ζ^{l−2} őąřăğş¿š ąă-

ğĺś Q(ζ) ŋăď Q. Ňż ţőšĺň ďőłăğăšĳ, ůšő őŋĺ őąřăğş¿š ąăğĺś A ŋăď Z. Ćőğĳňěň α ∈ A ĺ ğăŕĺÿěň α = a0 + . . . + al−2ζ^{l−2}, ai ∈ Q. Ňż

ţőšĺň ďőłăğăšĳ, ůšő a_i ∈ Z. Ŕěřćő-ŋăŕěřćő ďőłăęěň, ůšő la_i ∈ Z. Ďń£ łřăšłőśšĺ ąşďěň őąőğŋăůăšĳ T rQ_{(ζ)/}Q ůěřěğ T r. Šőčďă T r(1) = l − 1, T r(ζ^i) = −1, őšłşďă T r(αζ) = − ∑_{l−2} i=0 a_i, ă ŕřĺ 0 6 s 6 l − 2 ĺňěěň T r(αζ^{−s}) = − ∑_{l−2} i=0 a_i + la_s. Őšś¿ďă T r(αζ^{−s} − αζ) = la_s. Šăł łăł αζ^{−s} − αζ ∈ A, ńěćă£ ůăśšĳ £ćń£ěšś£ űěńżň ůĺśńőň (š.ě. ńěęĺš ć

Z). Ğŋăůĺš, ĺ ŕřăćă£ šőęě.

Ĺšăł, ňż ňőęěň ğăŕĺśăšĳ lα = b_0 +b_1ζ +. . .+b_{l−2}ζ^{l−2}, b_i ∈ Z. Őąőğŋăůĺň (1−ζ) ůěřěğ η. Šőčďă ňőęŋő ğăňěŋĺšĳ ŕěřěňěŋŋş¿ ć ŕřěďżďşźěň řăćěŋśšćě: lα = c_0 + c_1η + . . . + c_{l−2}η^{l−2}, c_i ∈ Z. Ĺğ Ńěňňż ňż ğŋăěň, ůšő l ďěńĺšś£ ŋă η. Śńěďőćăšěńĳŋő, lα ďěńĺšś£ ŋă η, őšłşďă c_0 ďěńĺšś£ ŋă η. Ąşďşůĺ űěńżň ůĺśńőň, c_0 ś ŋěőąţőďĺňőśšĳ¿ ďěńĺšś£ ĺ ŋă l : c_0 = lc^′_0. Ĺğ Ńěňňż ňż ğŋăěň, ůšő l ďěńĺšś£ ŋă η^2. Őšś¿ďă ćżćőďĺň, ůšő c_1 ďěńĺšś£ ŋă η, ă śšăńő ążšĳ ĺ ŋă l : c_1 = lc^′_1. Ŕřőďőńęă£ ć šőň ęě ďşţě, şąěęďăěňś£, ůšő ćśě c_i ďěń£šś£ ŋă l, őšłşďă ćśě b_i ďěń£šś£ ŋă l, őšłşďă ćśě a_i űěńżě. �

Ńěňňă. Ŕşśšĳ p ∈ Z| ŕřőśšőě ůĺśńő, p ≠ l. Ďń£ ŋěłőšőřőčő n ĺňěěň p^n = 1 (mod l). Šőčďă ďń£ ćśěţ α ∈ A ĺňěěň α^{pn} = α (mod p).

Ďőłăğăšěńĳśšćő: Ğăŕĺÿěň α ć ćĺďě α = ∑_{l−2} i=0 a_iζ^i. Šőčďă ŕő ňăńőľ šěőřěňě Ťěřňă α^p ≡ ∑ i a^p_i ζ^{pi} (mod p) ≡ ∑ i a_iζ^{pi} (mod p). Ćőğćěďěň ć p-ş¿ śšěŕěŋĳ n řăğ ĺ ŕőńşůĺň α^{pn} ≡ ∑ i a_iζ^{pni} (mod p) = ∑ i a_iζ^i = α. � Śńěďśšćĺě. p ≠ l ŋěřăğćěšćńěŋő ć Q(ζ).

Ďőłăğăšěńĳśšćő: Ĺŋăůě ąż (p) ⊂ P^2 ďń£ łăłőčő-šő ŕřőśšőčő ĺďěăńă P ⊂ A. Ĺňěěň P ⊃ P^2 ⊃ (p), ă ğŋăůĺš, ňőęŋő ćżąřăšĳ α ∈ P, α ∉ P^2. Ŕő Ńěňňě α^{pn} ≡ α (mod p), őšłşďă α^{pn} ≡ α (mod P )^2. Ŋő p^n > 1, śńěďőćăšěńĳŋő, α^{pn} ∈ P^2 ⇒ α ∈ P^2 | ŕřőšĺćőřěůĺě. �

İšő śńěďśšćĺě ćňěśšě ś ğăďăůěľ 2 ł 25 ŋő£ąř£ őŕ£šĳ ŕőďšćěřęďăěš šőš ťăłš, ůšő ćěšć£šś£ šőńĳłő ďěńĺšěńĺ ďĺśłřĺňĺŋăŋšă.

Ůăśšĳ 30. Łćăďřăšĺůŋżľ ğăłőŋ ćğăĺňŋőśšĺ Čăşśśă.

Ŕőśłőńĳłş Gal(Q(ζ) : Q) = F^∗_l , ĺňěěšś£ ěśšěśšćěŋŋőě őšőąřăęěŋĺě

ĺğ Z− lZ ć Gal(Q(ζ) : Q). Őąřăğ ŕřőśšőčő ůĺśńă p ∈ Z− lZ ŕřĺ

¡šőň őšőąřăęěŋĺĺ ąşďěň ŋăğżćăšĳ p-żľ Ťřőąěŋĺşś ĺ őąőğŋăůăšĳ σ_p ∈ Gal(Q(ζ) : Q). Šőčďă σ_p(ζ) = ζ^p.

Ŕřěďńőęěŋĺě. Ŕşśšĳ α ∈ A. Šőčďă σp(α) ≡ α^p (mod p). Ďőłăğăšěńĳśšćő: Ğăŕĺÿěň α ć ćĺďě α = ∑ i a_iζ^i. Šőčďă σ_p(α) = ∑ i a_iζ^{pi} ≡ ∑ i a^p_i ζ^{pi} (mod p) ≡ α^p (mod p), łăł ňż ćĺďěńĺ ŕřĺ ďőłăğăšěńĳśšćě ŕřěďżďşźěľ Ńěňňż. �

Ŕőńőęĺň l^′ = (−1)^l�^12 l. Ŕő ğăďăůě 6 ł 30 śěŋš£ąř£, √ l^′ ńěęĺš ć Q(ζ).

Ć śăňőň ďěńě, l = ∏_{l−1} i=1(1 − ζ^i) =

∏^l�^1_2 i=1 (1 − ζ^i)(1 − ζ^{−i}) = ∏^l�^1_2

i=1 (1 − ζ^i)^2(−ζ^{−i})

∏^l�^1_2

i=1 (1 − ζ^i)^2(−1)^l�^12 ζ^{−1−2−...− l}�^12 = ∏^l�^1_2

i=1 (1 − ζ^i)^2(−1)^l

�1_2 ζ^{− l2} �1_8

. Ćőğĳňěň m ∈ Z šăł, ůšőąż 2m ≡^{l2−1}_8 (mod l). Šőčďă ŕőśńěďŋěě řăćěŋśšćő ŕěřěŕĺśżćăěšś£ ć

ćĺďě l^′ = ( ζ^{−m} ∏^l�^1_2

i=1 (1 − ζ^i)

)_2

. Őąőğŋăůĺň √ l^′ = ζ^{−m} ∏^l�^1_2 i=1 (1 − ζ^i) ůěřěğ λ ∈ A.

Řăśśňőšřĺň ąăÿŋ¿ ŕőńěľ Q(ζ) ⊃ Q(λ) ⊃ Q. Ćś£łĺľ ¡ńěňěŋš σ čřşŕŕż Čăńşă Gal(Q(ζ) : Q) ďěľśšćşěš ŋă ŋőřňăńĳŋőň ŕőďŕőńě

Q(λ), σ(λ) = ±λ. Ŕřĺ ¡šőň ğŋăł + ĺňěěš ňěśšő šőčďă ĺ

šőńĳłő šőčďă, łőčďă σ £ćń£ěšś£ łćăďřăšőň ć űĺłńĺůěśłőľ čřşŕŕě Gal(Q(ζ) : Q) = F^∗_l . Ŕőńĳğş£śĳ őąőğŋăůěŋĺ£ňĺ Ńěęăŋďřă, ňőęŋő ğăŕĺśăšĳ σ(λ) = (^σ_l )λ.

Ŕşśšĳ p ∈ Z| ŋěůěšŋőě ŕřőśšőě ůĺśńő, p ≠ l. Łćăďřăšĺůŋżľ ğăłőŋ ćğăĺňŋőśšĺ Čăşśśă čńăśĺš, ůšő (^p_l )(^l_p ) = (−1)^p

�1_2 l�1_2 . Śĺňćőń Ńěęăŋďřă, őůěćĺďŋő, ňşńĳšĺŕńĺłăšĺćěŋ: (^a_p )(^b_p ) = (^{ab}_p ). Łřőňě šőčő, łăł ŋăň ĺğćěśšŋő ĺğ ŕěřćőľ ńěłűĺĺ, (^{−1}_p ) = (−1)^p

�1_2

. Ŕő¡šőňş ğăłőŋ ćğăĺňŋőśšĺ Čăşśśă ňőęŋő ŕěřěŕĺśăšĳ ć śńěďş¿źěľ ¡łćĺćăńěŋšŋőľ ťőřňě: (^l0_p ) = (^p_l ). Ďőłăęěň ěčő ć šăłőň ćĺďě.

Ğăňěšĺň, ůšő (l^′)^{p−1} ≡ 1 (mod p), a (l^′)^p

�1_2 ≡ (^l

0_p ) (mod

p), šăł łăł ňşńĳšĺŕńĺłăšĺćŋă£ čřşŕŕă őśšăšłőć ŕő ňőďşń¿ p űĺłńĺůŋă. Ŕő- ¡šőňş λ^p = λ^{p−1}λ = (l^′)^p

�1_2 λ ≡ (^l 0 p )λ (mod p). Ĺšăł, ĺňěěň űěŕőůłş řăćěŋśšć (ćšőřőě řăćěŋśšćő | ¡šő ŕřěďżďşźěě Ŕřěďńőęěŋĺě): (^p_l )λ = σ_p(λ) ≡ λ^p (mod p) ≡ (^l

0_p )

λ (mod p). Šăł łăł ůĺśńő p ŋěůěšŋő, ćżćőďĺň őšś¿ďă (^p_l ) = (^l0_p ). �

Ďń£ ŕőńŋőšż śőőąźĺň, ůšő (^2_p ) = 1, ěśńĺ p = ±1 (mod 8), ĺ (^2_p ) = −1, ěśńĺ p = ±3 (mod 8). Ďőłăęĺšě ¡šő śăňĺ.

Şďăůĺ ŋă ğăůěšě ĺ ¡łğăňěŋě! Ďő śńěďş¿źěčő čőďă!