ŊĚĞĂĆĹŚĹŇŻĽ ŇŐŚŁŐĆŚŁĹĽ ŞŊĹĆĚŘŚĹŠĚŠ

Ğăďăůĺ ŕő ňăšěňăšĺůěśłőňş ăŋăńĺğş, 1 łşřś, őśěŋĳ 1997

Ś. Ć. Ďşęĺŋ (duzhin@botik.ru), Ś. Ć. Ůňşšőć (chmutov@botik.ru)

Łőŋšřőńĳŋă£ řăąőšă No. 1, 16 śěŋš£ąř£ 1997

1. Q-őšřěğłőň ŋăğżćăěšś£ ŕěřěśěůěŋĺě őšřěğłă ś ňŋőęěśšćőň řăűĺőŋăńĳŋżţ ůĺśěń Q. Ćěřŋő

ńĺ, ůšő ń¿ąőě śěňěľśšćő ćńőęěŋŋżţ Q-őšřěğłőć ĺňěěš ŋěŕşśšőě ŕěřěśěůěŋĺě? 2. Şśšăŋőćĺšĳ ćğăĺňŋő-őďŋőğŋăůŋőě śőőšćěšśšćĺě ňěęďş šőůłăňĺ ŕőńşĺŋšěřćăńă [0, 1) ĺ őšřěğłă [0, 1].

3. Ŋăľšĺ ŕřěďěń ťşŋłűĺĺ lim_{x→+0} x^x. 4. Ťşŋłűĺ£ f(x) ğăďăŋă ťőřňşńőľ f(x) = { e^{−1/x2} , x > 0 0, x ≤ 0 . Ćěřŋő ńĺ, ůšő ěě śőšă£ ŕřőĺğćőďŋă£ f^{(100)}(x) ŋěŕřěřżćŋă ć šőůłě 0?

5. Ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ x_n őŕřěďěńěŋă ŕřăćĺńőň x_1 = sin 1, x_n = sin x_{n−1} ďń£ n > 1 .

Ŋăľšĺ lim_{n→∞} √ nx_n.

Ďőňăÿŋěě ğăďăŋĺě No. 1, 16 śěŋš£ąř£ 1997 1. Şśšăŋőćĺšě ćğăĺňŋő-őďŋőğŋăůŋőě śőőšćěšśšćĺě ňěęďş ňŋőęěśšćăňĺ ćśěţ ĺřřăűĺőŋăńĳŋżţ ĺ ćśěţ ćěźěśšćěŋŋżţ ůĺśěń.

2. Ŕşśšĳ D | ąěśłőŋěůŋőě ŕőďňŋőęěśšćő ňŋőęěśšćă E, ŕřĺůěň ďőŕőńŋěŋĺě E \ D ŋě ąőńěě ůěň śůěšŋő. Şśšăŋőćĺšě ćğăĺňŋő-őďŋőğŋăůŋőě śőőšćěšśšćĺě ňěęďş E ĺ D.

3. Śşźěśšćşěš ńĺ ŋěŕřěřżćŋőě őšőąřăęěŋĺě

(a) ĺŋšěřćăńă (0, 1), (b) őšřěğłă [0, 1], (c) ŕőńşĺŋšěřćăńă [0, 1) ŋă ćś¿ ćěźěśšćěŋŋş¿ ŕř£ňş¿ R?

4. Ďőłăęĺšě, ůšő ń¿ąă£ ŋěŕřěřżćŋă£ ćěźěśšćěŋŋă£ ťşŋłűĺ£ ŋă őłřşęŋőśšĺ ŕřĺŋĺňăěš őďĺŋăłőćżě ğŋăůěŋĺ£ ć łăłőľ-šő ŕăřě ďĺăňěšřăńĳŋő ŕřőšĺćőŕőńőęŋżţ šőůěł.

5. Śőśůĺšăľšě ŕřěďěńż:

(a) lim_{x→±∞}( √ 1 + x + x^2 − √ 1 − x + x^2), (b) lim_{x→+∞} x^{1/x},

(c) lim_{x→0} log_a(1 + x) x ,

(d) lim_{x→0} cos x − ch x x , (e) lim_{x→0} a^x + a^{−x} − 2 x^2 , (f) lim_{x→0} sin tg x − tg sin x arcsin arctg x − arctg arcsin x . 6. Ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ x_n śőśšőĺš ĺğ ŋěőšřĺűăšěńĳŋżţ ůĺśěń ĺ ďń£ ń¿ążţ m ĺ n ćżŕőńŋěŋő ŋěřăćěŋśšćő x_{m+n} ≤ x_m + x_n. Ďőłăęĺšě, ůšő ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ x_n/n ĺňěěš ŕřěďěń.

7. Ŋăřĺśşľšě łřĺćş¿, ğăďăŋŋş¿ şřăćŋěŋĺěň lim_{n→∞}(x^{2n} + y^{2n}) = 1.

8. Ŕşśšĳ A, B, C | šőůłĺ ŋă čřăťĺłě ťşŋłűĺĺ y = cos x ś ăąśűĺśśăňĺ x = −ε, 0, ε. Őąőğŋăůĺň ůěřěğ M (ε) űěŋšř őłřşęŋőśšĺ, ŕřőţőď£źěľ ůěřěğ ¡šĺ šőůłĺ. Ŋăľďĺšě lim_{ε→0} M_ε.

9. Ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ A_n šőůěł ŕńőśłőśšĺ śšřőĺšś£ ŕő šăłőňş ŕřăćĺńş. Šőůłă A_0 śőćŕăďăěš ś ŋăůăńőň łőőřďĺŋăš (0, 0). Šőůłă A_1 ĺňěěš łőőřďĺŋăšż (1, 0). Ďń£ ń¿ąőčő n > 1 ćěłšőř A_nA_{n+1} ŕőńşůăěšś£ ĺğ ćěłšőřă A_{n−1}A_n ŕőćőřőšőň ŋă 90^∘ ŕřőšĺć ůăśőćőľ śšřěńłĺ ĺ şňŋőęěŋĺěň ďńĺŋż ŋă π/n. Ŋăľšĺ lim_{n→∞} A_n.

Ďőňăÿŋěě ğăďăŋĺě No. 2, 23 śěŋš£ąř£ 1997

1. Ďőłăğăšĳ ŕřăćĺńő Ńőŕĺšăń£ ďń£ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšěľ: ěśńĺ x_n, y_n → 0 ĺ śşźěśšćşěš ŕřěďěń (y_n − y_{n+1})/(x_n − x_{n+1}), řăćŋżľ a, šő śşźěśšćşěš ĺ ŕřěďěń y_n/x_n, šőęě řăćŋżľ a. [Ć ťőřňşńĺřőćłě ĺňěěšś£ őÿĺąłă, śň. śńěďş¿źěě ğăďăŋĺě.]

2. Ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ x_n śšřőĺšś£ ŕő ŕřăćĺńş: x_1 = 1, x_{n+1} = x_n − ax^k_n, čďě a > 0 | ćěźěśšćěŋŋőě ůĺśńő, ă k > 1 | űěńőě. Ŋăľšĺ ăśĺňŕšőšĺłş ¡šőľ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ. Ąőńěě šőůŋő, ďőłăğăšĳ, ůšő ŕřĺ n, śšřěň£źěňś£ ł ąěśłőŋěůŋőśšĺ, x_n ¡łćĺćăńěŋšŋő ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ ćĺďă cn^α ĺ ćżřăğĺšĳ łőŋśšăŋšż c ĺ α ůěřěğ c ĺ k.

3. Ďőłăğăšĳ, ůšő ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ 1 + 1/2 + 1/3 + . . . + 1/n − ln(n) ĺňěěš ŕřěďěń.

4. Ŋă łřăľ śšőńă łńăďşš śšőŕłş łĺřŕĺůěľ ďńĺŋż 1, ĺğ łőšőřżţ łăęďżľ śńěďş¿źĺľ ňőęěš ążšĳ śňěźěŋ őšŋőśĺšěńĳŋő ŕřěďżďşźěčő, ŋő šăł, ůšőąż ćś£ śšőŕłă ďěřęăńăśĳ. Ŋă łăłőě ŋăĺąőńĳÿěě řăśśšő£ŋĺě ňőęěš şďăńĺšĳś£ ŕő čőřĺğőŋšăńĺ őš łřă£ śšőńă śăňżľ ćěřţŋĺľ łĺřŕĺů?

Ďőňăÿŋěě ğăďăŋĺě No. 3, 30 śěŋš£ąř£ 1997

1. Ŕřĺďşňăšĳ łőŋšřŕřĺňěř ł ŋěňőŋőšőŋŋőňş ŕřăćĺńş Ńőŕĺšăń£, š.ě. šăłĺě ďćě ąěśłőŋěůŋő ňăńżě ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ x_n, y_n, ůšő ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ (y_n − y_{n+1})/(x_n − x_{n+1}) ĺňěěš ŕřěďěń, ă ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ y_n/x_n řăśţőďĺšś£.

2. Śťőřňşńĺřőćăšĳ ĺ ďőłăğăšĳ ŕřăćĺńő Ńőŕĺšăń£ ďń£ ąěśłőŋěůŋő ąőńĳÿĺţ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšěľ.

3. Ğăďăůĺ ĺğ ńěłűĺľ.

Ğăďăŋż ążńĺ ćśě, ŋő řěăńĳŋő őąśşęďăńĺśĳ ć łńăśśě śńěďş¿źĺě ďćě: a. Őšőąřăęěŋĺě f : R → R őąńăďăěš šăłĺň śćőľśšćőň: őąřăğ ń¿ąőčő őšřěğłă £ćń£ěšś£ őšřěğłőň. Ćěřŋő ńĺ, ůšő f ŋěŕřěřżćŋő?

b. Ćżćěśšĺ ĺğ ŕřĺŋűĺŕă Ąőńĳűăŋő-Ćěľěřÿšřăśśă śşźěśšćőćăŋĺě šőůŋőľ ćěřţŋěľ čřăŋĺ ş ń¿ąőčő őčřăŋĺůěŋŋőčő śćěřţş ňŋőęěśšćă.

4. Ĺśśńěďőćăšĳ ŋă řăćŋőňěřŋş¿ śţőďĺňőśšĳ (š.ě. őŕřěďěńĺšĳ, ŋă łăłĺţ őšřěğłăţ őśĺ x őŋă ĺňěěš ňěśšő) śńěďş¿źĺě ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ: a. f_n(x) = x^n, b. f_n(x) = x/(1 + nx^2), c. f_n(x) = nx/(1 + n^2x^2).

Ďőňăÿŋěě ğăďăŋĺě No. 4, 7 őłš£ąř£ 1997 1. Ĺśśńěďőćăšĳ ŋă řăćŋőňěřŋş¿ śţőďĺňőśšĳ (š.ě. őŕřěďěńĺšĳ, ŋă łăłĺţ őšřěğłăţ őśĺ x őŋă ĺňěěš ňěśšő) śńěďş¿źĺě ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ: a. f_n(x) = sin(n^2x)/x, b. f_n(x) = 1/(1 + x^{2n}), c. f_n(x) = n^2xe^{−nx}.

2. Ťşŋłűĺ£ f(x) ďĺťťěřěŋűĺřşěňă ŋă ćśěľ ůĺśńőćőľ ŕř£ňőľ, ŕřĺůěň f^′(a) > 0. Ćżšěłăěš ńĺ őšś¿ďă, ůšő ťşŋłűĺ£ f(x) ňőŋőšőŋŋő ćőğřăśšăěš ć ŋěłőšőřőľ őłřěśšŋőśšĺ šőůłĺ a?

Łńăśśŋă£ řăąőšă No. 5, 14 őłš£ąř£ 1997 1. Ŕşśšĳ f ∈ C^∞(R) ĺ f(x_0) = f(x_1) = . . . = f(x_n) ďń£ ŋěłőšőřżţ šőůěł x_0 < x_1 < . . . < x_n.

Ďőłăğăšĳ, ůšő f^{(n)}(ξ) = 0 ďń£ ŋěłőšőřőľ šőůłĺ ξ ∈ (x_0, x_n).

2. Ďőłăğăšĳ, ůšő ěśńĺ ćśě łőřŋĺ ňŋőčőůńěŋă P śšěŕěŋĺ n ćěźěśšćěŋŋż, šő ĺ ćśě łőřŋĺ ňŋőčőůńěŋă P^′ šőęě ćěźěśšćěŋŋż.

3. Ďőłăğăšĳ, ůšő ş ňŋőčőůńěŋă Ńěęăŋďřă

P_n(x) = 1 2^nn! d^n dx^n ( (x^2 − 1)^n ) ćśě łőřŋĺ ćěźěśšćěŋŋż ĺ ŕřĺŋăďńěęăš ĺŋšěřćăńş (−1, 1).

4. Ŋăľšĺ őÿĺąłş ć śńěďş¿źěň ďőłăğăšěńĳśšćě ŋěŕřěřżćŋőśšĺ ŕřőĺğćőďŋőľ f^′(x).

f^′(x_0) = lim_{x→x0} f(x) − f(x_0) x − x_0 . Ŕő šěőřěňě Ńăčřăŋęă ŋăľďěšś£ šăłă£ šőůłă ξ

ňěęďş x ĺ x_0, ůšő f(x) − f(x_0) x − x_0 = f^′(ξ). Śńěďőćăšěńĳŋő, f^′(x_0) = lim_{x→x0} f^′(ξ) = lim_{ξ→x0} f^′(ξ), ůšő őğŋăůăěš ŋěŕřěřżćŋőśšĳ f^′(x) ć šőůłě x_0.

5. Ďőłăğăšĳ šőęďěśšćő 2 arctg(x) + arcsin( 2x 1 + x^2

) = π sgn(x) ŕřĺ |x| ≥ 1. 6. Ŋăľšĺ ćśě řěÿěŋĺ£ şřăćŋěŋĺ£ y^′ = y. 7. Ŋăľšĺ (f ∘ g)^′, (f ∘ g)^{(2)}, (f ∘ g)^{(3)}, (f ∘ g)^{(4)}.

Ďőňăÿŋěě ğăďăŋĺě No. 5, 14 őłš£ąř£ 1997 1. Ťőřňşńă ďń£ n-ľ ŕřőĺğćőďŋőľ łőňŕőğĺűĺĺ ťşŋłűĺľ f ĺ g ĺňěěš ćĺď

(f ∘ g)^{(n)} = ∑ D∈A_n λ_Df^{(r(D))} · r(D)∏

i=1 g^{(li(D))} , čďě: A_n | ňŋőęěśšćő ďĺăčřăňň đŋčă ĺğ n łńěšőůěł;

r(D) | ůĺśńő śšřőł ďĺăčřăňňż D; l_i(D) | ďńĺŋă i-ľ śšřőłĺ ďĺăčřăňňż D.

Ŋăľšĺ ťőřňşńş ďń£ łő¡ťťĺűĺěŋšă λ_D łăł ťşŋłűĺĺ ŋă ňŋőęěśšćě ďĺăčřăňň đŋčă.

2. Ďőłăğăšĳ, ůšő łřĺćĺğŋă łřĺćőľ y = f(x) ğăďăěšś£ ťőřňşńőľ k = |f^{′′}| (1 + f^{′2})^{3/2} . 3. Ŕşśšĳ f ∈ C^∞(R) ĺ ďń£ łăęďőľ šőůłĺ x śşźěśšćşěš šăłőě ŋăšşřăńĳŋőě ůĺśńő n_x, ůšő f^{(nx )} = 0. Ďőłăğăšĳ, ůšő f | ŕőńĺŋőň.

Ğăŋ£šĺě No. 6, 21 őłš£ąř£ 1997

Ŋăľšĺ ĺŋšěčřăńż: 1. ∫ x^2 + 1 x^4 + 1 dx, 2. ∫ ( ln x x )^2 dx, 3. ∫ x^2 + 1 (x + 1)^2(x − 1) dx, 4. ∫ 1 (x + 1)(x^2 + 1) dx, 5. ∫ sinxcosx sinx + cosx dx, 6. Ŕřĺ łăłĺţ a, b, c ∫ ax^2 + bx + c x^3(x − 1)^2 dx £ćń£ěšś£ řăűĺőŋăńĳŋőľ ťşŋłűĺěľ?

7. Ďőłăğăšĳ, ůšő ∫ xf^{′′}(x)dx = xf^′ − x. 8. Ŋăľšĺ ťşŋłűĺ¿ f(x) ĺğ şśńőćĺ£, ůšő f^′(x^2) = 1/x ŕřĺ x > 0.

9. Ŋăľšĺ ťşŋłűĺ¿ f(x) ĺğ şśńőćĺ£, ůšő f^′(sin^2x) = cos^2x ŕřĺ x > 0.

10. Ťşŋłűĺ£ f(x) ňőŋőšőŋŋă ĺ ŋěŕřěřżćŋă, F (x) | ěě ŕěřćőőąřăğŋă£, f^{−1}(x) | őąřăšŋă£ ťşŋłűĺ£. Ďőłăğăšĳ, ůšő ∫ f^{−1}(x)dx = xf^{−1}(x) − F (f^{−1}(x)) + C.

Łőŋšřőńĳŋă£ řăąőšă No. 2, 28 őłš£ąř£ 1997

1. Ŋăľšĺ ŋěőŕřěďěńěŋŋżě ĺŋšěčřăńż:

(a) ∫ dx x^3 + 1 .

(b) ∫ √ 1 − x^2 dx. (c) ∫ dx cos x . (d) ∫ √ 1 − e^{−2x} dx. (e) ∫ e^{arcsin x} dx.

2. Ćżůĺśńĺšĳ őŕřěďěńěŋŋżě ĺŋšěčřăńż:

(a) ∫_{π/2} 0 dx 3 + cos x dx. (b) ∫_1 −1 x^3e^{−x4} cos 2x dx.

(c) ∫_2 1/2 1 x sin ( x − 1 x ) dx. 3. Ŋăľšĺ ŕřěďěńż: (a) lim_{n→∞} ( 1 n + 1 + 1 n + 2 + . . . + 1 2n ) . (b) lim_{n→∞}^n √ n!/n^n.

Ğăŋ£šĺě No. 8, 4 ŋő£ąř£ 1997

1. Řăğąőř ğăďăů łőŋšřőńĳŋőľ řăąőšż No. 2: (a) ∫ √ 1 − x^2, řăűĺőŋăńĳŋă£ ŕăřăňěšřĺğăűĺ£ łřĺćżţ ćšőřőčő ŕőř£ďłă, ŕőďśšăŋőćłĺ İľńěřă.

(b) lim( 1 n + 1 + 1 n + 2 + ... + 1 2n ). (c) lim^n √ n!/n^n. 2. Ćğ£šĳ ĺŋšěčřăń ∫ dx (x − 2) √ x^24x + 3 . 3. Ďőłăğăšĳ őűěŋłş ŕőčřěÿŋőśšĺ ć ťőřňşńě ŕř£ňőşčőńĳŋĺłőć | | | b∫ a f(x) dx − n∑ i=1 f(a + b − a n i) b − a n | | | ≤ M^1 (b − a)^2 2n , čďě M_1 | ňăłśĺňşň ňőďşń£ f^′(x) ŋă ďăŋŋőň őšřěğłě.

Ďőňăÿŋěě ğăďăŋĺě

Ć ğăďăůăţ 1{2 řěłőňěŋďşěšś£ ĺśŕőńĳğőćăšĳ ŕőďśšăŋőćłş, łőšőřă£ ŕőńşůăěšś£ ĺğ řăűĺőŋăńĳŋőľ ŕăřăňěšřĺğăűĺĺ łřĺćőľ ćšőřőčő ŕőř£ďłă, ğăďăŋŋőľ şřăćŋěŋĺěň y^2 = f(x), čďě f(x) | ćżřăęěŋĺě ŕőď ğŋăłőň łőřŋ£. Ğăďăůĺ 3 ĺ 4 ňőęŋő řěÿĺšĳ ś ĺśŕőńĳğőćăŋĺěň ťőřňşńż Ńăčřăŋęă ő ŕřőňěęşšőůŋőň ğŋăůěŋĺĺ. Ğăďăůş 5 | śćěďěŋĺěň ł őŕřěďěńěŋĺ¿ ĺŋšěčřăńă łăł ŕřěďěńă ĺŋšěčřăńĳŋżţ śşňň. 1. ∫ dx 1 + √ 1 − 2x − x^2 . 2. ∫ dx x + √ x^2 − x + 1 . 3. Ďőłăğăšĳ őűěŋłş ŕőčřěÿŋőśšĺ ć ťőřňşńě šřăŕěűĺľ: | | | b∫ a f(x)dx − b∫ a h_n(x)dx | | | ≤ M^2 (b − a)^3 12n^2 ,

čďě M_2 | ňăłśĺňşň ňőďşń£ f^{′′}(x) ŋă ďăŋŋőň őšřěğłě.

4. Ćżćěśšĺ ťőřňşńş Śĺňŕśőŋă ĺ őűěŋĺšĳ ěě ŕőčřěÿŋőśšĳ. (Ťşŋłűĺ£ ğăňěŋ£ěšś£ ŋă łăęďőň ĺğ őšřěğłőć řăğąĺěŋĺ£ ŕăřăąőńőľ, ŕřőţőď£źěľ ůěřěğ šőůłĺ čřăťĺłă, řăśŕőńőęěŋŋżňĺ ŋăď łőŋűăňĺ őšřěğłă ĺ ěčő śěřěďĺŋőľ.)

5. Ŋăľšĺ ŕřěďěń lim_{n→∞} n−1∑ k=1 1 √ n^2 − k^2

6. Ďőłăğăšĳ ťőřňşńş Śšĺřńĺŋčă n! ∼ √ 2πn(n/e)^n.

Ğăŋ£šĺě No. 9, 11 ŋő£ąř£ 1997

Řăğąőř ğăďăů ŋă ĺŋšěčřĺřőćăŋĺě łćăďřăšĺůŋżţ ĺřřăűĺőŋăńĳŋőśšěľ ŕřĺ ŕőňőźĺ řăűĺőŋăńĳŋőľ ŕăřăňěšřĺğăűĺĺ łřĺćżţ ćšőřőčő ŕőř£ďłă.

Ďőňăÿŋěě ğăďăŋĺě

1. Ŕőśšřőĺšĳ łřĺćş¿ x = (t + 2)^2/(t + 1), y = (t − 2)^2/(t − 1).

2. Ŕőśšřőĺšĳ łřĺćş¿ x = (2t − 1)/(t^3(t − 1)), y = (2t − 1)/(t^2(t − 1)).

3. Ŕřĺďşňăľšě ŕăřş řăűĺőŋăńĳŋżţ ťşŋłűĺľ x = f(t), y = g(t), ğăďă¿źĺě ŋă ŕńőśłőśšĺ őčřăŋĺůěŋŋş¿ łřĺćş¿ ąěğ śăňőŕěřěśěůěŋĺľ ĺ šőůěł ŕěřěčĺąă, ćśě őśőążě šőůłĺ łőšőřőľ £ćń£¿šś£ ŕőńşłşąĺůěśłĺňĺ šőůłăňĺ ćőğćřăšă, ă ĺţ ůĺśńő řăćŋő ă) 1, ą) 2, ć) 3, č) 4.

4. Ćś£łă£ ńĺ řăűĺőŋăńĳŋő ŕăřăňěšřĺğőćăŋŋă£ łřĺćă£ ŋă ŕńőśłőśšĺ şďőćńěšćőř£ěš ŕőńĺŋőňĺăńĳŋőňş şřăćŋěŋĺ¿ őš ďćşţ ŕěřěňěŋŋżţ? Šőůŋěě, ŕşśšĳ f(t) ĺ g(t) | ďćě řăűĺőŋăńĳŋżě ťşŋłűĺĺ. Ŕřăćďă ńĺ, ůšő ŋăľďěšś£ ňŋőčőůńěŋ őš ďćşţ ŕěřěňěŋŋżţ P (x, y), ŋě řăćŋżľ šőęďěśšćěŋŋő ŋşń¿, šăłőľ ůšő P (f(t), g(t)) šőęďěśšćěŋŋő řăćŋő ŋşń¿?

Ć ğăďăůăţ 1 ĺ 2 šřěąşěšś£ ŋăľšĺ őśőążě šőůłĺ, ćěšćĺ łřĺćőľ, őŕřěďěńĺšĳ ĺţ šĺŕ, ŋăľšĺ ůĺśńő ĺ ŕřĺňěřŋőě řăśŕőńőęěŋĺě šőůěł ŕěřěčĺąă ĺ ŋăřĺśőćăšĳ ¡śłĺğ łřĺćőľ.

Ğăŋ£šĺě No. 10, 18 ŋő£ąř£ 1997 1. Ŕşśšĳ f ∈ C^∞(R); x_1, . . . , x_n ∈ R ĺ L | ŕőńĺŋőň Ńăčřăŋęă: L(x) = n∑ i=1 (x − x_1) · . . . · “(x − x_i) · . . . · (x − x_n) (x_i − x_1) · . . . · “(x_i − x_i) · . . . · (x_i − x_n) f(x_i) . Ďőłăğăšĳ, ůšő ďń£ łăęďőčő x śşźěśšćşěš ξ ∈ conv{x, x_1, . . . , x_n} šăłă£, ůšő f(x) − L(x) = (x − x_1) · . . . · (x − x_n) n! f^{(n)}(ξ) .

2. Ćżćěśšĺ ĺğ ŕřěďżďşźěľ ğăďăůĺ śńěďş¿źş¿ őűěŋłş ŕőčřěÿŋőśšĺ ťőřňşńż šřăŕěűĺľ: | | | ∫_b a f(x)dx − h [f(x_0) + 2f(x_1) + . . . + 2f(x_{n−1}) + f(x_n)] 2 | | | ≤ M_2 12 (b − a)h^2 , čďě: h = (b − a)/n; x_k = a + hk ďń£ k = 0, 1, . . ., n; M_2 = sup_{ξ∈[a,b]} |f^{(2)}(ξ)|.

3. Ŋăŕőňĺŋăŋĺě ř£ďőć Šěľńőřă őśŋőćŋżţ ¡ńěňěŋšăřŋżţ ťşŋłűĺľ: e^x = 1 + x +^1_{2!} x^2 + . . . +^1_{n!} x^n + . . . ; sin(x) = x −^1_{3!} x^3 +^1_{5!} x^5 − . . . +^{(−1)n}_{(2n+1)!} x^{2n+1} + . . . ; cos(x) = 1 −^1_{2!} x^2 +^1_{4!} x^4 − . . . +^{(−1)n}_{(2n)!} x^{2n} + . . . ; ln(1 + x) = x −^1_2 x^2 +^1_3 x^3 − . . . +^{(−1)n} �1 n x^n + . . . ; (1 + x)^α = 1 + αx +^{α(α−1)}_{2!} x^2 + . . . +^{α(α−1)·...·(α−n+1)}_{n!} x^n + . . . .

4. Ŕőńşůĺšĳ řăğńőęěŋĺě arctg(x) ć ř£ď Šěľńőřă:

arctg(x) = x −^1_3 x^3 +^1_5 x^5 − . . . +^{(−1)n}_{2n+1} x^{2n+1} + . . . . 5. Řăğńőęĺšĳ ć ř£ď Šěľńőřă śńěďş¿źĺě ťşŋłűĺĺ:

ă) 1/ cos(x); ą) e^{sin(x)}; ć) √ cos(x);

č) arcsin(x);

ď) sin(tg(x)) − tg(sin(x)).

(ćő ćśěţ ŕřĺňěřăţ, łřőňě ŕőśńěďŋěčő, ŋăľšĺ ŕő šřĺ ŋěŋş-

ńěćżţ ůńěŋă řăğńőęěŋĺ£; ć ŕőśńěďŋěň ŕřĺňěřě | őďĺŋ).

6. Ś ŕőňőźĳ¿ ďĺťťěřěŋűĺăńĳŋőčő şřăćŋěŋĺ£ (tg(x))^′ = (tg(x))^2 + 1 ŕőńşůĺšĳ řěłşřřěŋšŋş¿ ťőřňşńş ďń£ łő¡ťťĺűĺěŋšőć Šěľńőřă ťşŋłűĺĺ tg(x).

7. Ťşŋłűĺ£ h(x) şďőćńěšćőř£ěš ďĺťťěřěŋűĺăńĳŋőňş şřăćŋěŋĺ¿ x(1 − x)h^{′′}(x) + (1 − 2x)h^′(x) − (1/4)h(x) = 0 ĺ ŋăůăńĳŋżň şśńőćĺ£ň h(0) = 1, h^′(0) = 1/4. Ŋăľšĺ řăğńőęěŋĺě h(x) ć ř£ď Šěľńőřă.

Ğăŋ£šĺě No. 11, 25 ŋő£ąř£ 1997

1. Ĺśśńěďőćăšĳ ŋă śţőďĺňőśšĳ śńěďş¿źĺě ř£ďż: ă) ∞∑ n=1 1 n^s ;

ą) ∞∑ n=1 1 n(ln n)^p ;

ć) ∞∑ n=1 1 n ln n(ln ln n)^p ;

č) ∞∑ n=1 ( n^p − (n − 1)^p − pn^{p−1} ) ;

ď) ∞∑ n=1 ( √ n + 2 − 2 √ n + 1 + √ n) ;

ě) ( 1 2 )_p + ( 1 · 3 2 · 4 )_p + ( 1 · 3 · 5 2 · 4 · 6 )_p + . . . ;

ę) ∞∑ n=1 n!e^n n^{n+p} . 2. Ňőęěš ńĺ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ε_n śšřěňĺšĳś£ ł ŋşń¿ ŋăśšőńĳłő ňěďńěŋŋő, ůšőąż ř£ď ∞∑ n=1 1 n^{1+εn} śţőďĺńś£?