îÅÚÁŒÉÓÉÍÙÊ íÏÓËÏŒÓËÉÊ õÎÉŒÅÒÓÉÔÅÔ œÙÓÛÉÊ íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ëÏÌÌÅÄÖ ðòïçòáííá ËÕÒÓÁ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ 2-Ê ËÕÒÓ 3-ÓÅÍÅÓÔÒ 1997-98 ÕÞ. ÇÏÄÁ í. ü. ëÁÚÁÒÑÎ, ó. ë. ìÁÎÄÏ, à. á. îÅÒÅÔÉÎ, é. ðÁÒÁÍÏÎÏŒÁ

1. ëÒÉŒÙÅ Œ R^n. éÎÔÅÇÒÁÌ ÐÏ ËÒÉŒÏÊ. úÁÍÅÎÁ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ Œ ÉÎÔÅÇÒÁÌÅ. ðÏŒÅÄÅÎÉÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ

ÐÒÉ ÚÁÍÅÎÅ ÐÕÔÉ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁÎÉÑ.

2. íÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ. ðÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ Œ R^n. ìÏËÁÌØÎÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ. çÌÁÄËÉÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ

ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ. íÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ËÁË ËÌÁÓÓ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ. áÔÌÁÓÙ É ËÁÒÔÙ. æÕÎËÃÉÉ ÐÅÒÅÈÏÄÁ.

3. œÅËÔÏÒÎÙÅ ÐÏÌÑ. ëÁÓÁÔÅÌØÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ ËÁË ËÌÁÓÓ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ËÒÉŒÙÈ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÈ

ÞÅÒÅÚ ÄÁÎÎÕÀ ÔÏÞËÕ. ëÁÓÁÔÅÌØÎÁÑ ÐÌÏÓËÏÓÔØ Ë ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÀ Œ ÔÏÞËÅ. äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÅ ËÏÌØÃÁ ÆÕÎËÃÉÊ, ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍÏÅ ŒÅËÔÏÒÎÙÍ ÐÏÌÅÍ. ðÏŒÅÄÅÎÉÅ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÏÌÅÊ ÐÒÉ ÚÁÍÅÎÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ (ÐÏÌÑÒÎÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ).

4. äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÅ ÆÏÒÍÙ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑÈ. 1-ÆÏÒÍÙ. äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ ÆÕÎËÃÉÉ. äÉÆ-

ÆÅÒÅÎÃÉÁÌ ÆÏÒÍÙ. œÎÅÛÎÅÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÆÏÒÍ. æÏÒÍÁ ÏÂSSÅÍÁ. ôÅÏÒÅÍÁ ÄÅ òÁÍÁ. ïÒÉÅÎÔÁÃÉÑ.

5. ðÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ. ïÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÊ, ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÏÌÅÊ É ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÆÏÒÍ ÎÁ

ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ.

6. çÌÁÄËÉÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ. ëÏÏÒÄÉÎÁÔÎÁÑ ÚÁÐÉÓØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ. ëÁÓÁÔÅÌØ-

ÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ. äÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍÙ. ðÏŒÅÄÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÊ, ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÏÌÅÊ É ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉ- ÁÌØÎÙÈ ÆÏÒÍ ÐÒÉ ÚÁÍÅÎÁÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ.

7. éÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁÎÉÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÆÏÒÍ. íÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ Ó ËÒÁÅÍ. éÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÓÔØ

ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ ÐÒÉ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍÅ. æÏÒÍÕÌÁ óÔÏËÓÁ. éÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁÎÉÅ ÐÏ ÞÁÓÔÑÍ.

8. ðÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ìÉ.

œÙÓÛÉÊ íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ëÏÌÌÅÄÖ

íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ÁÎÁÌÉÚ 2-Ê ËÕÒÓ 10 É 13 ÓÅÎÔÑÂÒÑ 1997 ÇÏÄÁ

îÁÐÏÍÉÎÁÎÉÅ ÆÏÒÍÕÌ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ. ðÕÓÔØ ÍÁÔÒÉÃÁ T ÚÁÄÁÅÔ ÐÅÒÅÈÏÄ ÏÔ ÂÁÚÉÓÁ E = (e_1, . . . , e_n)

Œ R^n Ë ÂÁÚÉÓÕ E^′ == (e^′_1, . . . , e^′_n), E^′ = ET . ôÏÇÄÁ ÓÔÏÌÂÅÃ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ X = (x^1, . . . , x^n)^T ÔÏÞËÉ x =

x^1e_1 + . . . + x^ne_n = EX Œ ÎÏŒÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ŒÉÄ X^′ = T^{−1}X. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÓÔÒÏËÉ α = (α_1, . . ., α_n) ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÏÒÍ (ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ R^{n∗}) ÐÒÅÏÂÒÁÚÕÀÔÓÑ ÐÏ ÐÒÁŒÉÌÕ α^′ = αT .

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ëÒÉŒÙÅ ‚(t) É ~‚(t) Œ R^n ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ, ÅÓÌÉ ȷ(‚(t); ~‚(t)) = o(t).

1. ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ

Á) ÜÔÏ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ; Â) ÏÎÏ ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ÓÉÓÔÅÍÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ Œ R^n; Œ) ‚(t) ∼ ~‚(t) ⇔ _‚(0) = _~‚(0).

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ëÁÓÁÔÅÌØÎÙÍ ŒÅËÔÏÒÏÍ Œ ÔÏÞËÅ A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÌÁÓÓ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÈ ËÒÉŒÙÈ,

ŒÙÈÏÄÑÝÉÈ ÉÚ ÜÔÏÊ ÔÏÞËÉ.

ðÕÓÔØ ÚÁÄÁÎÁ ÇÌÁÄËÁÑ ÚÁÍÅÎÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ x = x(x^′). ôÏÇÄÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÁ ÐÒÅÏÂÒÁÚÕÀÔÓÑ ÐÏ ÐÒÁŒÉÌÕ _x^′ = @x^′@x _x = T^{−1} _x, ÇÄÅ T = @x@x_′ = (@x^′ @x )_−1

| ÍÁÔÒÉÃÁ ñËÏÂÉ ÚÁÍÅÎÙ.

ïÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ. @=@x^i | ËÌÁÓÓ ËÒÉŒÏÊ x^i = x^i_0 + t; x^j = x^j_0, j ≠ i.

2. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÁ Œ ÄÁÎÎÏÊ ÔÏÞËÅ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, Á ŒÅË- ÔÏÒÁ @=@x^i ÚÁÄÁÀÔ ÅÇÏ ÂÁÚÉÓ. îÁÊÄÉÔÅ ÍÁÔÒÉÃÕ ÐÅÒÅÈÏÄÁ ÏÔ ÂÁÚÉÓÁ {@=@x^i} Ë ÂÁÚÉÓÕ {@=@x^{′i}}.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÊ 1-ÆÏÒÍÏÊ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ÇÌÁÄËÏ ÚÁŒÉÓÑÝÉÈ ÏÔ ÔÏÞ-

ËÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÏÒÍ ÎÁ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÁÈ.

ðÕÓÔØ dx^1; : : :; dx^n | ÂÁÚÉÓ, ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÙÊ ÂÁÚÉÓÕ @=@x^{′1}; : : :; @=@x^{′n}. ìÀÂÁÑ 1-ÆÏÒÍÁ ÏÄÎÏÚÎÁÞ- ÎÏ ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ ! = ∑ !_i(x)dx^i, ÇÄÅ !_i | ÇÌÁÄËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ.

ðÒÉÍÅÒ. ðÕÓÔØ F | ÆÕÎËÃÉÑ. äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ dF | ÜÔÏ ÆÏÒÍÁ dF =^∑ @F@x_i dx^i. úÎÁÞÅÎÉÅ

ÆÏÒÍÙ dF ÎÁ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÍ ŒÅËÔÏÒÅ, ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÎÏÍ ËÒÉŒÏÊ ‚, ÒÁŒÎÏ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ F ŒÄÏÌØ ‚. 3. ìÀÂÁÑ ÌÉ 1-ÆÏÒÍÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÏÍ? óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÊÔÅ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÅ ÕÓÌÏŒÉÅ. 4. ëÁË ÐÒÅÏÂÒÁÚÕÀÔÓÑ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ !_i 1-ÆÏÒÍ ÐÒÉ ÇÌÁÄËÉÈ ÚÁÍÅÎÁÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ?

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ËÒÉŒÏÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ 1-ÆÏÒÍÙ ! ÐÏ ËÒÉŒÏÊ ‚, ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÚÏŒÁÎÎÏÊ ‚ : [a; b] → R^n._∫

‚ ! = b∫ a ∑ !_i(‚(t))d‚^idt dt = b∫ a (!; _‚)dt

(ÚÄÅÓØ (!; _‚) | ÜÔÏ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÆÏÒÍÙ ! ÎÁ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÍ ŒÅËÔÏÒÅ _‚ ËÒÉŒÏÊ). 5. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÒÉŒÏÌÉÎÅÊÎÙÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌ

Á) ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÅÎ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÚÁÍÅÎ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ Œ R^n; Â) ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÅÎ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÚÁÍÅÎÙ ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÚÁÃÉÉ ËÒÉŒÏÊ; Œ) ∫ ‚ ! = −^∫_‚ !, ÇÄÅ ‚ | ÔÁ ÖÅ ËÒÉŒÁÑ, ÎÏ ÐÒÏÊÄÅÎÎÁÑ Œ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÏÍ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÉ;

Ç) ÆÏÒÍÕÌÁ ĂóÔÏËÓÁ-îØÀÔÏÎÁ-ìÅÊÂÎÉÃÁĄ: ∫ ‚ dF = F (B) − F (A), ÇÄÅ ‚ | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÁÑ ËÒÉ- ŒÁÑ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÁÑ A É B.

6. œÙÞÉÓÌÉÔÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ∫ ‚ x dy − y dx, ÇÄÅ ËÒÉŒÁÑ ‚ ÓÏÅÄÉÎÑÅÔ ÔÏÞËÉ (0; 0) É (1; 2) Á) ÐÏ ÏÔÒÅÚËÕ;

Â) ÐÏ ÄÕÇÅ ÐÁÒÁÂÏÌÙ y = 2x^2; Œ) ÐÏ ÌÏÍÁÎÏÊ (0; 0)|(1; 0)|(1; 2).

7. ôÅ ÖÅ ŒÏÐÒÏÓÙ ÄÌÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ ∫ ‚ x dy + y dx.

8. œÙÞÉÓÌÉÔÅ ∫ xy^2 dy − x^2y dx ÐÏ ÄÕÇÅ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ x^2 + y^2 = R^2, y ¿ 0.

9. œÙÞÉÓÌÉÔÅ ∫ (x − y) dx − (x + y) dy ÐÏ ÜÌÌÉÐÓÕ^{x2}_{a2} +^{y2}_{b2} = 1.

10. œÙÞÉÓÌÉÔÅ ∫ x^2 dx + y^3 dy + cos z dz ÐÏ ËÒÉŒÏÊ ‚ : x = t^2 + t^3; y = √ t^2 + 1; z = e^{t2} ; −1 6 t 6 1.

11. œÙÞÉÓÌÉÔÅ

∫ x dy_−y dx

x^2+y^2 ÐÏ ÚÁÍËÎÕÔÏÍÕ ËÏÎÔÕÒÕ, ÎÅ ÐÒÏÈÏÄÑÝÅÍÕ ÞÅÒÅÚ ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. (õËÁ-

ÚÁÎÉÅ: ÐÅÒÅÐÉÛÉÔÅ ÐÏÄÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÕÀ ÆÏÒÍÕ Œ ÐÏÌÑÒÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ.) 12. ðÕÓÔØ Œ ÏÂÌÁÓÔÉ U ⊂ R^n ÚÁÄÁÎÁ 1-ÆÏÒÍÁ ! = ∑ !_idx^i. õÓÔÁÎÏŒÉÔÅ, ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÙ ÌÉ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ: Á) ∫ ‚ ! ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ÐÕÔÉ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÅÇÏ ÄŒÅ ÄÁÎÎÙÅ ÔÏÞËÉ A É B. Â) ∮ ! = 0 ÐÏ ÌÀÂÏÍÕ ÚÁÍËÎÕÔÏÍÕ ËÏÎÔÕÒÕ.

Œ) ! = dF ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ F : U → R.

Ç) æÏÒÍÁ ! ÚÁÍËÎÕÔÁ (1-ÆÏÒÍÁ ! ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÚÁÍËÎÕÔÏÊ, ÅÓÌÉ @!^i@x_j = @!^j@x_i ÄÌÑ ŒÓÅÈ i; j).

(ïÔŒÅÔ: Á)⇔Â)⇔Œ)⇒Ç).)

13. äÏËÁÖÉÔÅ ôÅÏÒÅÍÕ: ŒÓÑËÁÑ ÚÁÍËÎÕÔÁÑ 1-ÆÏÒÍÁ, ÚÁÄÁÎÎÁÑ Œ ÛÁÒÅ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÏÍ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ.

(òÅÛÅÎÉÅ ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ n = 2. ðÕÓÔØ ! = P dx + Q dy. ðÏÌÏÖÉÍ F (x; y) = ∫ !, ÇÄÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÂÅÒÅÔÓÑ ÐÏ ÐÒÑÍÏÌÉÎÅÊÎÏÍÕ ÏÔÒÅÚËÕ (tx; ty), 0 6 t 6 1. ôÏÇÄÁ @Q @x = @P @y ; F (x) = ∫ 1 0 (xP (tx; ty) + yQ(tx; ty))dt; @F @x = ∫ 1 0 ( tx@P@x +P (tx; ty)+ty @Q@x ) dt= ∫ 1 0 ( tx@P@x +P (tx; ty)+ty @P@y ) dt= ∫ 1 0 d(tP (tx; ty)) dt dt=P (x; y):

ïÂÏÓÎÕÊÔÅ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏ ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ òÉÍÁÎÁ ÐÏ ÐÁÒÁÍÅÔÒÕ.)

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ M ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÄÎÏÓŒÑÚÎÙÍ, ÅÓÌÉ ŒÓÑËÏÅ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁ-

ÖÅÎÉÅ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ S^1 → M ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÄÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÄÉÓËÁ D^2 → M; S^1 = @D (ÉÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÅÓÌÉ ËÁÖÄÕÀ ÚÁÍËÎÕÔÕÀ ÐÅÔÌÀ Œ M ÍÏÖÎÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ ĂÓÔÑÎÕÔØĄ Œ ÔÏÞ- ËÕ).

14. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ŒÓÑËÁÑ ÚÁÍËÎÕÔÁÑ 1-ÆÏÒÍÁ, ÚÁÄÁÎÎÁÑ Œ ÏÄÎÏÓŒÑÚÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÄÉÆÆÅ- ÒÅÎÃÉÁÌÏÍ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ.

15. œÙÞÉÓÌÉÔÅ ∫ (x + y) dx + (x − y) dy ÐÏ ÜÌÌÉÐÓÕ^{x2}_{a2} +^{y2}_{b2} = 1.

16. œÙÞÉÓÌÉÔÅ ∫ e^{−(x2−y2)}(cos 2xy dx + sin 2xy dy) ÐÏ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ x^2 + y^2 = R^2.

17. äÁÊÔÅ ÏÂÏÓÎÏŒÁÎÎÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÒÁÂÏÔÙ ÓÉÌÙ ŒÄÏÌØ ÐÕÔÉ.

18. îÁÊÄÉÔÅ ÒÁÂÏÔÕ ÓÉÌÙ ŒÅÌÉÞÉÎÙ F = kr, ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÎÏÊ ŒÄÏÌØ ÒÁÄÉÕÓ-ŒÅËÔÏÒÁ ÐÏ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÀ Ë ÎÁÞÁÌÕ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, ŒÄÏÌØ ÄÕÇÉ ÜÌÌÉÐÓÁ^{x2}_{a2} +^{y2}_{b2} = 1; x ¿ 0; y ¿ 0.

19. îÁÊÄÉÔÅ ÒÁÂÏÔÕ ÓÉÌÙ îØÀÔÏÎÁ F = k=r^2 ŒÄÏÌØ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ÐÕÔÉ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÅÇÏ ÄŒÅ ÔÏÞËÉ

Œ R^3.

œÙÓÛÉÊ íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ëÏÌÌÅÄÖ

íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ÁÎÁÌÉÚ 2-Ê ËÕÒÓ 20 ÓÅÎÔÑÂÒÑ 1997 ÇÏÄÁ

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ðÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ M ⊂ R^n ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÇÌÁÄËÉÍ (ÐÏÄ)ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ m, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ x^∗ ∈ M ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÅ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ U ⊂ R^n ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ M ∩ U ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÓÉÓÔÅÍÏÊ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ f_1(x_1; : : :; x_n) = 0 : : :

f_{n−m}(x_1; : : :; x_n) = 0 ;

Õ ËÏÔÏÒÏÊ ÒÁÎÇ ÍÁÔÒÉÃÙ ÞÁÓÔÎÙÈ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÈ

{ @f_i @x_j (x^∗) } ÍÁËÓÉÍÁÌÅÎ (ÇÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ M |

ËÌÁÓÓÁ C^k, ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏÅ ÉÌÉ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÅ, ÅÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÉ f_i ÉÍÅÀÔ ÓÏÏÔ- ŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÊ ËÌÁÓÓ ÇÌÁÄËÏÓÔÉ).

1. äÏËÁÖÉÔÅ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÊ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÐÒÉŒÅÄÅÎ- ÎÏÍÕ ŒÙÛÅ: M ⊂ R^n | ÇÌÁÄËÏÅ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ x^∗ ∈ M ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ U ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ

Á) M ∩ U ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÐÒÉ ÇÌÁÄËÏÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÒÁÎÇÁ ’ : V → R^n, ÇÄÅ V ⊂ R^m | ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÏÂÌÁÓÔØ. ôÁËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ’ ŒÍÅÓÔÅ Ó ÏÂÌÁÓÔÑÍÉ V ⊂ R^m É U ∩ M ⊂ M ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÁÒÔÏÊ, Á ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÁÑ ÓÏŒÏËÕÐÎÏÓÔØ ËÁÒÔ, ÐÏËÒÙŒÁÀÝÉÈ M | ÁÔÌÁÓÏÍ;

Â) M ∩ U ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÐÒÏÅËÔÉÒÕÅÔÓÑ ÎÁ ÏÄÎÕ ÉÚ m-ÍÅÒÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÈ ÐÌÏÓËÏÓÔÅÊ, Á ÏÓÔÁŒÛÉÅÓÑ n − m ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ŒÙÒÁÖÁÀÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÄÁÎÎÙÅ ËÁË ÇÌÁÄËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ;

Œ) ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ (ËÒÉŒÏÌÉÎÅÊÎÁÑ) ÓÉÓÔÅÍÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ Œ U, Œ ËÏÔÏÒÏÊ M ∩ U ÅÓÔØ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÁÑ m-ÍÅÒÎÁÑ ÐÌÏÓËÏÓÔØ x_{m+1} = : : : = x_n = 0;

Ç) M∩U ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÓÉÓÔÅÍÏÊ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ {f_i(x_1; : : :; x_n) = 0}, ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ ÒÁÎÇ ÍÁÔÒÉÃÙ ÞÁÓÔÎÙÈ

ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÈ

{ @f_i @x_j (x) } ÒÁŒÅÎ ÒÏŒÎÏ n − m Œ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ x ∈ U (ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ,

ŒÏÏÂÝÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÍÏÖÅÔ ÄÁÖÅ ÂÙÔØ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÍ).

œ ÐÏÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÚÁÄÁÞÁÈ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅ, ÐÒÉ ËÁËÉÈ ÕÓÌÏŒÉÑÈ ÄÁÎÎÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÍÎÏÇÏ- ÏÂÒÁÚÉÑÍÉ, ÎÁÊÄÉÔÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ, ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅ ËÁÒÔÙ É ÌÏËÁÌØÎÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ.

2. ïËÒÕÖÎÏÓÔØ x^2 + y^2 = R^2; ÓÆÅÒÁ ∑ x^2_i = R^2.

3. ðÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ x^2 + y^2 − z^2 = a.

4. íÎÏÖÅÓÔŒÏ

3x + y − z + u^2 = 0 x + y + 2z + u = 0 2x + 2y − 3z + 2u = 0 :

5. ïÂÒÁÚ ÏÔÒÅÚËÁ [a; b] ÐÒÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ { x = ’(t) y = (t) :

6. ðÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ SL(n) Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ R^{n2} ËŒÁÄÒÁÔÎÙÈ ÍÁÔÒÉÃ, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ÍÁÔÒÉÃ Ó ÅÄÉÎÉÞ- ÎÙÍ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÅÍ.

7. íÎÏÖÅÓÔŒÏ O(n) ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÈ ÍÁÔÒÉÃ.

8. íÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ûÔÉÆÅÌÑ M_{n;k} ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÈ k-ÒÅÐÅÒÏŒ Œ R^n.

œÙÓÛÉÊ íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ëÏÌÌÅÄÖ

íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ÁÎÁÌÉÚ 2-Ê ËÕÒÓ 27 ÓÅÎÔÑÂÒÑ 1997 ÇÏÄÁ

ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ M → N ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÇÌÁÄËÉÍ, ÇÄÅ M ⊂ R^m, N ⊂ R^n | ÇÌÁÄËÉÅ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ, ÅÓÌÉ Œ ËÁÖÄÏÊ ÌÏËÁÌØÎÏÊ ËÁÒÔÅ ÏÎÏ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÇÌÁÄËÉÍÉ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ. íÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ M É N ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÂÉÅËÔÉŒÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÇÌÁÄËÏÅ ŒÍÅÓÔÅ Ó ÏÂÒÁÔÎÙÍ.

1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÉÍÅÀÔ ÏÄÉÎÁËÏŒÕÀ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ.

üÔÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÐÒÉŒÏÄÑÔ Ë ÐÏÎÑÔÉÀ ÁÂÓÔÒÁËÔÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. çÌÁÄËÉÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ M, ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÎÏÅ Œ ŒÉ-

ÄÅ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÑ M = ⋃ U_¸, ŒÍÅÓÔÅ Ó ÚÁÄÁÎÎÙÍÉ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÙÍÉ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÑÍÉ ’_¸ : U_¸ → V_¸, ÇÄÅ V_¸ ⊂ R^n | ÏÔËÒÙÔÙÅ ÏÂÌÁÓÔÉ ÅŒËÌÉÄÏŒÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ. ðÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ U_¸ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ËÁÒÔÁÍÉ, Á ÉÈ ÓÏŒÏËÕÐÎÏÓÔØ | ÁÔÌÁÓÏÍ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÁÔÌÁÓ ÄÏÌÖÅÎ ÂÁÔØ ÄÏ- ÐÕÓÔÉÍÙÍ, ÔÏ ÅÓÔØ ÒÁÚÎÙÅ ËÁÒÔÙ ÄÏÌÖÎÙ ÂÙÔØ ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÙ: ÅÓÌÉ U_{¸˛} = U_¸ ∩ U_˛ ≠ ∅, ÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ’_{¸˛} = ’_˛ ∘ ’^{−1}_¸ : ’^{−1}_¸ (U_{¸˛}) → ’_˛(U_{¸˛}) ÄÏÌÖÎÙ ÂÙÔØ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉ ÏÂÌÁ- ÓÔÅÊ ÅŒËÌÉÄÏŒÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ.

2. äÁÊÔÅ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÈ ËÁÒÔ, ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÎÙÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ, ÇÌÁÄËÉÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ.

îÁÌÉÞÉÅ ÁÔÌÁÓÁ ÐÒÅŒÒÁÝÁÅÔ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ Œ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. ïÂÙÞÎÏ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ (É ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÓÌÅÄÏŒÁÔØ ÜÔÉÍ ÓÏÇÌÁÛÅÎÉÑÍ) ŒÙÐÏÌÎÅÎÉÅ ÄŒÕÈ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÈ ÕÓÌÏŒÉÊ: ÓÅÐÁ- ÒÁÂÅÌØÎÏÓÔÉ É ÏÔÄÅÌÉÍÏÓÔÉ. îÁ ÑÚÙËÅ ËÁÒÔ ÐÅÒŒÏÅ ÕÓÌÏŒÉÅ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÁÔÌÁÓ, ÓÏÓÔÏÑÝÉÊ ÉÚ ÎÅ ÂÏÌÅÅ, ÞÅÍ ÓÞÅÔÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ËÁÒÔ. œÔÏÒÏÅ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÄŒÕÈ ÔÏÞÅË ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÄÏÐÕÓÔÉÍÙÊ ÁÔÌÁÓ, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÜÔÉ ÔÏÞËÉ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ÒÁÚÌÉÞÎÙÍ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÍÓÑ ËÁÒÔÁÍ.

3. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÇÌÁÄËÏÅ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÅŒËÌÉÄÏŒÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ.

œÅÒÎÏ É ÏÂÒÁÔÎÏÅ: ËÁÖÄÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÎÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÍÕ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÀ ÅŒËÌÉ- ÄÏŒÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ.

4. œÓÐÏÍÎÉÔÅ, ËÁËÉÅ ÂÙŒÁÀÔ ËÏÍÐÁËÔÎÙÅ ÄŒÕÍÅÒÎÙÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ (ŒÓÅ ÕÞÁÓÔÎÉËÉ ÄÁÎÎÏÇÏ ÚÁ- ÎÑÔÉÑ ÏËÁÚÁÌÉÓØ Ó ÎÉÍÉ ÚÎÁËÏÍÙÍÉ).

5. ïÐÒÅÄÅÌÉÔÅ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÇÌÁÄËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁÈ. ëÁËÏŒÁ ÉÈ ÒÁÚÍÅÒ- ÎÏÓÔØ? ëÁËÉÅ ÉÚ ÎÉÈ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÎÙ?

Á) óÆÅÒÁ S^3.

Â) ðÒÏÅËÔÉŒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ RP^3 (ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÐÒÑÍÙÈ Œ R^4). Œ) çÒÕÐÐÁ SO(3) ŒÒÁÝÅÎÉÊ ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ (ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÈ 3 × 3 ÍÁÔÒÉÃ). Ç) ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ËÏÎÆÉÇÕÒÁÃÉÊ ÔŒÅÒÄÏÇÏ ÔÅÌÁ Ó ÏÄÎÏÊ ÚÁËÒÅÐÌÅÎÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ. Ä) ðÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Œ C^3 , ÚÁÄÁÎÎÏÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑÍÉ z^2_1 + z^2 + z^2_3 = 0; |z_1|^2 + |z_2|^2 + |z_3|^2 = 2. Å) ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ ÅÄÉÎÉÞÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ Ë ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÓÆÅÒÅ. Ö) çÒÕÐÐÁ SU(2) ÜÒÍÉÔÏŒÙÈ 2 × 2 ÍÁÔÒÉÃ.

œÙÓÛÉÊ íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ëÏÌÌÅÄÖ

íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ÁÎÁÌÉÚ 2-Ê ËÕÒÓ 4 ÏËÔÑÂÒÑ 1997 ÇÏÄÁ

ëÁÓÁÔÅÌØÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ Ë ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÀ M Œ ÔÏÞËÅ x ∈ M ÚÁÄÁÅÔÓÑ, ËÁË É ÄÌÑ ÏÂÌÁÓÔÅÊ ÅŒ- ËÌÉÄÏŒÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, ËÁË ËÌÁÓÓ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÈ ËÒÉŒÙÈ, ŒÙÈÏÄÑÝÉÈ ÉÚ ÔÏÞËÉ x. íÎÏÖÅÓÔŒÏ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÏÂÒÁÚÕÅÔ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ T_xM.

1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ T_xM | ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. ëÁËÏŒÁ ÅÇÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ? äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ŒÓÑËÉÈ ÌÏËÁÌØÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ x_1; : : :x_n ŒÅËÔÏÒÙ @=@x_i (ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÅ Ë i-Ê ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ) ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÁÚÉÓ Œ T_xM.

ðÕÓÔØ ÎÁ M ÚÁÄÁÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ f : M → R. ðÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ f ŒÄÏÌØ ŒÅËÔÏÒÁ ∈ T_xM, ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÇÏ Ë ËÒÉŒÏÊ ‚, ŒÙÈÏÄÑÝÅÊ ÉÚ ÔÏÞËÉ x, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ Œ ÎÕÌÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ f ÎÁ ‚ (ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÏÇÏ ËÁË ÆÕÎËÃÉÑ ÏÄÎÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ). œ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ, ÅÓÌÉ = ∑ i@=@x_i, ÔÏ f = ∑ i @f=@x_i.

œÅËÔÏÒÎÙÍ ÐÏÌÅÍ v ÎÁ M ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÇÌÁÄËÏÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ, ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÀÝÅÅ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ x ∈ M ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ v(x) ∈ T_xM Œ ÜÔÏÊ ÔÏÞËÅ. œ ÌÏËÁÌØÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ ËÁÖÄÏÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÌÅ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ v = ∑ v_i(x)@=@x_i.

ðÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÉ ŒÄÏÌØ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÏÌÑ ŒÎÏŒØ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÅÊ, ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÎÁ ŒÓÅÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ. üÔÁ ÏÐÅÒÁÃÉÑ ÌÉÎÅÊÎÁ É ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÐÒÁŒÉÌÕ ìÅÊÂÎÉÃÁ: v(fg) = vf g + f vg. œÓÑËÁÑ ÔÁËÁÑ ÏÐÅÒÁÃÉÑ (Ô.Å. ÌÉÎÅÊÎÁÑ É ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÁÑ ÐÒÁŒÉÌÕ ìÅÊÂÎÉÃÁ) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÅÍ.

2. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÂÒÁÔÎÏ, ËÁÖÄÏÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÅ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ ŒÄÏÌØ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÐÏÌÑ.

3. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÏÍÍÕÔÁÔÏÒ [u; v] = uv−vu ÄŒÕÈ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÊ ÔÏÖÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎ- ÃÉÒÏŒÁÎÉÅÍ (Œ ÔÏ ŒÒÅÍÑ, ËÁË ÐÒÏÓÔÏ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ uv É vu ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÑÍÉ ÎÅ ÑŒÌÑÀÔÓÑ). œÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÌÅ, ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ŒÄÏÌØ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÒÁŒÎÁ ËÏÍÍÕÔÁÔÏÒÕ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÈ ŒÄÏÌØ ÐÏÌÅÊ u É v, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÍÍÕÔÁÔÏÒÏÍ ÐÏÌÅÊ u É v.

4. îÁÊÄÉÔÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÅ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ ÄÌÑ ËÏÍÍÕÔÁÔÏÒÁ ÐÏÌÅÊ u = ∑ u_i@=@x_i É v =^∑ v_i@=@x_i.

(ïÔŒÅÔ: [u; v] = ∑ ( u_j @v^i@x_j − v_j @u^i@x_j ) @ @x_i .)

5. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÃÉÑ ËÏÍÍÕÔÉÒÏŒÁÎÉÑ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÏÌÅÊ ÌÉÎÅÊÎÁ, ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁ É ÕÄÏ- ŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÔÏÖÄÅÓÔŒÕ ñËÏÂÉ [[u; v]; w] + [[v; w]; u] + [[w; u]; v] = 0 (ÇÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ ŒÅËÔÏÒÎÙÅ ÐÏÌÑ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÁÌÇÅÂÒÕ ìÉ).

œÙÓÛÉÊ íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ëÏÌÌÅÄÖ

íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ÁÎÁÌÉÚ 2-Ê ËÕÒÓ 8 ÏËÔÑÂÒÑ 1997 ÇÏÄÁ

ëÏËÁÓÁÔÅÌØÎÙÍ ŒÅËÔÏÒÏÍ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ T^∗_x M, ÔÏ ÅÓÔØ ÌÉ- ÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ Œ ÄÁÎÎÏÊ ÔÏÞËÅ. äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÊ 1-ÆÏÒÍÏÊ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ËÏËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ, ÇÌÁÄËÏ ÚÁŒÉÓÑÝÉÈ ÏÔ ÔÏÞËÉ ÍÎÏÇÏ- ÏÂÒÁÚÉÑ.

ðÕÓÔØ f : M → R | ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÇÌÁÄËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ. äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÏÍ df ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ 1-ÆÏÒÍÁ, ÚÎÁÞÅÎÉÅ ËÏÔÏÒÏÊ ÎÁ ÐÏÌÅ v ÒÁŒÎÏ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ vf ŒÄÏÌØ ÜÔÏÇÏ ÐÏÌÑ.

1. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ df =

∑ @f @x_i dx^i, ÇÄÅ dx^i | ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ.

œÎÅÛÎÅÊ 2-ÆÏÒÍÏÊ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁÑ 2-ÆÏÒÍÁ ÎÁ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÍ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÅ. äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÊ 2-ÆÏÒÍÏÊ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ŒÎÅÛÎÉÈ 2-ÆÏÒÍ, ÇÌÁÄËÏ ÚÁŒÉ- ÓÑÝÉÈ ÏÔ ÔÏÞËÉ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ.

2. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÂÁÚÉÓ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ŒÎÅÛÎÉÈ 2-ÆÏÒÍ ÏÂÒÁÚÏŒÁÎ ÆÏÒÍÁÍÉ !_{ij}, i < j, ÔÁËÉÍÉ, ÞÔÏ !_{ij}( @@x_i ; @@x_j ) = −!_{ij} ( @@x_j ; @@x_i ) = 1, É !_{ij} ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÎÏÌØ ÎÁ ÄÒÕÇÉÈ ÐÁÒÁÈ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ.

œÎÅÛÎÉÍ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ 1-ÆÏÒÍ ¸ ∧ ˛ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ 2-ÆÏÒÍÁ, ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍÁÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÓÏÏÔÎÏÛÅ- ÎÉÅÍ: ¸ ∧ ˛(u; v) = ¸(u) ˛(v) − ¸(v) ˛(u).

3. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ !_{ij} = dx_i ∧ dx_j.

4. œÙÐÉÛÉÔÅ Œ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ÐÒÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑÈ: Á) 1-ÆÏÒÍ; Â) 2-ÆÏÒÍ.

5. œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ŒÓÑËÁÑ 1-ÆÏÒÍÁ ÅÓÔØ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ Á) R^1; Â) S^1; Œ) R^2; Ç) S^2;

Ä) R^2 \ {0}.

6. œÙÞÉÓÌÉÔÅ df ∧ df.

7. ðÏÌÏÖÉÍ F_G = { e^{−x2=2}P (x)^}; ˙^1_G =^{e^{−x2=2}P (x) dx^}, ÇÄÅ P | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ. óÀÒSSÅËÔÉŒÎÏ ÌÉ d : F_G → ˙^1_G?

8. ïÐÉÛÉÔÅ ŒÓÅ 2-ÆÏÒÍÙ ÎÁ Á) R^1; Â) R^2.

9. úÁÐÉÛÉÔÅ Œ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ ËÁËÕÀ-ÎÉÂÕÄØ 2-ÆÏÒÍÕ ÎÁ ÓÆÅÒÅ S^2, ËÏÔÏÒÁÑ ÎÉÇÄÅ ÎÅ ÒÁŒÎÁ ÎÕÌÀ.

10. îÁÐÉÛÉÔÅ Œ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ („; ) ÆÏÒÍÕ ÐÌÏÝÁÄÉ ÎÁ ÔÏÒÅ

x = (a + R cos „) cos y = (a + R cos „) sin z = R sin „ œÙÓÛÉÊ íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ëÏÌÌÅÄÖ

íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ÁÎÁÌÉÚ 2-Ê ËÕÒÓ 15 ÏËÔÑÂÒÑ 1997 ÇÏÄÁ

œÎÅÛÎÅÊ k-ÆÏÒÍÏÊ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÆÏÒÍÁ ÏÔ k ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ. äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÊ k-ÆÏÒÍÏÊ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ŒÎÅÛÎÉÈ k-ÆÏÒÍ, ÇÌÁÄËÏ ÚÁŒÉ- ÓÑÝÉÈ ÏÔ ÔÏÞËÉ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ k-ÆÏÒÍ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ M ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ˙^k(M). ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ˙^0(M) = F(M) | ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÇÌÁÄËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ.

œÎÅÛÎÉÍ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ¸^k ∧ ˛^l k-ÆÏÒÍÙ ¸^k É l-ÆÏÒÍÙ ˛^l ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ k + l-ÆÏÒÍÁ ¸^k ∧ ˛^l(_1; : : :; _{k+l}) =^∑_{σ1<...<σ} k σk+1<...<σk+l (−1)^ff¸^k(_{ff1} ; : : :; _{ffk} ) ˛^l(_{ffk+1} ; : : :; _{ffk+l} ) ;

ÇÄÅ (−1)^ff | ÚÎÁË ÐÏÄÓÔÁÎÏŒËÉ (1; : : :; k + l) → (ff_1; : : :; ff_{k+l}).

1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ŒÎÅÛÎÅÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏ É (ÓÕÐÅÒ)ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏ, ¸^k ∧ ˛^l = (−1)^{kl}˛^l ∧ ¸^k:

2. äÌÑ ÄÁÎÎÙÈ 1-ÆÏÒÍ ¸_1; : : :; ¸_k É ŒÅËÔÏÒÏŒ v_1; : : :; v_k ŒÙÞÉÓÌÉÔÅ ¸_1 ∧ : : : ∧ ¸_k(v_1; : : :; v_k). 3. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÁÖÄÁÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÁÑ k-ÆÏÒÍÁ Œ ÌÏËÁÌØÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ ! =^∑_i

1<:::<i_k

a_{i1;:::;ik} (x) dx_{i1} ∧ : : : ∧ dx_{ik} ;

ÇÄÅ a_{i1;:::;ik} (x) | ÇÌÁÄËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ.

4. îÁÊÄÉÔÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ˙^k_x ŒÎÅÛÎÉÈ k-ÆÏÒÍ Œ ÔÏÞËÅ x ∈ M.

ðÕÓÔØ ÚÁÄÁÎÏ ÇÌÁÄËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ F : M^m → N^n. ëÁÓÁÔÅÌØÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ F_∗ = DF : T_xM → T_{F (x)}N ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ŒÅËÔÏÒÙ ÎÁ M Œ ŒÅËÔÏÒÙ ÎÁ N. ïÄÎÁËÏ ÎÁ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÏÌÑÈ ÏÔÏ- ÂÒÁÖÅÎÉÅ DF ÎÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ, ÐÏÓËÏÌØËÕ F , ŒÏÏÂÝÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÎÅ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ. ôÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ ÎÁ ÆÏÒÍÁÈ ÏÐÅÒÁÃÉÑ ŒÚÑÔÉÑ ÏÂÒÁÔÎÏÇÏ ÏÂÒÁÚÁ, F^∗ : ˙^k(N) → ˙^k(M), ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÁÑ ÐÏ ÐÒÁŒÉÌÕ F^∗!(v_1; : : :; v_k) = !(F_∗v_1; : : :; F_∗v_k) ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ.

5. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ŒÚÑÔÉÅ ÏÂÒÁÔÎÏÇÏ ÏÂÒÁÚÁ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏÞÎÏ Ó ŒÎÅÛÎÉÍ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ, F^∗(¸ ∧ ˛) = F^∗¸ ∧ F^∗˛.

6. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ !^1 ∧ !^1 = 0. œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ !^2 ∧ !^2 = 0? ðÒÉŒÅÄÉÔÅ ÐÒÉÍÅÒ !^2, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ !^2 ∧ !^2 ≠ 0.

7. îÁÊÄÉÔÅ !^2, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ (x dx + y dy + z dz) ∧ ! = (x^2 + y^2 + z^2)dx ∧ dy ∧ dz. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÉ ÎÁ ÅÄÉÎÉÞÎÕÀ ÓÆÅÒÕ ! ÐÒÅŒÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÆÏÒÍÕ ÐÌÏÝÁÄÉ.

8. ðÕÓÔØ f = x^{a1}_1 + : : : + x^{an}_n îÁÊÄÉÔÅ !, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ df ∧ ! = f dx_1 ∧ : : : ∧ dx_n. 9. ðÕÓÔØ ¸_1; : : :; ¸_k | ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÅ 1-ÆÏÒÍÙ, É ¸ ≠ 0 | ÅÝÅ ÏÄÎÁ 1-ÆÏÒÍÁ, ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ ¸ ∧ ¸_1 ∧ : : : ∧ ¸_k = 0. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ

Á) ¸ ÅÓÔØ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÑ ÆÏÒÍ ¸_i.

Â) óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÆÏÒÍÁ ˛, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ¸ ∧ ˛ = ¸_1 ∧ : : : ∧ ¸_k.

10. ðÕÓÔØ ¸ ≠ 0 | ÎÅËÏÔÏÒÁÑ 1-ÆÏÒÍÁ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ¸ ∧ ! = 0 ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ! = ¸ ∧ ˛ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ˛.

œÙÓÛÉÊ íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ëÏÌÌÅÄÖ

íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ÁÎÁÌÉÚ 2-Ê ËÕÒÓ 22 ÏËÔÑÂÒÑ 1997 ÇÏÄÁ äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ d! ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÊ k-ÆÏÒÍÙ ! | ÜÔÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÁÑ (k + 1)-ÆÏÒÍÁ, ÚÎÁÞÅÎÉÅ ËÏÔÏÒÏÊ ÎÁ ÎÁÂÏÒÅ ÐÏÐÁÒÎÏ ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÝÉÈ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÏÌÅÊ (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÂÁÚÉÓÎÙÈ @=@x_i), ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ

d!(v_0; : : :; v_k) = k∑ i=0 (−1)^iv_i!(v_0; : : :; ^v_i; : : :; v_k);

ÎÁ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÅ ÎÁÂÏÒÙ ŒÅËÔÏÒÏŒ d! ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÐÏ ÌÉÎÅÊÎÏÓÔÉ. 1. îÁÊÄÉÔÅ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ ÄÌÑ d! ÎÁ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÍ ÎÁÂÏÒÅ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÏÌÅÊ. (ïÔŒÅÔ:

d!(v_0; :::; v_k) = k∑ i=0 (−1)^iv_i!(v_0; :::; ^v_i; :::; v_k) + ∑ 06i<j6k

(−1)^{i+j}!([v_i; v_j]; v_0; :::; ^v_i; :::; ^v_j; :::; v_k) :)

ðÏÓÌÅÄÎÅÅ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ ÄÌÑ d! ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ ËÏÒÒÅËÔÎÏÓÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÁ. 2. œÙÞÉÓÌÉÔÅ d^2f, ÇÄÅ f | ÆÕÎËÃÉÑ É d^2!, ÇÄÅ ! | 1-ÆÏÒÍÁ. 3. äÏËÁÖÉÔÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÁ.

Á) ìÉÎÅÊÎÏÓÔØ.

Â) åÓÌÉ f ∈ ˙^0 = F, ÔÏ df ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÏÂÙÞÎÙÍ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÏÍ ÆÕÎËÃÉÊ. Œ) dd = 0.

Ç) d(¸^k ∧ ˛^l) = (d¸^k) ∧ ˛^l + (−1)^k¸^k ∧ (d˛^l).

ðÒÉŒÅÄÅÎÎÙÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÐÏÌÎÏÓÔØÀ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ, É ÍÏÇÕÔ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØÓÑ ËÁË ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏÅ ÅÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. éÍÅÎÎÏ ÜÔÉÍÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ É ÐÏÌØÚÕÀÔÓÑ ÐÒÉ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑÈ.

4. îÁÊÄÉÔÅ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ ÄÌÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÁ Œ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ. (ïÔŒÅÔ:

d(^∑_i

1;:::;i_k

a_I (x)dx_{i1} ∧ : : : ∧ dx_{ik} ) =^∑_i

1;:::;i_k

da_I ∧ dx_{i1} ∧ : : : ∧ dx_{ik} =^∑_{l;i}

1;:::;i_k

@a_I @x_l dx^l ∧ dx^{i1} ∧ : : : ∧ dx^{ik} :)

îÁÛÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÁ ÂÅÓËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÅ, ÔÁË ÞÔÏ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ ÐÒÉ ÚÁÍÅÎÁÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. üÔÏ ÚÁÍÅÞÁÎÉÅ ÍÏÖÎÏ ÏÂÏÂÝÉÔØ.

5. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ŒÚÑÔÉÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÁ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏÞÎÏ Ó ŒÚÑÔÉÅÍ ÏÂÒÁÔÎÏÇÏ ÏÂÒÁÚÁ ÐÒÉ ÏÔÏ- ÂÒÁÖÅÎÉÑÈ, ÔÏ ÅÓÔØ ÅÓÌÉ F : M^m → N^n | ÇÌÁÄËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ, É ! ∈ ˙^k(N), ÔÏ dF^∗! = F^∗d! ∈ ˙^{k+1}(M).

æÏÒÍÁ ! ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÚÁÍËÎÕÔÏÊ, ÅÓÌÉ d! = 0, É ÔÏÞÎÏÊ, ÅÓÌÉ ! = d” ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÆÏÒÍÙ ”. ôÏÞÎÙÅ ÆÏÒÍÙ ÚÁÍËÎÕÔÙ (d^2 = 0); ÏÂÒÁÔÎÏÅ, ŒÏÏÂÝÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÎÅŒÅÒÎÏ (ÐÒÉŒÅÄÉÔÅ ÐÒÉÍÅÒ).

6. äÌÑ ËÁËÏÇÏ ¸_n ÆÏÒÍÁ^1_{rαn} ! ÚÁÍËÎÕÔÁ, ÇÄÅ r = √∑ x^2_i , Á ! =^∑(−1)^{i+1}x_idx_1 ∧: : :∧ ^dx_i ∧: : :∧dx_n.

7. îÁÊÄÉÔÅ ÆÕÎËÃÉÀ f, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ d(f!) = 0, ÇÄÅ ! =^{dx}_{yz} +^{dy}_{xz} +^{dz}_{xy} .

œÙÓÛÉÊ íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ëÏÌÌÅÄÖ

íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ÁÎÁÌÉÚ 2-Ê ËÕÒÓ 29 ÏËÔÑÂÒÑ 1997 ÇÏÄÁ

ìÅÍÍÁ ðÕÁÎËÁÒÅ. œÓÑËÁÑ ÚÁÍËÎÕÔÁÑ k-ÆÏÒÍÁ Œ R^n ÐÒÉ k > 0 ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÔÏÞÎÏÊ.

üËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÁ: ŒÓÑËÁÑ ÚÁÍËÎÕÔÁÑ ÆÏÒÍÁ ! ÎÁ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ M ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÏËÁÌØÎÏ ÔÏÞÎÏÊ, ÔÏ ÅÓÔØ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ x ∈ M ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÁËÁÑ ÆÏÒÍÁ ”, ÞÔÏ ! = d” Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ x.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÏÂÏÂÝÁÅÔ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ 1-ÆÏÒÍ, ÄÁÎÎÏÅ Œ ÌÉÓÔËÅ ÏÔ 10 É 13 ÓÅÎÔÑÂÒÑ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ h : ˙^k(R^n) → ˙^{k−1}(R^n),

(h!)_x(v_1; : : :; v_{k−1}) = 1∫ 0 !_{tx}(^∑ x_i^@_{@xi} ; tv_1; : : :; tv_{k−1}) dt :

ôÏÇÄÁ ÎÁ ˙^k(R^n) ÐÒÉ k > 0 ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ hd + dh = id;

ÔÏ ÅÓÔØ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÊ ÆÏÒÍÙ ! (ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÚÁÍËÎÕÔÏÊ) h(d!)+dh(!) = !. éÚ ÜÔÏÇÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÌÅÍÍÁ ðÕÁÎËÁÒÅ ÍÇÎÏŒÅÎÎÏ ŒÙÔÅËÁÅÔ. ðÒÏŒÅÒËÁ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÏÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÚÁÄÁÞÉ.

1. ðÕÓÔØ ! = A dx ∧ dy + B dy ∧ dz + C dz ∧ dx, ÇÄÅ A; B; C | ÆÕÎËÃÉÉ (n = 3). œÙÞÉÓÌÉÔÅ h(!). 2. œÙÞÉÓÌÉÔÅ hd + dh ÎÁ

Á) 0-ÆÏÒÍÁÈ (ÆÕÎËÃÉÑÈ); Â) ÔÏÞÎÙÈ 1-ÆÏÒÍÁÈ Œ R^n; Œ) ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÈ 1-ÆÏÒÍÁÈ Œ R^3;

3. ðÕÓÔØ ! = c(x) dx_1 ∧ : : : ∧ dx_k. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ h(!) = a(x) ∑ (−1)^{i−1}x_i dx_1 ∧ : : : ∧ ^dx_i ∧ : : : ∧ dx_k.

þÅÍÕ ÒÁŒÎÏ a(x)?

4. äÏËÁÖÉÔÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ hd + dh = id ÎÁ ˙^k(R^n), k > 0. 5. ïÐÒÅÄÅÌÉÔÅ h(!) ÄÌÑ^1_{r3} (x dy ∧ dz + y dz ∧ dx + z dx ∧ dy). 6. îÁÊÄÉÔÅ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ Œ R^3, ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÉÅ ÆÏÒÍÕ dx_1 ∧ dx_2. 7. ïÐÉÛÉÔÅ ÚÁÍËÎÕÔÙÅ É ÔÏÞÎÙÅ ÆÏÒÍÙ

Á) ÎÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ;

Â) Œ ËÏÍÐÌÅËÓÅ e^{−x2=2}(P; Q dx), ÇÄÅ P (x); Q(x) | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ; Œ) Œ ËÏÍÐÌÅËÓÅ e^{−x3−x}(P; Q dx), ÇÄÅ P (x); Q(x) | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ;

Ç) Œ ËÏÍÐÌÅËÓÅ e^{−(x2+y2)}(P; U dx+V dy ; Q dx ∧ dy), ÇÄÅ P (x; y); : : :; Q(x; y) | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ.

œÙÓÛÉÊ íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ëÏÌÌÅÄÖ

íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ÁÎÁÌÉÚ 2-Ê ËÕÒÓ 5 ÎÏÑÂÒÑ 1997 ÇÏÄÁ ëÏÎÔÒÏÌØÎÁÑ ÒÁÂÏÔÁ 1. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ∮ ‚ x dy − y dx, ÇÄÅ ‚ | ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ÒÁÄÉÕÓÁ r, ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ÃÅÎÔÒÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ.

Â) œÙÞÉÓÌÉÔÅ ÜÔÏÔ ÉÎÔÅÇÒÁÌ.

Œ) œÙÞÉÓÌÉÔÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÔÏÊ ÖÅ ÆÏÒÍÙ ÐÏ ÜÌÌÉÐÓÕ^{x2}_{a2} +^{y2}_{b2} = 1. 2. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ∮ ‚ e^{x cos y+z} (y cos y dx + (1 − xy sin y) dy + y dz) = 0 ;

ÇÄÅ ‚ | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÁÑ ÚÁÍËÎÕÔÁÑ ËÒÉŒÁÑ. 3. çÄÅ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÎÏÌØ 3-ÆÏÒÍÁ ! ∧ d!, ÇÄÅ ! = (x^2 + y^2)dz − x dy + y dz ?

4. œÙÐÉÛÉÔÅ ÆÏÒÍÕ dx_1 ∧ : : : ∧ dx_n Œ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÉÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ.

5. ðÒÉ ËÁËÉÈ ÕÓÌÏŒÉÑÈ ÎÁ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÌÅ v ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÅÇÏ ÐÏÄÓÔÁÎÏŒËÉ (dx_1 ∧ dx_2 + dx_3 ∧ dx_4)(v; ·) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÏÍ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ? îÁÊÄÉÔÅ ÜÔÕ ÆÕÎËÃÉÀ ÄÌÑ ÐÏÌÑ v = x_4 @@x_1 + 2x_1 @@x_2 + x_2 @@x_3 + x_3 @@x_4 :

œÙÓÛÉÊ íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ëÏÌÌÅÄÖ

íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ÁÎÁÌÉÚ 2-Ê ËÕÒÓ 12 ÎÏÑÂÒÑ 1997 ÇÏÄÁ

n-ÆÏÒÍÁ ! Œ R^n ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÆÉÎÉÔÎÏÊ, ÅÓÌÉ ÅÅ ÎÏÓÉÔÅÌØ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎ. åÓÌÉ ÎÏÓÉÔÅÌØ ÆÏÒÍÙ ! = f(x) dx_1 ∧ : : : ∧ dx_n ÌÅÖÉÔ Œ ËÕÂÅ I^n = {0 6 x_i 6 1}, ÔÏ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ÅÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌ | ÜÔÏ ËÒÁÔÎÙÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ∫ R^{n f(x) dx1 ∧ : : : ∧ dxn def=} ∫ 1 0 : : : ∫ 1 0 f(x) dx_1 : : :dx_n :

äÌÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ n-ÆÏÒÍÙ ÐÏ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÍÕ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÀ ÎÕÖÎÏ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÔØ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ Á) ËÏÍÐÁËÔÎÏ, É Â) ÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÏ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. îÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ M ÚÁÄÁÎÁ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÑ, ÅÓÌÉ ÎÁ ÎÅÍ ÚÁÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÁ ÎÉÇÄÅ ÎÅ

ÏÂÒÁÝÁÀÝÁÑÓÑ Œ ÎÏÌØ n-ÆÏÒÍÁ. åÓÌÉ M ÓŒÑÚÎÏ, É !_1; !_2 | ÄŒÅ ÔÁËÉÅ ÆÏÒÍÙ, ÔÏ !_2 = f!_1, ÇÄÅ f ≠ 0. úÎÁÞÉÔ ÌÉÂÏ f > 0 (ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÎÙÅ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÉ), ÌÉÂÏ f < 0 (ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÙÅ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÉ). âÁÚÉÓ v_1; : : :; v_n ∈ T_xM Œ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍ (ÓÏÏÔŒ. ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÍ), ÅÓÌÉ !(v_1; : : :; v_n) > 0 (ÓÏÏÔŒ. < 0). úÁÄÁÔØ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÀ | ÄÁÔØ ÓÐÏÓÏÂ ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÎÏÇÏ ÚÁÄÁÎÉÑ ÚÎÁËÁ ÂÁÚÉÓÏŒ ŒÏ ŒÓÅÈ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÈ T_xM, x ∈ M. ðÕÓÔØ !_1 ∈ ˙^n(M) É ÐÕÓÔØ ÎÏÓÉÔÅÌØ !_1 ÃÅÌÉËÏÍ ÐÏÍÅÝÁÅÔÓÑ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ËÁÒÔÅ F : U → M,

U ⊂ R^n. ôÏÇÄÁ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÐÏÌÏÖÉÔØ_∫ M !_1^{def}= ∫ R^{n F ∗!1 ;}

ÇÄÅ ÆÏÒÍÁ F^∗!_1 ∈ ˙^n(U) ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÁ ÎÕÌÅÍ ŒÎÅ U ⊂ R^n. üÔÏÔ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ËÁÒÔÙ, ÅÓÌÉ ÔÏÌØËÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÓÏÈÒÁÎÑÀÔ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÀ (ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÐÒÉ ÚÁÍÅÎÁÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÐÏÄÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÅ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ Œ ËÒÁÔÎÏÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌÅ ÕÍÎÏÖÁÅÔÓÑ ÎÁ ÍÏÄÕÌØ ÑËÏÂÉÁÎÁ ÚÁÍÅÎÙ, ÔÁË ÖÅ ËÁË É ÆÏÒÍÁ dx_1 ∧ : : : ∧ dx_n, ÐÏÜÔÏÍÕ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÆÉÎÉÔÎÏÊ ÆÏÒÍÙ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏ).

úÎÁÞÉÔ, ÞÔÏÂÙ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ∫ M ! Œ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ ! Œ ŒÉÄÅ ! =^∑ !_i, ÇÄÅ ÎÏÓÉÔÅÌØ ËÁÖÄÏÊ ÆÏÒÍÙ !_i ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ Œ ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ËÁÒÔÅ, Á ÚÁÔÅÍ ŒÏÓÐÏÌØ- ÚÏŒÁÔØÓÑ ÁÄÄÉÔÉŒÎÏÓÔØÀ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ, ÐÏÌÏÖÉŒ ∫ M ! =^∫_M^∑ !_i^{def}=^{∑ ∫}_M !_i. üÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ ÅÄÉÎÉÃÙ.

òÁÚÂÉÅÎÉÅ ÅÄÉÎÉÃÙ | ÜÔÏ ËÏÎÅÞÎÙÊ ÎÁÂÏÒ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÇÌÁÄËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ f_i : M → R ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ 1) ÎÏÓÉÔÅÌØ ËÁÖÄÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ Œ ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ËÁÒÔÅ, 2) ∑ f_i ≡ 1. åÓÌÉ {f_i} | ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÅÄÉÎÉÃÙ, ÔÏ ! = ∑ f_i! | ÉÓËÏÍÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ.

ðÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ ÅÄÉÎÉÃÙ. ðÕÓÔØ x ∈ M. œÙÂÅÒÅÍ ËÁËÕÀ-ÎÉÂÕÄØ ËÁÒÔÕ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÕÀ x, ŒÏÚØÍÅÍ ÆÕÎËÃÉÀ ĂÛÁÐÏÞËÕĄ ȷ_x Œ ÜÔÏÊ ËÁÒÔÅ, É ÐÒÏÄÏÌÖÉÍ ÅÅ ŒÎÅ ËÁÒÔÙ ÎÕÌÅÍ. ôÏÇÄÁ ÎÏÓÉ- ÔÅÌØ ȷ_x ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎ Œ ËÁÒÔÅ, É Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ V_x ÔÏÞËÉ x ÆÕÎËÃÉÑ ȷ_x ÓÔÒÏÇÏ ÐÏ- ÌÏÖÉÔÅÌØÎÁ. œÙÂÅÒÅÍ ÉÚ ÐÏËÒÙÔÉÑ {V_x} ËÏÎÅÞÎÏÅ ÐÏÄÐÏËÒÙÔÉÅ {V_{xi}}, ÔÏÇÄÁ f_i = ȷ_{xi} = ∑ ȷ_{xi} | ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÅÄÉÎÉÃÙ.

éÍÅÀÔÓÑ ÄŒÁ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ Ó ËÒÁÅÍ. 1) (M; @M) | ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Œ R^N, ËÁÖÄÁÑ ÔÏÞËÁ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÉÍÅÅÔ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ, ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÕÀ ÌÉÂÏ n-ÍÅÒÎÏÍÕ ÛÁÒÕ, ÌÉÂÏ ÐÏÌÕÛÁÒÉÀ. ëÒÁÊ @M | ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÔÏÞÅË, ÎÅ ÉÍÅÀÝÉÈ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÐÅÒŒÏÇÏ ÔÉÐÁ. 2) (M_1; @M_1) | ÜÔÏ ÐÁÒÁ (M; N), ÓÏÓÔÏÑÝÁÑ ÉÚ n-ÍÅÒÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ M É ÅÇÏ (n − 1)-ÍÅÒÎÏÇÏ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ N, ÒÁÚÂÉŒÁÀÝÅÇÏ M ÎÁ ÄŒÅ ÓŒÑÚÎÙÅ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ M_1 É M_2, ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÏÄÎÁ ŒÙÄÅÌÅÎÁ. ïÂÒÁÔÉÍ ŒÎÉÍÁÎÉÅ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÄŒÕÓÍÙÓÌÅÎÎÏÓÔØ ÔÒÁÄÉÃÉÏÎÎÏÊ ÔÅÒÍÉÎÏÌÏÇÉÉ: ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ Ó ËÒÁÅÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ (ÅÓÌÉ ÔÏÌØËÏ ËÒÁÊ ÎÅÐÕÓÔ).

ïÒÉÅÎÔÁÃÉÑ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÚÁÄÁÅÔ ÉÎÄÕÃÉÒÏŒÁÎÎÕÀ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÀ ÎÁ ÅÇÏ ËÒÁÀ: ÐÕÓÔØ x ∈ @M, É v_1; : : :v_n ∈ T_xM | ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÊ ÒÅÐÅÒ ÄÌÑ M, ÐÒÉÞÅÍ v_2; : : :; v_n ∈ T_x@M, Á v_1 ÎÁÐÒÁŒÌÅÎ ĂÎÁ- ÒÕÖÕĄ, ÔÏÇÄÁ v_2; : : :; v_n | ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÊ ÒÅÐÅÒ ÄÌÑ @M. œ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÆÏÒÍ ÓÔÁÒÛÅÊ ÓÔÅÐÅÎÉ:

ÅÓÌÉ Œ ÌÏËÁÌØÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ ËÒÁÊ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ x_1 = 0, Á ÓÁÍÏÍÕ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÀ ÓÏ- ÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÏÂÌÁÓÔØ x_1 < 0 (ÔÁË ÞÔÏ ŒÅËÔÏÒ @=@x_1 ÎÁÐÒÁŒÌÅÎ ÎÁÒÕÖÕ), ÔÏ ÆÏÒÍÁ dx_1 ∧: : :∧dx_n ÏÒÉÅÎÔÉÒÕÅÔ M ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÆÏÒÍÁ dx_2 ∧ : : : ∧ dx_n ÏÒÉÅÎÔÉÒÕÅÔ ËÒÁÊ @M.

ôÅÏÒÅÍÁ (ÆÏÒÍÕÌÁ óÔÏËÓÁ). ðÕÓÔØ M | ËÏÍÐÁËÔÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ Ó ËÒÁÅÍ @M, É ! |

(n − 1)-ÆÏÒÍÁ ÎÁ M. ôÏÇÄÁ ∫ @M ! = ∫ M d! :

ðÒÏŒÅÒÉÍ ÔÅÏÒÅÍÕ Œ ËŒÁÄÒÁÔÅ I^2 (ÎÅŒÚÉÒÁÑ ÎÁ ÔÏ, ÞÔÏ ËŒÁÄÒÁÔ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ Ó ËÒÁÅÍ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ). ðÕÓÔØ ! = f(x; y)dy. ôÏÇÄÁ d! = @f=@x dx ∧ dy. ðÏ ÆÏÒÍÕÌÅ îØÀÔÏÎÁ-ìÅÊÂÎÉÃÁ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ∫

I^2

d! = ∫ 1 0 (∫ 1 0 @f @xdx ) dy = ∫ 1 0 (f(1; y) − f(0; y))dy :

ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÆÏÒÍÁ ! ÎÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÁ ÔÏÌØËÏ ÎÁ ÓÔÏÒÏÎÁÈ x = 0 É x = 1 ËŒÁÄÒÁÔÁ, ÐÏÜÔÏÍÕ (ÐÏÓÌÅ ÕÞÅÔÁ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÈ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÊ) ∫ @I^2 ! = ∫ 1 0 f(1; y)dy − ∫ 1 0 f(0; y)dy :

ôÅ ÖÅ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÐÒÏŒÅÒÑÀÔ ÆÏÒÍÕÌÕ óÔÏËÓÁ Œ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÍ ËÕÂÅ I^n, ÎÕÖÎÏ ÔÏÌØËÏ y ÚÁÍÅ- ÎÉÔØ ŒÓÀÄÕ ÎÁ y_2; : : :; y_n, Á dy | ÎÁ dy_2 ∧ : : : ∧ dy_n.

œ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÄÌÑ ËÕÂÁ ÄÁÀÔ ÆÏÒÍÕÌÕ óÔÏËÓÁ Œ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ. äÅÊÓÔŒÉ- ÔÅÌØÎÏ, ÉÚ ÁÄÄÉÔÉŒÎÏÓÔÉ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÎÁÍ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÆÏÒÍÕÌÕ óÔÏËÓÁ ÐÒÉ ÕÓÌÏŒÉÉ, ÞÔÏ ÎÏÓÉÔÅÌØ ÆÏÒÍÙ ! ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ Œ ÏÂÒÁÚÅ ËÕÂÁ I^n ÐÒÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ F : U → M, I^n ⊂ U ⊂ R^n, ÚÁÄÁÀÝÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÌÏËÁÌØÎÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ. ðÏÌÏÖÉÍ ˙ = F^∗!. ôÏÇÄÁ F^∗d! = d˙.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄŒÁ ÓÌÕÞÁÑ: 1) F (I^n) ∩ @M = ∅. œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ∫ @M ! = 0, ÐÏÓËÏÌØËÕ ! = 0 ÎÁ @M.

ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ óÔÏËÓÁ ÄÌÑ ËÕÂÁ ∫ M d! = ∫ I^n

d˙ = ∫ @I^n

˙ = 0 ;

ÐÏÓËÏÌØËÕ ! = 0 ÎÁ ÏÂÒÁÚÅ F (@I^n) ÇÒÁÎÉÃÙ ËÕÂÁ. 2) F (I^n) ∩ @M ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÇÒÁÎØÀ I^{n−1} = {x_1 = 0} ËÕÂÁ. ôÏÇÄÁ ∫ @M ! = −^∫_In�1 ˙ (ŒÓÐÏÍÎÉÍ ÐÒÁŒÉÌÏ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÉ ÇÒÁÎÉÃÙ!) ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ˙ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÎÏÌØ ÎÁ ŒÓÅÈ ÇÒÁÎÑÈ, ËÒÏÍÅ I^{n−1}, É ÏÐÑÔØ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ óÔÏËÓÁ ÄÌÑ ËÕÂÁ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ∫ M d! = ∫ I^n

d˙ = ∫ @I^n

˙ = − ∫ I^n�^1 ˙ : ôÅÏÒÅÍÁ ÐÏÌÎÏÓÔØÀ ÄÏËÁÚÁÎÁ.

1. ðÒÏŒÅÒØÔÅ ÆÏÒÍÕÌÕ óÔÏËÓÁ ÄÌÑ

Á) ! = x^2y^3 dx + dy + z dz ÎÁ ŒÅÒÈÎÅÊ ÐÏÌÕÓÆÅÒÅ x^2 + y^2 + z^2 = a^2;

Â) ! = y dx+z dy +x dz ÎÁ ËÒÕÇÅ Œ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÉ ÛÁÒÁ x^2 +y^2 +z^2 6 a^2 Ó ÐÌÏÓËÏÓÔØÀ x+z = a; Œ) ! = (z^2 − x^2)dx + (x^2 − y^2)dy + (y^2 − z^2)dz ÎÁ ŒÉÎÔÏŒÏÊ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ x = u cos v, y = u sin v, z = cv (a 6 u 6 b, 0 6 v 6 2ı).

2. œÙÞÉÓÌÉÔÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÐÏ ÜÌÌÉÐÓÏÉÄÕ^{x2}_{a2} +^{y2}_{b2} +^{z2}_{c2} = 1 ÏÔ ÆÏÒÍÙ Á) dx∧dy; Â) z dx∧dy; Œ) z^2dx∧dy;

Ç)^{dy∧dz}_x +^{dz∧dx}_y +^{dx∧dy}_z .

3. œÙÞÉÓÌÉÔÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÐÏ ŒÅÒÈÎÅÊ ÐÏÌÏŒÉÎÅ (z ¿ 0) ÔÏÇÏ ÖÅ ÜÌÌÉÐÓÏÉÄÁ ÏÔ ÆÏÒÍÙ Á) x^3dy ∧ dz;

Â) yz dz ∧ dx.

œÙÓÛÉÊ íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ëÏÌÌÅÄÖ

íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ÁÎÁÌÉÚ 2-Ê ËÕÒÓ 19 ÎÏÑÂÒÑ 1997 ÇÏÄÁ

ðÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÉ ŒÄÏÌØ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÑ ÎÅ ÏÂÏÂÝÁÅÔÓÑ ÎÁ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÅ ÆÏÒÍÙ, ÐÏ- ÓËÏÌØËÕ ÎÅÌØÚÑ ÓÒÁŒÎÉŒÁÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÆÏÒÍÙ Œ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÔÏÞËÁÈ. ïËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅ- ÄÅÌÉÔØ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÕÀ L! ÆÏÒÍÙ ! ŒÄÏÌØ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÏÌÑ . ðÕÓÔØ G_t : M → M, |t| < ", G_0 = id | ÇÌÁÄËÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ. ïÎÏ ÚÁÄÁÅÔ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÏÌÅÊ (t), ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÐÏÌÑ (t_0) Œ ÔÏÞËÅ G_{t0} x ∈ M | ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ Ë ËÒÉŒÏÊ {G_tx}. ïÂÒÁÔÎÏ, ËÁÖÄÏÍÕ ŒÅËÔÏÒÎÏÍÕ ÐÏÌÀ (ŒÏÚÍÏÖÎÏ, ÚÁŒÉÓÑÝÅÍÕ ÏÔ t) ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ÄÉÆÆÅÏ- ÍÏÒÆÉÚÍÏŒ (ÜÔÏ | ÔÅÏÒÅÍÁ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÑ É ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔÉ ÄÌÑ ÏÂÙËÎÏŒÅÎÎÙÈ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉ- ÁÌØÎÙÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ, ŒÅÒÎÁÑ ÄÌÑ ËÏÍÐÁËÔÎÙÈ, Á Ó ÎÅËÏÔÏÒÙÍÉ ÏÇÏŒÏÒËÁÍÉ, É ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ). ðÏÌÏÖÉÍ = (0). ðÕÓÔØ ! ∈ ˙^k(M). ðÏÌÏÖÉÍ !_t = G^∗_t !.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. L!^{def}=^d_{dt}^|_{t=0} !_t =^d_{dt}^|_{t=0} G^∗_t !.

1. äÏËÁÖÉÔÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ L ŒÄÏÌØ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÏÌÑ.

Á) ìÉÎÅÊÎÏÓÔØ.

Â) åÓÌÉ f ∈ ˙^0 = F, ÔÏ Lf = f = df() | ÏÂÙÞÎÁÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ŒÄÏÌØ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÏÌÑ. Œ) äÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÈ ÄŒÕÈ ÆÏÒÍ L(¸ ∧ ˛) = (L¸) ∧ ˛ + ¸ ∧ (L˛).

2. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ” | ÄÒÕÇÏÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÌÅ, ÔÏ L” = [; ”] (ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, L” =^d_{dt} | | t=0 (G^{−1}_t )_∗”).

3. äÏËÁÖÉÔÅ ÐÒÁŒÉÌÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÑ ĂÓÌÏÖÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉĄ: ÅÓÌÉ ! ∈ ˙^k(M) É v_1; : : :; v_k | ŒÅËÔÏÒÎÙÅ ÐÏÌÑ ÎÁ M, ÔÏ

L^(!(v_1; : : :; v_k)^) = (L!)(v_1; : : :; v_k) +^∑ !(v_1; : : :; [; v_i]; : : :; v_k):

4. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÐÏÄÓÔÁÎÏŒËÉ i!^k(v_1; : : :; v_{k−1})^{def}= !^k(; v_1; : : :; v_{k−1}) ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÓÌÅÄÕ- ÀÝÉÍÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ

Á) ìÉÎÅÊÎÏÓÔØ.

Â) idf = f, ÅÓÌÉ f | ÆÕÎËÃÉÑ.

Œ) i(¸^k ∧ ˛^l) = (i¸^k) ∧ ˛^l + (−1)^k¸^k ∧ (i˛^l).

ïÐÅÒÁÔÏÒÙ d : ˙^k → ˙^{k+1}, i : ˙^k → ˙^{k−1} É L : ˙^k → ˙^k ÓŒÑÚÁÎÙ ÔÏÖÄÅÓÔŒÏÍ ëÁÒÔÁÎÁ L = id + di :

ïÂÎÁÒÕÖÉÔØ ÜÔÏ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÏÅ ÔÏÖÄÅÓÔŒÏ ÇÏÒÁÚÄÏ ÔÒÕÄÎÅÅ, ÞÅÍ ÄÏËÁÚÁÔØ 5. äÏËÁÖÉÔÅ ÔÏÖÄÅÓÔŒÏ ëÁÒÔÁÎÁ ÄÌÑ

Á) ÆÕÎËÃÉÊ;

Â) 1-ÆÏÒÍ ŒÉÄÁ df;

Œ) ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÈ ÆÏÒÍ. (õËÁÚÁÎÉÅ: ŒÏÓÐÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÉÎÄÕËÃÉÅÊ ÐÏ ÓÔÅÐÅÎÉ !.)

çÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÆÏÒÍÕÌÙ óÔÏËÓÁ^∫_M d! =^∫_{@M} !. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ M = M_0 ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÞÁÓÔÅÊ, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÅ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ N_0 = @M_0 ÒÁÚÂÉŒÁÅÔ ËÏÍ- ÐÁËÔÎÏÅ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ W . ðÒÏÄÏÌÖÉÍ ! ÄÏ ÇÌÁÄËÏÊ (n − 1)-ÆÏÒÍÙ ÎÁ ŒÓÅÍ W . ðÕÓÔØ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÑ ÎÁ W ÚÁÄÁÎÁ n-ÆÏÒÍÏÊ ˙. ðÏÓËÏÌØËÕ ˙ ÎÉÇÄÅ ÎÅ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÎÏÌØ, ! ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ Œ ŒÉÄÅ ! = i_V ˙, ÇÄÅ V | ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÌÅ ÎÁ W , Á i_V | ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÐÏÄÓÔÁÎÏŒËÉ. ðÕÓÔØ F_t : W → W , |t| < " | ÏÄÎÏÐÁÒÁÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ÄÉÆ- ÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ, ÚÁÄÁŒÁÅÍÏÅ ÐÏÌÅÍ V . ðÏÌÏÖÉÍ M_t = F_t(M_0), N_t = @M_t = F_t(N). ðÏÓÞÉÔÁÅÍ ÄŒÕÍÑ ÓÐÏÓÏÂÁÍÉ ŒÅÌÉÞÉÎÕ^d_{dt} ∫ Mt˙ | | t=0, ÉÚÍÅÒÑÀÝÕÀ ÓËÏÒÏÓÔØ ÉÚÍÅÎÅÎÉÑ ÏÂSSÅÍÁ ÞÁÓÔÉ M_t ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ W .

1) ðÏ ÔÏÖÄÅÓÔŒÕ ëÁÒÔÁÎÁ, ddt ∫ Mt ˙ | | | t=0 = ddt ∫ M_0

F^∗_t˙ | | | t=0 = ∫ M_0

L_V ˙ = ∫ M_0

d(i_V ˙) = ∫ M_0 d!:

2) ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ddt ∫ Mt ˙ | | | t=0 = lim_{t→0} 1 t ( ∫ Mt ˙ − ∫ M_0

˙) = lim_{t→0} 1 t ∫ N_{(0,t)} ˙; ÇÄÅ ÐÏÌÏÓËÁ N_{(0;t)} = ⋃ fi ∈(0;t) Nfi ÚÁÍÅÔÁÅÔÓÑ ÄÕÇÁÍÉ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÊ ÐÏÌÑ V , ŒÙÈÏÄÑÝÉÈ ÉÚ N0.

ðÏÜÔÏÍÕ (ÐÒÏÄÕÍÁÊÔÅ, ÐÏÞÅÍÕ!)

lim_{t→0} 1 t ∫ N_{(0,t)} ˙ = ∫ N_0

i_V ˙ = ∫ @M_0 ! : ëÏÍÍÅÎÔÁÒÉÉ Ë ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÕ ÌÅÍÍÙ ðÕÁÎËÁÒÅ. äÒÕÇÉÍ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅÍ ÆÏÒÍÕÌÙ ëÁÒÔÁÎÁ ÑŒÌÑ-

ÅÔÓÑ ÒÁÚSSÑÓÎÅÎÉÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÌÅÍÍÙ ðÕÁÎËÁÒÅ, ÐÒÉŒÅÄÅÎÎÏÇÏ Œ ÌÉÓÔËÅ ÏÔ 29 ÏËÔÑÂÒÑ. ðÕÓÔØ G_t : M^m → N^n, t ∈ [0, 1] | ÇÌÁÄËÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ, ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ. ïÎÏ ÚÁÄÁÅÔ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ŒÅËÔÏÒÏŒ ξ_x(t) ∈ T_{Gt(x)}N , x ∈ M | ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ Ë ËÒÉŒÙÍ {G_tx}, t ∈ [0, 1]. ðÕÓÔØ ω ∈ ˙^k(N ). ðÏÌÏÖÉÍ α_t = G^∗_t ω ∈ ˙^k(M ). ôÏÇÄÁ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÉÎÄÕËÃÉÅÊ ÐÏ ÓÔÅÐÅÎÉ ω, ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÓÉÌÅÎÉÅ ÔÏÖÄÅÓÔŒÁ ëÁÒÔÁÎÁ d dt α_t = θ_td + dθ_t, t ∈ [0, 1], ÇÄÅ θ_t : ˙^k(N ) → ˙^{k−1}(M ) | ĂÐÏÄÓÔÁÎÏŒËÁ ξ(t) ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ ÓÏ ŒÚÑÔÉÅÍ ÏÂÒÁÔÎÏÇÏ ÏÂÒÁÚÁĄ, (θ_tω)_x(v_1, . . . , v_{k−1}) = ω(ξ_x(t), (G_t)_∗v_1, . . . , (G_t)_∗v_{k−1}). éÎÔÅÇÒÉÒÕÑ ÐÏ t, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ α_1 − α_0 = hdω + dhω, ÇÄÅ h : ˙^k(N ) → ˙^{k−1}(M ), ω →

∫_1 0 θ_tdt. éÚ ÜÔÏÇÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÐÒÉÎÃÉÐ ÇÏÍÏÔÏÐÉÉ:

ÏÂÒÁÔÎÙÅ ÏÂÒÁÚÙ ÚÁÍËÎÕÔÏÊ ÆÏÒÍÙ ÐÒÉ ÇÌÁÄËÏ ÇÏÍÏÔÏÐÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑÈ ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÎÁ ÔÏÞÎÕÀ. (äŒÁ ÇÌÁÄËÉÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÇÌÁÄËÏ ÇÏÍÏÔÏÐÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ ÉÈ ÍÏÖÎÏ ÓÏÅÄÉÎÉÔØ ÇÌÁÄËÉÍ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ, ÚÁŒÉÓÑÝÉÍ ÏÔ ÐÁÒÁÍÅÔÒÁ t ∈ [0, 1].) îÁÐÒÉÍÅÒ, ÄÌÑ ÇÏÍÏÔÏÐÉÉ

R^n → R^n : x → tx ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÌÅÍÍÕ ðÕÁÎËÁÒÅ: Œ R^n ŒÓÑËÁÑ ÚÁÍËÎÕÔÁÑ ÆÏÒÍÁ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ

ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ ÎÕÌÅŒÏÊ ÎÁ ÔÏÞÎÕÀ.

6. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒ h ÄÌÑ ÇÏÍÏÔÏÐÉÉ x → tx ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÏÄÎÏÉÍÅÎÎÙÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ ÉÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØ- ÓÔŒÁ ÌÅÍÍÙ ðÕÁÎËÁÒÅ, ÐÒÉŒÅÄÅÎÎÏÇÏ ŒÙÛÅ.

7. Á) œÙŒÅÄÉÔÅ ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ ÏÂSSÅÍÁ ÔÅÌÁ, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÇÏ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØÀ r = r(’; „) É ÕÇÌÏŒÙÍ ÓÅËÔÏÒÏÍ a_1 6 ’ 6 b_1; a + 2 6 „ 6 b_2.

Â) œÙÞÉÓÌÉÔÅ ÏÂSSÅÍ ÔÅÌÁ ÄÌÑ r = a sin ’ √ sin 2„.

8. îÁÊÄÉÔÅ ÑËÏÂÉÁÎ ÐÅÒÅÈÏÄÑ Ë ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÉÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍ (x; y; z) → (t_1; t_2; t_3), ÇÄÅ t_i | ÒÅÛÅ- ÎÉÑ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ^{x2}_{a2−t} +^{y2}_{b2−t} +^{z2}_{c2−t} = 1.

9. åÓÌÉ M^n | ËÏÍÐÁËÔÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÂÅÚ ËÒÁÑ, ÔÏ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÊ ÔÏÞÎÏÊ n-ÆÏÒÍÙ ˙ ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ∫ M ˙ = 0. œÅÒÎÏ ÌÉ ÏÂÒÁÔÎÏÅ, ∫ M ˙ = 0 ⇒ ˙ = d! ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ (n − 1)-ÆÏÒÍÙ !?

œÙÓÛÉÊ íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ëÏÌÌÅÄÖ

íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ÁÎÁÌÉÚ 2-Ê ËÕÒÓ 26 ÎÏÑÂÒÑ 1997 ÇÏÄÁ

œ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÍ ŒÅËÔÏÒÎÏÍ ÁÎÁÌÉÚÅ Œ ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÆÕÎËÃÉÑ f(x; y; z) ÍÏÖÅÔ ÏÂÏ- ÚÎÁÞÁÔØ ËÁË ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏ ÆÕÎËÃÉÀ, ÔÁË É 3-ÆÏÒÍÕ f dx ∧ dy ∧ dz. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ŒÅËÔÏÒ-ÓÔÏÌÂÅÃ (P (x; y; z); Q(x; y; z); R(x; y; z)) ÍÏÖÅÔ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÌÅ P@=@x + Q@=@y + R@=@z, ÎÏ É 1-ÆÏÒÍÕ P dx + Q dy + R dz, ÉÌÉ 2-ÆÏÒÍÕ P dy ∧ dz + Q dz ∧ dx + R dx ∧ dy, ÞÔÏ ÏÞÅÎØ ÓÉÌØÎÏ ÚÁÐÕÔÙŒÁÅÔ ÓÕÝÅÓÔŒÏ ÐÒÏÉÓÈÏÄÑÝÅÇÏ. œ ÜÔÉÈ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÙ Œ ËÏÍÐÌÅËÓÅ ˙^0(R^3)^d→ ˙^1(R^3)^d→ ˙^2(R^3)^d→ ˙^3(R^3)

ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, ÇÒÁÄÉÅÎÔÏÍ, ÒÏÔÏÒÏÍ É ÄÉŒÅÒÇÅÎÃÉÅÊ.

1. îÁÊÄÉÔÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÅ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ ÄÌÑ ÜÔÉÈ ÏÐÅÒÁÃÉÊ. (ïÔŒÅÔ:

grad f = (@f @x; @f @y ; @f @z ) ; rot (P; Q; R) = (@R @y − @Q @z ; @P @z − @R @x ; @Q @x − @P @y ) ; div (P; Q; R) = (@P @x + @Q @y + @R @z ) :)

ïÐÉÛÅÍ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏ (ÎÁÓËÏÌØËÏ ÜÔÏ ŒÏÚÍÏÖÎÏ) ÜÔÉ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÑ, Ô.Å. ŒÙÑÓÎÉÍ, ÏÔ ËÁËÉÈ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÈ ÓÔÒÕËÔÕÒ ÏÎÉ ÚÁŒÉÓÑÔ. ðÒÉÍÅÒÁÍÉ ŒÏÚÍÏÖÎÙÈ ÓÔÒÕËÔÕÒ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÆÏÒÍÁ ÏÂSSÅÍÁ | ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÁÑ ÆÏÒÍÁ dV ÓÔÁÒÛÅÊ ÓÔÅÐÅÎÉ (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, dV = dx_1 ∧ : : : ∧ dx_n Œ R^n) É ÒÉÍÁÎÏŒÁ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ | ÇÌÁÄËÏ ÚÁŒÉÓÑÝÅÅ ÏÔ ÔÏÞËÉ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ Œ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÈ (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ‖v‖^2 = ∑ v^2_i Œ R^n).

ðÕÓÔØ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ M^n ÚÁÄÁÎÁ ÆÏÒÍÁ ÏÂSSÅÍÁ dV = !^n. ïÎÁ ÚÁÄÁÅÔ ŒÚÁÉÍÎÏ-ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ÍÅÖÄÕ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ É n-ÆÏÒÍÁÍÉ, f → f!, ÞÔÏ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁÔØ ÐÏ ÏÂÌÁ- ÓÔÑÍ D ⊂ M ÆÕÎËÃÉÉ, f → ∫ D f dV . ðÒÉ ÜÔÏÍ m(D) =^∫_D dV | ĂÏÂSSÅÍĄ ÏÂÌÁÓÔÉ D.

ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÉÍÅÅÔÓÑ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ÍÅÖÄÕ ŒÅËÔÏÒÎÙÍÉ ÐÏÌÑÍÉ É (n − 1)-ÆÏÒÍÁÍÉ, v → !^{n−1}_v = !(v; ·). ðÒÉ ÜÔÏÍ n-ÆÏÒÍÁ d!_v = L_v! ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÁ !, ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÄÉŒÉÒÇÅÎÃÉÅÊ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÏÌÑ v. éÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÄÉŒÉÒÇÅÎÃÉÑ

div v(x) = lim_{"→0} ∫ Dε L_v! m(D_") ;

ÉÚÍÅÒÑÅÔ ÓËÏÒÏÓÔØ ÕŒÅÌÉÞÅÎÉÑ ÏÂSSÅÍÁ ÞÁÓÔÉÃ Œ ÐÏÔÏËÅ ÐÏÌÑ v.

éÎÔÅÇÒÁÌ ÐÏ n − 1-ÍÅÒÎÏÊ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ G^{n−1} ÏÔ ÆÏÒÍÙ !_v ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÔÏËÏÍ ÐÏÌÑ v ÞÅÒÅÚ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ G. åÓÌÉ ÎÁ M ÚÁÄÁÎÁ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏ ÒÉÍÁÎÏŒÁ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ (ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅ- ÎÉÅ (·; ·)), ÔÏ ÎÁ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ G ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔÓÑ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÏÂSSÅÍÁ dS = !^n(; ·), ÇÄÅ | ŒÅËÔÏÒ ŒÎÅÛÎÅÊ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÎÏÒÍÁÌÉ Ë ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ G. ôÏÇÄÁ v = (v; ) + v_{ËÁÓ}, ÇÄÅ ŒÅËÔÏÒ v_{ËÁÓ} ËÁÓÁÅÔÓÑ G. ðÏÜÔÏÍÕ !_v^|_G= (v; ) dS, É ÐÏÔÏË ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ

ð_Gv = ∫ G (v; ) dS;

ôÅÏÒÅÍÁ óÔÏËÓÁ (ÎÁÚÙŒÁÅÍÁÑ Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÔÅÏÒÅÍÏÊ ïÓÔÒÏÇÒÁÄÓËÏÇÏ) ÕÔŒÅÒÖÄÁÅÔ, ÞÔÏ Œ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ G ÏÇÒÁÎÉÞÉŒÁÅÔ ÏÂÌÁÓÔØ D, ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ∫ G (v; ) dS = ∫ D (div v) dV :

îÁÌÉÞÉÅ ÒÉÍÁÎÏŒÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÉÔØ ŒÅËÔÏÒÁ ÔÁËÖÅ É Ó 1-ÆÏÒÍÁÍÉ, v → ¸^1_v = (v; ·). ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÜÌÅÍÅÎÔ ÏÂSSÅÍÁ ÉÍÅÅÔÓÑ ÎÁ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑÈ ŒÓÅÈ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÅÊ, Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÜÌÅÍÅÎÔ ÄÌÉÎÙ ÎÁ ËÒÉŒÏÊ ‚ | ÜÔÏ 1-ÆÏÒÍÁ dl = ¸^1_fi , ÇÄÅ fi | ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ËÁÓÁÔÅÌØ- ÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ ËÒÉŒÏÊ. éÎÔÅÇÒÁÌ ã_‚v = ∫ ‚ ¸^1_v = ∫ ‚ (v; fi) dl

ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÃÉÒËÕÌÑÃÉÅÊ ÐÏÌÑ v ŒÄÏÌØ ËÒÉŒÏÊ ‚. åÓÌÉ M ÔÒÅÈÍÅÒÎÏ, ÔÏ 2 = n − 1, É ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, d¸^1_v = !_{rot v}. ôÅÏÒÅÍÁ óÔÏËÓÁ ÄÌÑ 1-ÆÏÒÍ Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ÔÁËÏÊ ŒÉÄ: ÅÓÌÉ ÏÂÌÁÓÔØ G ÄŒÕÍÅÒÎÏÊ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ ÚÁÍËÎÕÔÏÊ ËÒÉŒÏÊ ‚, ÔÏ ÃÉÒËÕÌÑÃÉÑ ÐÏÌÑ v ŒÄÏÌØ ÎÅÅ ÒÁŒÎÁ ÐÏÔÏËÕ ÒÏÔÏÒÁ ÐÏÌÑ v ÞÅÒÅÚ G,

ã_‚v = ð_Grot v ; ∮ ‚ (v; fi) dl = ∫ G (rot v; ) dS :

2. îÁÊÄÉÔÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÐÏÌÑ w, ÚÁÄÁÀÝÅÇÏ 2-ÆÏÒÍÕ !^2_w = ¸^1_u ∧ ¸^1_v.

3. ïÐÒÅÄÅÌÉÔÅ ÆÕÎËÃÉÀ f, ÚÁÄÁÀÝÕÀ 3-ÆÏÒÍÕ ¸^1_u ∧ w^2_v = f dx ∧ dy ∧ dz.

ñŒÎÙÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ Œ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÑÈ, ÂÏÌØÛÉÈ ÔÒÅÈ, ÔÁËÖÅ ÎÁÈÏÄÑÔ ŒÁÖÎÙÅ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÑ. îÁÐÒÉÍÅÒ, 2-ÆÏÒÍÁ Œ R^4 ÚÁÄÁÅÔÓÑ 6 ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ.

4. îÁÊÄÉÔÅ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ ÄÌÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÁ 2-ÆÏÒÍÙ Œ R^4.

ðÒÉÍÅÒÏÍ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÑ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ íÁËÓŒÅÌÌÁ. üÌÅËÔÒÏÍÁÇÎÉÔÎÏÅ ÐÏÌÅ Œ

R^3 ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÄŒÕÍÑ ÐÏÌÑÍÉ E = (E1, E2, E3) É H = (H1, H2, H3). õÒÁŒÎÅÎÉÑ ÒÁÓÐÒÏÓÔÒÁÎÅÎÉÑ ÜÌÅËÔÒÏ-

ÍÁÇÎÉÔÎÙÈ ŒÏÌÎ Œ ŒÁËÕÕÍÅ ÉÍÅÀÔ ŒÉÄ

div H = 0, rot E = −^1_c _H div E = 0, rot H =^1_c _E

éÚ ÒÅÛÅÎÉÑ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ ŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÜÔÉ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ Œ ŒÉÄÅ dF = 0, d(∗F ) = 0, ÇÄÅ F = −E_1dx_0 ∧ dx_1 − E_2dx_0 ∧ dx_2 − E_3dx_0 ∧ dx_3 + H_1dx_2 ∧ dx_3 + H_2dx_3 ∧ dx_1 + H_3dx_1 ∧ dx_2, ∗F = H_1dx_0 ∧ dx_1 + H_2dx_0 ∧ dx_2 + H_3dx_0 ∧ dx_3 + E_1dx_2 ∧ dx_3 + E_2dx_3 ∧ dx_1 + E_3dx_1 ∧ dx_2.

úÄÅÓØ x_0 = ct, Á x_1, x_2, x_3 | ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÔÏÞËÉ Œ R^3. óŒÑÚØ ÍÅÖÄÕ ÆÏÒÍÁÍÉ F É ∗F ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ. îÁÌÉÞÉÅ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÏÇÏ ÓËÁÌÑÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ Œ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ Ë ÍÎÏ- ÇÏÏÂÒÁÚÉÀ M ÚÁÄÁÅÔ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ É ŒÏ ŒÓÅÈ ÅÇÏ ŒÎÅÛÎÉÈ ÓÔÅÐÅÎÑÈ, ÞÔÏ ŒÍÅÓÔÅ ÓÏ ÓÐÁ- ÒÉŒÁÎÉÅÍ ˙^k(M ) × ˙^{n−k}(M ) → ˙^n(M ), ÚÁÄÁŒÁÅÍÙÍ ŒÎÅÛÎÉÍ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ, ÄÁÅÔ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÅÎÉÑ ∗ : ˙^k(M ) → ˙^{n−k}(M ). ðÒÉ n = 4 ÅÓÌÉ k = 2, ÔÏ É n − k = 2. ïËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ∗, ÕÞÁÓÔŒÕ- ÀÝÉÊ Œ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑÈ íÁËÓŒÅÌÌÁ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ (1, 3)-ÍÅÔÒÉËÅ íÉÎËÏŒÓËÏÇÏ ‖x‖^2 = x^2_0 − x^2_1 − x^2 − x^2_3 Œ ÞÅÔÙÒÅÈÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ-ŒÒÅÍÅÎÉ, ËÏÔÏÒÁÑ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÁ, ÈÏÔÑ É ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÚÎÁËÏÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ. éÚ ÚÁÍËÎÕÔÏÓÔÉ 2-ÆÏÒÍÙ F ŒÙÔÅËÁÅÔ ÅÅ ÔÏÞÎÏÓÔØ, F = dA. 1-ÆÏÒÍÁ A, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÐÏÌÎÏÇÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÁ, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ŒÅËÔÏÒÎÙÍ ÐÏÔÅÎÃÉÁÌÏÍ. äÏÌÇÏÅ ŒÒÅÍÑ ÓÞÉÔÁÌÏÓØ, ÞÔÏ ŒÅËÔÏÒÎÙÊ ÐÏÔÅÎÃÉÁÌ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÁÂÓÔÒÁËÃÉÅÊ, ÌÉÛÅÎÎÏÊ ÆÉÚÉÞÅÓËÏÇÏ ÓÍÙÓÌÁ, É ÌÉÛØ ÎÅÄÁŒÎÏ ÂÙÌÏ ÏÂÎÁÒÕÖÅÎÏ (ÆÁÚÁ âÅÒÒÉ, ËŒÁÎÔÏŒÙÊ ÜÆÆÅËÔ èÏÌÌÁ) ÜËÓÐÅÒÉÍÅÎÔÁÌØÎÏÅ ÐÏÄÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÅÇÏ ÓÕÝÅÓÔŒÏ- ŒÁÎÉÑ.

œÙÓÛÉÊ íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ëÏÌÌÅÄÖ

íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ÁÎÁÌÉÚ 2-Ê ËÕÒÓ 28 ÎÏÑÂÒÑ 1997 ÇÏÄÁ

úÁÄÁÞÉ Ë ÚÁÞÅÔÕ

1. ðÒÉ ËÁËÉÈ a ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ x^2 + y^2 + z^3 − z = a Œ R^3 ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ?

2. ñŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ n×n ÍÁÔÒÉÃ, ÚÁÄÁÎÎÙÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ J^2 = −1, ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ? åÓÌÉ ÄÁ, ÔÏ ËÁËÏŒÁ ÅÇÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ?

3. œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÏÌÅÊ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÅËÔÏÒÎÙÍ ÐÏÌÅÍ?

4. ðÕÓÔØ ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ÄŒÕÈ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÏÌÅÊ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ ËÁÓÁÀÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÅÇÏ ÐÏÄÍÎÏÇÏ- ÏÂÒÁÚÉÑ. œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ËÏÍÍÕÔÁÔÏÒ ÔÁËÖÅ ËÁÓÁÅÔÓÑ ÜÔÏÇÏ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ?

5. œÙÞÉÓÌÉÔØ ÑËÏÂÉÁÎ ÐÅÒÅÈÏÄÁ ÏÔ ÐÏÌÑÒÎÙÈ Ë ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÉÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍ.

6. œÙÒÁÚÉÔØ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÎÁ ÅÄÉÎÉÞÎÕÀ ÓÆÅÒÕ ÆÏÒÍÙ^{dx∧dy}_z Œ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÉÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ.

7. œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ŒÓÑËÁÑ ÚÁÍËÎÕÔÁÑ ÆÏÒÍÁ ÎÁ ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ ÌÏËÁÌØÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ df ∧ dg?

8. ñŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÔÏÞÎÏÊ 1-ÆÏÒÍÁ ( 1 y^2+z^2 −

2xyz (x^2+z^2 )^2 ) dx +^{( z}_{x2+z2} −^{2xy}_{(y2+z2 )2}^) dy +^{( y}_{x2+z2} −^{2xz}_{(y2+z2)2} −^{2yz2}_{(x2+z2)2}^) dz ?

9. œÙÞÉÓÌÉÔØ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ∫ x^2+y^2 =r^2

x dy − y dx Ax^2 + 2Bxy + Cy^2 .

10. ïÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ŒÓÑËÏÊ 2-ÆÏÒÍÙ ! ÎÁ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ S, ÚÁÄÁÎÎÕÀ f(x; y; z) = 0 ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ !|_S = h dS, ÇÄÅ dS | ÆÏÒÍÁ ÐÌÏÝÁÄÉ.

Á) œÙÒÁÚÉÔÅ ÆÕÎËÃÉÀ h ÞÅÒÅÚ ÆÕÎËÃÉÉ g É df(n), ÇÄÅ df ∧! = g dx∧dy∧dz, Á n | ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ ÎÏÒÍÁÌÉ Ë S.

Â) œÙÞÉÓÌÉÔÅ ∫ x^2+y^2+z^2 =1

dx ∧ dy z + dy

∧ dz x + dz

∧ dx y .

11. îÁÊÔÉ ÐÌÏÝÁÄØ ÐÅÔÌÉ, ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÀÝÅÊ ÞÁÓÔØ ËÒÉŒÏÊ x^3 + y^3 = 3axy.

12. îÁÐÉÛÉÔÅ Œ ÕÇÌÏŒÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ ÆÏÒÍÕ ÐÌÏÝÁÄÉ ÎÁ ÔÏÒÅ Œ R^3, ÉÍÅÀÝÅÍ ÏÓÅŒÕÀ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ÒÁÄÉÕÓÁ R É ÍÅÒÉÄÉÁÎÁÌØÎÕÀ ÒÁÄÉÕÓÁ r. þÅÍÕ ÒÁŒÎÁ ÐÌÏÝÁÄØ ÔÏÒÁ?

13. îÁÊÄÉÔÅ ÏÂSSÅÍ ÔÅÌÁ { x^2 + y^2 + z^2 6 2

z ¿ x^2 + y^{2 .}

14. îÁÊÄÉÔÅ ÐÌÏÝÁÄØ ÞÁÓÔÉ ÓÆÅÒÙ x^2 + y^2 + z^2 = R^2, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ÃÉÌÉÎÄÒÏÍ x^2 + y + 2 = r^2 (z > 0).

œÙÓÛÉÊ íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ëÏÌÌÅÄÖ

íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ÁÎÁÌÉÚ 2-Ê ËÕÒÓ 7 ÄÅËÁÂÒÑ 1997 ÇÏÄÁ

ðÉÓØÍÅÎÎÙÊ ÜËÚÁÍÅÎ

1. ðÕÓÔØ ‚ | ÚÁÍËÎÕÔÙÊ ÐÕÔØ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ ∮ ‚ x^3dy−y^3dx = 0. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÒÉŒÁÑ ‚ ÓÁÍÏÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÁÑÓÑ.

2. îÁÊÄÉÔÅ ÄÌÉÎÕ ÐÌÏÓËÏÊ ËÒÉŒÏÊ, ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ |x|^{2=3} + |y|^{2=3} = a^{2=3}.

3. œÙÞÉÓÌÉÔÅ ∫ x^2+4xz+5z^2 +2y^2=2

( dx ∧ dy 2x + 5z

+ dz

∧ dx y ) .

4. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÔÅÒÅÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÕÀ ÐÒÏÅËÃÉÀ ı : S^2 \ {(0; 0; 2)} → R^2 ÓÆÅÒÙ x^2 + y^2 + (z − 1)^2 = 1 ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔØ z = 0.

Á) îÁÊÄÉÔÅ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ ÄÌÑ ÆÏÒÍÙ ı^∗(dx∧dy) É ÄÌÑ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÏÌÑ ı^{−1}_∗ ( @ @y ) Œ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÉÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ.

Â) îÁÊÄÉÔÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÉ z : S^2 → R É ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÕÀ ÆÏÒÍÙ ı^∗(dx ∧ dy) ŒÄÏÌØ ÜÔÏÇÏ ÐÏÌÑ.

5. œÙÞÉÓÌÉÔÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ∫ z^2dx ∧ dy ∧ dz ÐÏ ÐÏÌÎÏÔÏÒÉÀ, ÏÓÅŒÁÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÌÅÖÉÔ Œ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ Oxy É ÉÍÅÅÔ ÒÁÄÉÕÓ R, Á ÒÁÄÉÕÓ ÍÅÒÉÄÉÁÎÁ ÒÁŒÅÎ r.

6. ðÕÓÔØ M^n | ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, ˙^k(M), k = 1; : : :; n | ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ k-ÆÏÒÍ ÎÁ ÎÅÍ, f : M → R | ÇÌÁÄËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ d_f : ˙^k(M) → ˙^{k+1}(M) ÆÏÒÍÕÌÏÊ d_f (!) = ¸ d! + ˛ df ∧ ! ;

ÇÄÅ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ ¸; ˛ ∈ R ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÙ.

Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ d_f | ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ, Ô.Å. d^2_f ! = 0 ÄÌÑ ŒÓÅÈ ! ∈ ˙^k(M), k = 1; : : :; n. Â) ïÐÉÛÉÔÅ ŒÓÅ ÔÏÞÎÙÅ É ÚÁÍËÎÕÔÙÅ ÆÏÒÍÙ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÜÔÏÇÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÁ ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ

M = R^2, f = (x − 1)^2 + y^2, É ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ˙^k_{pol}(R^2), k = 0; 1; 2, ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ k-ÆÏÒÍ

Ó ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ.

Œ) îÁÊÄÉÔÅ Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÆÁËÔÏÒÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÆÏÒÍ ÐÏ ÔÏÞÎÙÍ ÄÌÑ k = 0; 1; 2.

œÙÓÛÉÊ íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ëÏÌÌÅÄÖ

íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ÁÎÁÌÉÚ 2-Ê ËÕÒÓ 1 ÍÁÒÔÁ 1998 ÇÏÄÁ

ðÉÓØÍÅÎÎÙÊ ÜËÚÁÍÅÎ

1. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ËÒÉŒÏÌÉÎÅÊÎÙÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ∫ ‚_{AB} f(x; y)(y dx+x dy) ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ÐÕÔÉ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁ-

ÎÉÑ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÆÕÎËÃÉÑ f(x; y) ÐÏÓÔÏÑÎÎÁ ÎÁ ÓŒÑÚÎÙÈ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁÈ ÇÉÐÅÒÂÏÌ xy = const.

2. œÙÞÉÓÌÉÔØ ddt ∫ x^2+y^2 +x^26t^2

f(x^2 + y^2 + z^2) dx ∧ dy ∧ dz.

3. œÙÞÉÓÌÉÔØ ∫ x^2−2xy+5y^2 +z^2−z=0

(dz ∧ dx + 3 dy ∧ dz 2x + y ) .

4. œÙÞÉÓÌÉÔØ ∫ G √ x^2 + y^2 + z^2 dx ∧ dy ∧ dz, ÇÄÅ ÏÂÌÁÓÔØ G ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÁ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØÀ ŒÒÁÝÅÎÉÑ

ŒÏËÒÕÇ ÏÓÉ Oz ÌÅÍÎÉÓËÁÔÙ âÅÒÎÕÌÌÉ (x^2 + z^2)^2 = x^2 − z^2, y = 0.

5. ðÏÌÅ v Œ ÔÏÞËÁÈ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ S, ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ x^2 + y^2 − z^3 = 0, ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ 3z^2@=@x + 2x@=@z.

Á) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÐÏÌÅ | ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÅ Œ ÔÏÞËÁÈ ÇÌÄËÏÓÔÉ S.

Â) îÁÊÔÉ ÄÉŒÅÒÇÅÎÃÉÀ ÏÂÒÁÚÁ ÜÔÏÇÏ ÐÏÌÑ ÐÒÉ ÃÅÎÔÒÁÌØÎÏÊ ÐÒÏÅËÃÉÉ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ S ÎÁ ÐÌÏÓ- ËÏÓÔØ z = 1 Ó ÄÅËÁÒÔÏŒÙÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ x; y.

6. äÌÑ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ Ó ÕÇÌÏŒÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÁÔÏÊ ’ ÐÒÏÓÔÒÒÁÎÓÔŒÁ ˙^0_{cos} É ˙^1_{cos} ÏÂÒÁÚÏŒÁÎÙ 0-ÆÏÒÍÁÍÉ ŒÉÄÁ P (cos ’; sin ’)e^{cos ’} É 1-ÆÏÒÍÁÍÉ ŒÉÄÁ Q(cos ’; sin ’)e^{cos ’} d’, ÇÄÅ P; Q | ÐÒÏ- ÉÚŒÏÌØÎÙÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÏÔ ÄŒÕÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ. äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ ˙^0_{cos} → ˙^1_{cos} | ÏÂÙÞÎÙÊ. ïÐÉÓÁÔØ ŒÓÅ ÔÏÞÎÙÅ É ÚÁÍËÎÕÔÙÅ ÆÏÒÍÙ, Á ÔÁËÖÅ ÆÁËÔÏÒÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÆÏÒÍ ÐÏ ÔÏÞÎÙÍ.