Ňăšěňăšĺůěśłĺľ Łőńńěďę ŊŇŞ Čěőňěšřĺ£, 1 śěňěśšř Ńěłűĺ£ 2

15 śěŋš£ąř£ 1997 č.

Ŕőŕřăćłă ł ńěłűĺĺ 1: šěőřěňă ő šőň, ůšő ďń£ łăęďőľ ćěřÿĺŋż śşźěśšćşěš ńĺŋěľŋă£ ťşŋłűĺ£, őąřăźă¿źă£ś£ ć ¡šőľ ćěřÿĺŋě ć ŋşńĳ, ă ć őśšăńĳŋżţ šőůłăţ ňŋőęěśšćă ŕőńőęĺšěńĳŋă£, ŋěćěřŋă. Ćěřŋő, ůšő ďń£ łăęďőľ šőůłĺ čřăŋĺűż ćżŕşłńőčő ňŋőęěśšćă śşźěśšćşěš ńĺŋěľŋă£ ťşŋłűĺ£, őąřăźă¿źă£ś£ ć ¡šőľ šőůłě ć ŋşńĳ, ŋěőšřĺűăšěńĳŋă£ ćő ćśěţ šőůłăţ ňŋőęěśšćă ĺ ŕőńőęĺšěńĳŋă£ ţőš£ ąż ć őďŋőľ ĺğ ŋĺţ.

Ńĺŋěľŋżň ŕřőśšřăŋśšćőň (ŋăď ŕőńěň IR ćěźěśšćěŋŋżţ ůĺśěń) ŋăğżćăěšś£ ňŋőęěśšćő V (¡ńěňěŋšż łőšőřőčő ŋăğżćă¿šś£ ćěłšőřăňĺ), ŋă łőšőřőň őŕřěďěńěŋż ďćě őŕěřăűĺĺ:

• Őŕěřăűĺ£ śńőęěŋĺ£ śőŕőśšăćń£ěš ďćşň ćěłšőřăň x, y ∈ V ćěłšőř x + y ∈ V . • Őŕěřăűĺ£ şňŋőęěŋĺ£ ŋă ůĺśńő śőŕőśšăćń£ěš ćěłšőřş x ∈ V ĺ ůĺśńş λ ∈ IR ćěłšőř λx ∈ V . Ŕřĺ ¡šőň šřěąşěšś£, ůšőąż ćżŕőńŋ£ńĺśĳ śńěďş¿źĺě śćőľśšćă:

1{4. Łőňňşšăšĺćŋőśšĳ: ∀x, y x + y = y + x, ăśśőűĺăšĺćŋőśšĳ: ∀x, y, z (x + y) + z = x + (y + z), śşźěśšćőćăŋĺě ŋşńĳ-ćěłšőřă: ∃⃗0∀x x + ⃗0 = x, śşźěśšćőćăŋĺě őąřăšŋőčő ćěłšőřă: ∀x∃ − x x + (−x) = ⃗0. Ĺŋżňĺ śńőćăňĺ, őšŋőśĺšěńĳŋő śńőęěŋĺ£ ńĺŋěľŋőě ŕřőśšřăŋśšćő £ćń£ěšś£ ăąěńěćőľ čřşŕŕőľ (ěśńĺ Ćż ŋě ŕőŋ£ńĺ ¡šőľ ťřăğż, ŋĺůěčő śšřăÿŋőčő).

5{7. Śćőľśšćă şňŋőęěŋĺ£ ŋă ůĺśńő | ăśśőűĺăšĺćŋőśšĳ: ∀λ, μ ∈ IR, ∀x ∈ V λ(μx) = (λμ)x, śćőľśšćő ŋşń£: ∀x 0x = ⃗0, śćőľśšćő ěďĺŋĺűż: ∀x 1x = x. 8{9. Ďĺśšřĺąşšĺćŋőśšĺ: ∀λ, μ ∈ IR, ∀x, y ∈ V (λ+μ)x = λx+μx ĺ λ(x+y) = λx + λy. Ŕřĺňěřăňĺ ńĺŋěľŋżţ ŕřőśšřăŋśšć śńşęăš őążůŋżě ŕńőśłőśšĳ ĺ šřěţňěřŋőě ŕřőśšřăŋśšćő.

Ňŋőęěśšćő ćěłšőřőć x_1, . . . , x_n ∈ V ŋăğżćăěšś£ ąăğĺśőň, ěśńĺ ďń£ łăęďőčő ćěłšőřă y ∈ V śşźěśšćş¿š ĺ ěďĺŋśšćěŋŋż ůĺśńă λ_1, . . . , λ_n šăłĺě, ůšő y = λ_1x_1 + . . .+ λ_nx_n. Ěśńĺ šřěąşěšś£ šőńĳłő śşźěśšćőćăŋĺě λ_1, . . . , λ_n, šő śĺśšěňă ćěłšőřőć ŋăğżćăěšś£ ŕőńŋőľ, ěśńĺ šőńĳłő ěďĺŋśšćěŋŋőśšĳ | ńĺŋěľŋő ŋěğăćĺśĺňőľ. Ĺňěěš ňěśšő

Šěőřěňă 1 Ćśě ąăğĺśż ďăŋŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă V śőďěřęăš őďŋő ĺ šő ęě

ůĺśńő ćěłšőřőć. Ć ń¿ąőľ ŕőńŋőľ ńĺŋěľŋő ğăćĺśĺňőľ śĺśšěňě ćěłšőřőć ąőńĳÿě, ůěň ć ąăğĺśě, ć ń¿ąőľ ńĺŋěľŋő ŋěğăćĺśĺňőľ ŋěŕőńŋőľ śĺśšěňě ćěłšőřőć ňěŋĳÿě, ůěň ć ąăğĺśě.

Ůĺśńő ¡ńěňěŋšőć ć (ń¿ąőň) ąăğĺśě ŋăğżćăěšś£ řăğňěřŋőśšĳ¿ dim V ŕřőśšřăŋśšćă V . Ěśńĺ ć ŕřőśšřăŋśšćě V ŋěš (łőŋěůŋőčő) ąăğĺśă, šő őŋő ŋăğżćăěšś£ ąěśłőŋěůŋőňěřŋżň. Řăğňěřŋőśšĳ ŕńőśłőśšĺ řăćŋă ďćşň; ąăğĺś őąřăğş¿š ń¿ążě ďćă ŋěłőńńĺŋěăřŋżţ ćěłšőřă. Řăğňěřŋőśšĳ šřěţňěřŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă řăćŋă šřěň (őšś¿ďă ĺ ŋăğćăŋĺě); ąăğĺś őąřăğş¿š ń¿ążě šřĺ ŋěłőňŕńăŋăřŋżţ ćěłšőřă.

Ďőłăğżćăšĳ šěőřěňş 1 ňż ŋě ąşďěň.

Ŕřěőąřăğőćăŋĺě A : V → V ŋăğżćăěšś£ ńĺŋěľŋżň, ěśńĺ A(x + y) = Ax + Ay ĺ A(λx) = λAx; ğďěśĳ x, y ∈ V | ŕřőĺğćőńĳŋżě ćěłšőřż, ă λ ∈ IR | ŕřőĺğćőńĳŋőě ůĺśńő.

Ğăťĺłśĺřşěň ć ŕřőśšřăŋśšćě V ąăğĺś x_1, . . . , x_n.

Šěőřěňă 2 Ďń£ ń¿ążţ ćěłšőřőć y1, . . . , yn ∈ V śşźěśšćşěš řőćŋő őďŋő

ńĺŋěľŋőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě A šăłőě, ůšő Ax_1 = y_1, . . . , Ax_n = y_n.

Ďőłăğăšěńĳśšćő Ěďĺŋśšćěŋŋőśšĳ: ŕşśšĳ Ax1 = y1, . . . , Axn = yn. Ŕő-

śłőńĳłş x_1, . . . , x_n | ąăğĺś, ďń£ ŕřőĺğćőńĳŋőčő ćěłšőřă z ∈ V őďŋőğŋăůŋő őŕřěďěńěŋő ŕřěďśšăćńěŋĺě z = λ_1x_1 + . . . + λ_nx_n. Ŋő šőčďă ğŋăůěŋĺě Az = λ_1Ax_1 + . . . + λ_nAx_n = λ_1y_1 + . . . + λ_ny_n šăłęě őŕřěďěńěŋő őďŋőğŋăůŋő.

Śşźěśšćőćăŋĺě: ŕőśłőńĳłş x_1, . . . , x_n | ąăğĺś, ďń£ ŕřőĺğćőńĳŋőčő ćěłšőřă z ∈ V őďŋőğŋăůŋő őŕřěďěńěŋő ŕřěďśšăćńěŋĺě z = λ_1x_1 + . . . + λ_nx_n. Ŕőńőęĺň šőčďă ŕő őŕřěďěńěŋĺ¿ Az = λ_1y_1 + . . . + λ_ny_n. Ŋěšřşďŋő ŕřőćěřĺšĳ, ůšő šăł őŕřěďěńěŋŋőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě A | ńĺŋěľŋőě.

Ćěłšőřż Ax_1, . . . , Ax_n ňőęŋő ćŋőćĳ řăğńőęĺšĳ ŕő ąăğĺśş x_1, . . . , x_n:

Ax_1 = a_{11}x_1 + a_{21}x_2 + . . .+ a_{n1}x_n, . . . , Ax_n = a_{1n}x_1 + a_{2n}x_2 + . . .+ a_{nn}x_n.

Ŕőńşůěŋŋżě ůĺśńă a_{ij} śőčńăśŋő šěőřěňě 2 ňőčşš ążšĳ ŕřőĺğćőńĳŋżňĺ ĺ

őŕřěďěń£¿š ŕřěőąřăğőćăŋĺě A őďŋőğŋăůŋő. Šăąńĺűş n×n ćĺďă a_{11} a_{12} . . . a_{1n} a_{21} a_{22} . . . a_{2n} . . . a_{n1} a_{n2} . . . a_{nn} ŋăğżćă¿š ňăšřĺűěľ ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ A ć ąăğĺśě x_1, . . . , x_n.

Šěőřěňă 3 Ďń£ ńĺŋěľŋőčő ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ A őąřăšŋőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě A^{−1}

śşźěśšćşěš šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă ćěłšőřż Ax_1, . . . , Ax_n őąřăğş¿š ąăğĺś. Ŕřěőąřăğőćăŋĺě A^{−1} ńĺŋěľŋő.

Ďőłăğăšěńĳśšćő Ďőłăęěň śŋăůăńă, ůšő ěśńĺ A^{−1} śşźěśšćşěš, šő őŋő ńĺ-

ŋěľŋő. Ŕşśšĳ x, y ∈ V . Ŕőśłőńĳłş A^{−1} śşźěśšćşěš, šő śşźěśšćş¿š ĺ ěďĺŋśšćěŋŋż ćěłšőřż z, t ∈ V šăłĺě, ůšő x = Az, y = At. Šőčďă A^{−1}(x + y) = A^{−1}(Az + At) = A^{−1}A(z + t) = z + t = A^{−1}Az + A^{−1}At = A^{−1}x + A^{−1}y. Řăćěŋśšćő A^{−1}λx = λA^{−1}x ďőłăğżćăěšś£ ăŋăńőčĺůŋő | ńĺŋěľŋőśšĳ A^{−1} ďőłăğăŋă.

Ŕşśšĳ ćěłšőřż Ax_1, . . ., Ax_n őąřăğş¿š ąăğĺś. Šőčďă A^{−1} ěśšĳ ńĺŋěľŋőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě, łőšőřőě ŋă ćěłšőřăţ ¡šőčő ąăğĺśă ŕřĺŋĺňăěš ğŋăůěŋĺ£ x_1, . . . , x_n śőőšćěšśšćěŋŋő. Ŕő¡šőňş śşźěśšćőćăŋĺě A^{−1} ćżšěłăěš ĺğ šěőřěňż 2.

Ŕşśšĳ šěŕěřĳ ćěłšőřż Ax_1, . . . , Ax_n ąăğĺśă ŋě őąřăğş¿š. Śőčńăśŋő šěőřěňě 1 ¡šő őğŋăůăěš, ůšő śĺśšěňă ćěłšőřőć Ax_1, . . ., Ax_n ŋěŕőńŋă: ŋăľďěšś£ ćěłšőř z, ŋě ŕřěďśšăćĺňżľ ć ćĺďě z = λ_1Ax_1 + . . . + λ_nAx_n. Ďőłăęěň, ůšő ć šăłőň śńşůăě ćěłšőř z ćőőąźě ŋě ŕřĺŋăďńěęĺš őąřăğş őŕěřăšőřă A. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ěśńĺ ąż ćżŕőńŋ£ńőśĳ řăćěŋśšćő z = At ďń£ ŋěłőšőřőčő t, šő, ŕőśłőńĳłş x_1, . . . , x_n | ąăğĺś, śşźěśšćőćăńő ąż ŕřěďśšăćńěŋĺě t = λ_1x_1 + . . . + λ_nx_n, ŋő šőčďă z = λ_1Ax_1 + . . . + λ_nAx_n ćőŕřěłĺ ŕřěďŕőńőęěŋĺ¿. Šěň śăňżň őąřăğ ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ A ŋě śőćŕăďăěš śő ćśěň ŕřőśšřăŋśšćőň V , ĺ A^{−1} ŋě śşźěśšćşěš.

Őŕřěďěńĺšěńěň ŋăğżćăěšś£ ťşŋłűĺ£, śőŕőśšăćń£¿źă£ ňăšřĺűě A = [a_1, . . . , a_n]

(čďě a_1, . . ., a_n | śšőńąűż ňăšřĺűż, a_i = a_{1i} a_{2i} . . . a_{ni} ) ůĺśńő det A = det(a^1, . . . , a^n),

ĺ őąńăďă¿źă£ šăłĺňĺ śćőľśšćăňĺ:

1. Ŕőńĺńĺŋěľŋőśšĳ: ťşŋłűĺ£ det(a_1, . . . , a_n) ńĺŋěľŋă ŕő łăęďőňş śćőěňş ăřčşňěŋšş | ćěłšőřş a_i | ŕřĺ ťĺłśĺřőćăŋŋżţ őśšăńĳŋżţ.

2. Łőśőśĺňňěšřĺůŋőśšĳ: det A ňěŋ£ěš ğŋăł ŕřĺ őąňěŋě ňěśšăňĺ ďćşţ ŕřőĺğćőńĳŋżţ śšőńąűőć ňăšřĺűż A.

3. Ŋőřňĺřőćłă: őŕřěďěńĺšěńĳ ěďĺŋĺůŋőľ ňăšřĺűż (ňăšřĺűż ěďĺŋĺůŋőčő ŕřěőąřăğőćăŋĺ£) řăćěŋ 1.

Šěőřěňă 4 Őŕřěďěńĺšěńĳ ňăšřĺűż A ćżřăęăěšś£ ťőřňşńőľ

det A = ∑ σ∈Sn ε(σ)a_{σ(1)1}a_{σ(2)2} . . . a_{σ(n)n}. (1)

Ğďěśĳ σ őąőğŋăůăěš ŕěřěśšăŋőćłş, š.ě. ćğăĺňŋő őďŋőğŋăůŋőě őšőąřăęěŋĺě ňŋőęěśšćă {1, 2, . . ., n} ć śěą£ (ĺŋżňĺ śńőćăňĺ, śřěďĺ ůĺśěń σ(1), σ(2), . . ., σ(n) łăęďőě ůĺśńő őš 1 ďő n ćśšřěůăěšś£ řőćŋő ŕő őďŋőňş řăğş). ε(σ) = ±1 | ůěšŋőśšĳ ŕěřěśšăŋőćłĺ σ, ă S_n | ňŋőęěśšćő ćśěţ ćőğňőęŋżţ ŕěřěśšăŋőćőł (ć ŋěň n! ¡ńěňěŋšőć).

Ďőłăğăšěńĳśšćő Ŋěšřşďŋő ŕřőćěřĺšĳ, ůšő ťőřňşńă (1) ďěľśšćĺšěńĳŋő

őŕřěďěń£ěš ťşŋłűĺ¿ ŋă ňăšřĺűăţ, őąńăďă¿źş¿ śćőľśšćăňĺ 1{3. Šěŕěřĳ ŋşęŋő ďőłăğăšĳ, ůšő śćőľśšćă 1{3 őŕřěďěń£¿š ťşŋłűĺ¿ őďŋőğŋăůŋő | ťőřňşńă (1) ğăďăěš ěďĺŋśšćěŋŋő ćőğňőęŋżľ őŕřěďěńĺšěńĳ. Őąőğŋăůĺň e_k śšőńąěű, ş łőšőřőčő ŋă k-ň ňěśšě śšőĺš 1, ă ŋă őśšăńĳŋżţ ňěśšăţ 0. Šőčďă a_i = ∑_n k=1 a_{ki}e_k , ĺ, ŕřĺňěŋ££ ŕőśńěďőćăšěńĳŋő łő ćśěň śšőńąűăň ňăšřĺűż A śćőľśšćő 1, ŕőńşůĺň:

det(e_k , a_2, . . . , a_n) = n∑ k1=1

a_{k11} det(e_{k1} , a_2, . . ., a_n) = n∑ k1=1 n∑ k2=1

a_{k11}a_{k22} det(e_{k1} , e_{k2} , . . . , a_n) = . . . = = n∑ k1=1 . . . n∑ kn=1

a_{k11} . . . a_kn_n det(e_{k1} , e_{k2}, . . . , e_kn).

Ěśńĺ śřěďĺ ĺŋďěłśőć k_1, . . . , k_n ĺňě¿šś£ őďĺŋăłőćżě, šő śőčńăśŋő śćőľśšćş 2 det(e_{k1} , e_{k2} , . . ., e_{kn}) = 0 (ŕőňěŋ£ěň ňěśšăňĺ ďćă ĺďěŋšĺůŋżţ śšőńąűă). Ěśńĺ ęě śřěďĺ k_1, . . ., k_n őďĺŋăłőćżţ ŋěš, š.ě., őŋĺ őąřăğş¿š ŕěřěśšăŋőćłş σ, šő śőčńăśŋő śćőľśšćăň 2 ĺ 3 det(e_{k1} , e_{k2} , . . . , e_kn) = ε(σ).

Ŋěąőńĳÿĺň şšőůŋěŋĺěň šěőřěňż 4 £ćń£ěšś£

Šěőřěňă 4^′ Ěśńĺ ťşŋłűĺ£ f ŋă ňŋőęěśšćě ňăšřĺű őąńăďăěš śćőľśšćăňĺ

1 ĺ 2 őŕřěďěńĺšěń£ (ŋő, ćőőąźě čőćőř£, ŋě őąńăďăěš śćőľśšćőň 3), šő f(A) = c det A ďń£ ŋěłőšőřőľ łőŋśšăŋšż c = f(E), čďě E | ěďĺŋĺůŋă£ ňăšřĺűă.

Ďőłăğăšěńĳśšćő šőůŋő šăłőě ęě.

Śńěďśšćĺě det AB = det A det B.

Ďőłăğăšěńĳśšćő Řăśňőšřĺň ťşŋłűĺ¿ f(A)^{def}= det(AB). Ŋěšřşďŋő ćĺ-

ďěšĳ, ůšő őŋă şďőćńěšćőř£ěš şśńőćĺ£ň šěőřěňż 4^′. Šőčďă det(AB) = f(E) det A = det A det B.

Ćăęŋěľÿěě śćőľśšćő őŕřěďěńĺšěń£ ćżřăęăěš

Šěőřěňă 5 Ďń£ ńĺŋěľŋőčő ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ A őąřăšŋőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě A^{−1}

śşźěśšćşěš šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă őŕřěďěńĺšěńĳ ňăšřĺűż ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ A (ć łăłőň-ŋĺąşďĳ ąăğĺśě x_1, . . . , x_n) őšńĺůěŋ őš ŋşń£.

Ćăęŋőě ğăňěůăŋĺě Ňőęŋő ďőłăğăšĳ, ůšő őŕřěďěńĺšěńĳ ňăšřĺűż ŕřě-

őąřăğőćăŋĺ£ A ŋě ğăćĺśĺš őš ąăğĺśă, ć łőšőřőň ¡šă ňăšřĺűă ćżůĺśń£ěšś£. Ŕő¡šőňş ňż ňőęěň ŕřőśšő őąőğŋăůăšĳ ¡šőš őŕřěďěńĺšěńĳ det A.

Ďőłăğăšěńĳśšćő šěőřěňż 5 Ěśńĺ ŕřěőąřăğőćăŋĺě A ĺňěěš őąřăšŋőě

A^{−1}, šő det A det A^{−1} = det AA^{−1} = det E = 1, őšłşďă det A ≠ 0.

Ŕşśšĳ šěŕěřĳ ŕřěőąřăğőćăŋĺě A őąřăšŋőčő ŋě ĺňěěš. Ĺğ šěőřěň 1 ĺ 3 śńěďşěš, ůšő ć ¡šőň śńşůăě ćěłšőřż Ax_1, . . ., Ax_n ńĺŋěľŋő ğăćĺśĺňż | śşźěśšćş¿š ůĺśńă λ_1, . . . , λ_n, ŋě ćśě řăćŋżě ŋşń¿ ĺ šăłĺě, ůšő λ_1Ax_1 + . . . + λ_nAx_n = 0. Ĺŋżňĺ śńőćăňĺ, ďń£ śšőńąűőć a_1, . . . , a_n ňăšřĺűż ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ A ćżŕőńŋěŋő řăćěŋśšćő λ_1a_1 + λ_2a_2 + . . . + λ_na_n = 0. Ąěğ őčřăŋĺůěŋĺ£ őąźŋőśšĺ λ_1 = 1. Šőčďă śőčńăśŋő śćőľśšćăň 1 ĺ 2 őŕřěďěńĺšěń£ ĺňěěň:

det A = det(a_1, . . . , a_n) = det(a_1, . . ., a_n) + λ_2 det(a_2, a_2, . . . , a_n) + . . . + λ_n det(a_n, a_2, . . . , a_n) = = det(a_1 + λ_2a_2 + . . . + λ_na_n, a_2, . . . , a_n) = 0.

Ŋěšřşďŋő ćĺďěšĳ, ůšő ňŋőęěśšćő GL(V ) őąřăšĺňżţ ńĺŋěľŋżţ ŕřěőąřăğőćăŋĺľ ŕřőśšřăŋśšćă V £ćń£ěšś£ čřşŕŕőľ | ğăňłŋşšő őšŋőśĺšěńĳŋő ćğ£- šĺ£ łőňŕőğĺűĺĺ ŕřěőąřăğőćăŋĺľ (¡šő őůěćĺďŋő) ĺ ćğ£šĺ£ őąřăšŋőčő (¡šő ŕőśńěďŋěě şšćěřęďěŋĺě šěőřěňż 3). Śőčńăśŋő šěőřěňăň 2 ĺ 5 ¡šă čřşŕŕă ĺğőňőřťŋă čřşŕŕě ćśěţ ňăšřĺű n × n ś ŋěŋşńěćżň őŕřěďěńĺšěńěň.