Ňăšěňăšĺůěśłĺľ Łőńńěďę ŊŇŞ Čěőňěšřĺ£, 1 śěňěśšř Ńěłűĺ£ 3

22 śěŋš£ąř£ 1997 č.

Ťşŋłűĺ£ ( ·, · ) , ğăďăŋŋă£ ŋă ńĺŋěľŋőň ŕřőśšřăŋśšćě V , ŋăğżćăěšś£ śłăń£řŋżň ŕřőĺğćěďěŋĺěň, ěśńĺ őŋă ńĺŋěľŋă ŕő őąőĺň śćőĺň ăřčşňěŋšăň (łăł čőćőř£š, ąĺńĺŋěľŋă), śĺňňěšřĺůŋă ((x, y) = (y, x)) ĺ őąńăďăěš śćőľśšćőň ŋěőšřĺűăšěńĳŋőśšĺ: (x, x) ≥ 0, ĺ (x, x) = 0 ⇔ x = 0.

Ńěňňă (ŋěřăćěŋśšćő Łőÿĺ{Ąşŋ£łőćśłőčő{Ÿćăřűă) (x, x)(y, y) ≥ (x, y)^2.

Ďőłăğăšěńĳśšćő Řăśśňőšřĺň ťşŋłűĺ¿ f(t)^{def}= (x − ty, x − ty) = (x, x) − 2t(x, y)+t^2(y, y). İšőš łćăďřăšŋżľ šřěţůńěŋ ćś¿ďş ŋěőšřĺűăšěńěŋ, ŕő¡šőňş ěčő ďĺśłřĺňĺŋăŋš D = (x, y)^2 − (x, x)(y, y) ≤ 0.

Ňŋőęěśšćő V ŋăğżćăěšś£ ňěšřĺůěśłĺň ŕřőśšřăŋśšćőň, ěśńĺ ŋă ŕăřăţ ěčő šőůěł ğăďăŋă ťşŋłűĺ£ ϱ (ŋăğżćăěňă£ ňěšřĺłőľ ĺńĺ řăśśšő£ŋĺěň), őąńăďă¿źă£ śńěďş¿źĺňĺ śćőľśšćăňĺ

1. (ŋěőšřĺűăšěńĳŋőśšĳ) ∀x, y ϱ(x, y) ≥ 0, ĺ ϱ(x, y) = 0 ⇔ x = y.

2. (śĺňňěšřĺ£) ∀x, y ϱ(x, y) = ϱ(y, x).

3. (ŋěřăćěŋśšćő šřěşčőńĳŋĺłă) ∀x, y, z ϱ(x, z) ≤ ϱ(x, y) + ϱ(y, z).

Šěőřěňă 1 Ďń£ ń¿ąőčő śłăń£řŋőčő ŕřőĺğćěďěŋĺ£ ťşŋłűĺ£ ϱ(x, y) = √ (x − y, x − y) ğăďăěš ňěšřĺłş ŋă ńĺŋěľŋőň ŕřőśšřăŋśšćě V , őąńăďă¿źş¿ šřěň£ ďőŕőńŋĺšěńĳŋżňĺ śćőľśšćăňĺ:

1. Ĺŋćăřĺăŋšŋőśšĳ ŕřĺ ŕăřăńńěńĳŋżţ ŕěřěŋőśăţ: ϱ(x+z, y+z) = ϱ(x, y);

2. Ŕőńőęĺšěńĳŋă£ őďŋőřőďŋőśšĳ śšěŕěŋĺ 1: ϱ(λx, λy) = |λ| ϱ(x, y);

3. Šőęďěśšćő ŕăřăńńěńőčřăňňă: ϱ^2 (0, x + y) + ϱ^2(x, y) = 2(ϱ^2(0, x) + ϱ^2(0, y)).

Ňěšřĺłă ŋă ńĺŋěľŋőň ŕřőśšřăŋśšćě ŕőřőęďăěšś£ śłăń£řŋżň ŕřőĺğćěďěŋĺěň šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă őŋă őąńăďăěš śćőľśšćăňĺ 1{3.

Ďőłăğăšěńĳśšćő Őŕřěďěńĺň ŋőřňş ćěłšőřă x řăćěŋśšćőň ‖x‖^{def}= ϱ(0, x). Šőčďă śćőľśšćő 1 ňěšřĺłĺ ¡łćĺćăńěŋšŋő šőňş, ůšő ϱ(x, y) = ‖x − y‖ (ŕőńőęĺň z = −y). Śćőľśšćő 2 ć šěřňĺŋăţ ŋőřňż őğŋăůăěš, ůšő ‖λx‖ = |λ| ‖x‖ (ŕőńőęĺšěńĳŋă£ őďŋőřőďŋőśšĳ ŋőřňż) ĺ śńěďşěš ĺğ ąĺńĺŋěľŋőśšĺ śłăń£řŋőčő ŕřőĺğćěďěŋĺ£. Řăćěŋśšćő 3 šăłęě śńěďşěš ĺğ ąĺńĺŋěľŋőśšĺ śłăń£řŋőčő ŕřőĺğćěďěŋĺ£ ĺ ŕřőćěř£ěšś£ ŋěŕőśřěďśšćěŋŋő.

Šřěąşěšś£ ŕřőćěřĺšĳ šěŕěřĳ, ůšő ťőřňşńă ϱ(x, y) = √ (x − y, x − y) ďěľ- śšćĺšěńĳŋő őŕřěďěń£ěš ňěšřĺłş. Śćőľśšćă 1 ĺ 2 ňěšřĺłĺ őůěćĺďŋż. Ďń£ ďőłăğăšěńĳśšćă ŋěřăćěŋśšćă šřěşčőńĳŋĺłă ćőśŕőńĳğşěňś£ ńěňňőľ: ϱ(x, z) = √ (x − z, x − z) = √ (x − y + y − z, x − y + y − z) = √ (x − y, x − y) + 2(x − y, y − z) + (y − z)^2 ≤ ≤ √ (x − y, x − y) + 2 √ (x − y, x − y)(y − z, y − z) + (y − z, y − z) = = √ (x − y, x − y) + √ (y − z, y − z) = ϱ(x, y) + ϱ(y, z). Ďń£ ďőłăğăšěńĳśšćă ćšőřőčő şšćěřęďěŋĺ£ šěőřěňż ňż őŕřěďěńĺň śłăń£řŋőě ŕřőĺğćěďěŋĺě řăćěŋśšćőň (x, y) =^1_2 ( ‖x + y‖^2 − ‖x‖^2 − ‖y‖^2). Śĺňňěšřĺůŋőśšĳ ŕőńşůěŋŋőčő ćżřăęěŋĺ£ őůěćĺďŋă, ŋěőšřĺűăšěńĳŋőśšĳ (x, x) śńěďşěš ĺğ řăćěŋśšćă (x, x) = ‖x‖^2. Ěďĺŋśšćěŋŋőě ŋěőůěćĺďŋőě śćőľśšćő | ąĺńĺŋěľŋőśšĳ | ńěčłő śńěďşěš ĺğ šőęďěśšćă ŕăřăńńěńőčřăňňă.

Ąăğĺś x_1, . . . , x_n ŕřőśšřăŋśšćă V śő śłăń£řŋżň ŕřőĺğćěďěŋĺěň ŋăğżćăěšś£ őřšőŋőřňĺřőćăŋŋżň, ěśńĺ (x_i, x_j) = 1 ŕřĺ i = j ĺ 0 ŕřĺ i ≠ j. Őůěŋĳ ćăęŋżň £ćń£ěšś£ śńěďş¿źĺľ ŕřőűěśś őřšőčőŋăńĺğăűĺĺ (ŕřőűěśś Čřăňă):

Ńěňňă Ń¿ąőľ ąăğĺś ňőęŋő ŋěŕřěřżćŋő ŕřőďěťőřňĺřőćăšĳ ć őřšőŋőř-

ňĺřőćăŋŋżľ.

Ďőłăğăšěńĳśšćő Ŕřőűěśś ďěťőřňăűĺĺ ąşďěň ćěśšĺ ŕő ĺŋďşłűĺĺ. Śŋăůăńă (ąăğă ĺŋďşłűĺĺ) şňŋőęĺň ćěłšőř x_1 ŋă ůĺśńő λ_1 = 1/ ‖x_1‖ (¡šő ňőęŋő śďěńăšĳ ŋěŕřěřżćŋőľ ďěťőřňăűĺěľ), ŕőńşůĺć x^0_1 = λ_1x_1 ĺ ‖x^0_1‖ = 1. Őůěćĺďŋő, x^0_1, x_2, . . . , x_n | ąăğĺś.

Ŕşśšĳ šěŕěřĳ (ÿăč ĺŋďşłűĺĺ) ĺňěěšś£ ąăğĺś x^0_1, . . . , x^0_k, x_{k+1}, . . . , x_n, ďń£ łőšőřőčő (x^0_i, x^0_j) = 0 ŕřĺ i ≠ j ĺ 1 ŕřĺ i = j. Ŕőńőęĺň x^0_{k+1} = x_{k+1} − (x_{k+1}, x^0_1)x^0_1 − . . .− (x_{k+1}, x^0_k)x^0_k (ďěťőřňăűĺ¿ őŕ£šĳ-šăłĺ ňőęŋő śďěńăšĳ ŋěŕřěřżćŋőľ). Šőčďă x^0_1, . . . , x^0_k, x^0_{k+1}, x_{k+2}, . . . , x_n | ąăğĺś, ŕőśłőńĳłş ůĺśńő ćěłšőřőć ć ŋěň řăćŋő n | řăğňěřŋőśšĺ | ĺ śĺśšěňă ŕőńŋă£ ć śĺńş řăćěŋśšćă x_{k+1} = x^0_{k+1} + (x_{k+1}, x^0_1)x^0_1 + . . . + (x_{k+1}, x^0_k)x^0_k (ňż ćżřăğĺńĺ ¡ńěňěŋšż ąăğĺśă x^0_1, . . . , x^0_k, x_{k+1}, . . . , x_n ůěřěğ ¡ńěňěŋšż śĺśšěňż x^0_1, . . . , x^0_k, x^0_{k+1}, x_{k+2}, . . . , x_n | ğŋăůĺš, őŋă ŕőńŋă£). Ś ďřşčőľ śšőřőŋż, (x^0_{k+1}, x^0_i) = 0 ŕřĺ i ≤ k. Őśšăńőśĳ, łăł ŋă ŕěřćőň ÿăčě, řăğďěńĺšĳ ćěłšőř x^0_{k+1} ŋă ěčő ŋőřňş.

Śńěďśšćĺě 1 Ďń£ ń¿ąőčő śłăń£řŋőčő ŕřőĺğćěďěŋĺ£ ŋă ńĺŋěľŋőň ŕřőśšřăŋ-

śšćě őřšőŋőřňĺřőćăŋŋżě ąăğĺśż śşźěśšćş¿š.

Śńěďśšćĺě 2 Ďń£ ń¿ążţ ďćşţ śłăń£řŋżţ ŕřőĺğćěďěŋĺľ (·, ·)_1 ĺ (·, ·)_2 (ŋă őď-

ŋőň ĺ šőň ęě ńĺŋěľŋőň ŕřőśšřăŋśšćě V ) śşźěśšćşěš šăłőľ őąřăšĺňżľ ńĺŋěľŋżľ őŕěřăšőř A : V → V , ůšő (x, y)_1 = (Ax, Ay)_2.

Ďőłăğăšěńĳśšćő Řăśśňőšřĺň ąăğĺś e_1, . . . , e_n, őřšőŋőřňĺřőćăŋŋżľ ć śňżśńě śłăń£řŋőčő ŕřőĺğćěďěŋĺ£ (·, ·)_1 ĺ ăŋăńőčĺůŋżľ ąăğĺś f_1, . . ., f_n ďń£ śłăń£řŋőčő ŕřőĺğćěďěŋĺ£ (·, ·)_2. Řăśśňőšřĺň ńĺŋěľŋżľ őŕěřăšőř A šăłőľ, ůšő Ae_i = f_i ďń£ ćśěţ i. Ŋěŕőśřěďśšćěŋŋő ŕřőćěř£ěšś£, ůšő ďń£ ŕřőĺğćőńĳŋżţ ćěłšőřőć x = λ_1e_1 + . . . + λ_ne_n ĺ y = μ_1e_1 + . . . + μ_ne_n ćěřŋő řăćěŋśšćő (x, y)_1 = λ_1μ_1 + . . . + λ_nμ_n = (Ax, Ay)_2.

Šěőřěňă 2 Ďń£ łăęďőčő ńĺŋěľŋőčő ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ A śşźěśšćşěš ĺ ěďĺŋ-

śšćěŋŋő ŕřěőąřăğőćăŋĺě A^� (ŋăğżćăěňőě śőŕř£ęěŋŋżň), őąńăďă¿źěě śćőľśšćőň (Ax, y) = (x, A^�y) ďń£ ćśěţ x, y, ∈ V . Ěśńĺ ąăğĺś x_1, . . . , x_n | őřšőŋőřňĺřőćăŋŋżľ, šő ňăšřĺűż ŕřěőąřăğőćăŋĺľ A ĺ A^� őšńĺůă¿šś£ šřăŋśŕőŋĺřőćăŋĺěň (ğăňěŋőľ śšřőł ŋă śšőńąűż ĺ ŋăőąőřőš).

Ďőłăğăšěńĳśšćő Ěśńĺ (aij) | ňăšřĺűă ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ A ć őřšőŋőřňĺřőćăŋŋőň ąăğĺśě x_i, šő, łăł ŋěšřşďŋő ćĺďěšĳ, a_{ij} = (x_i, Ax_j). Őšś¿ďă śńěďşěš, ůšő ňăšřĺűż ŕřěőąřăğőćăŋĺľ A ĺ A^� ć šăłőň ąăğĺśě őšńĺůă¿šś£ šřăŋśŕőŋĺřőćăŋĺěň.

Śşźěśšćőćăŋĺě A^�: ćőğĳňěň őřšőŋőřňĺřőćăŋŋżľ ąăğĺś, ĺ řăśśňőšřĺň ŕřěőąřăğőćăŋĺě A^�, ňăšřĺűă łőšőřőčő ć ¡šőň ąăğĺśě őšńĺůăěšś£ őš ňăšřĺűż ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ A šřăŋśŕőŋĺřőćăŋĺěň. Šőčďă řăćěŋśšćő (Ax, y) = (x, A^�y) ćżŕőńŋěŋő, ěśńĺ x ĺ y | ąăğĺśŋżě ćěłšőřż. Ŋő ć śĺńş ąĺńĺŋěľŋőśšĺ śłăń£řŋőčő ŕřőĺğćěďěŋĺ£ ¡šő řăćěŋśšćő ćżŕőńŋěŋő šőčďă ĺ ďń£ ń¿ążţ ćěłšőřőć x ĺ y.

Ěďĺŋśšćěŋŋőśšĳ A^�: ćőğĳňěň őřšőŋőřňĺřőćăŋŋżľ ąăğĺś, šőčďă ňăšřĺűă A� ć ¡šőň ąăğĺśě őšńĺůăěšś£ őš ňăšřĺűż ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ A šřăŋśŕőŋĺřőćăŋĺěň, š.ě., őŕřěďěńěŋă őďŋőğŋăůŋő. Ŕő¡šőňş ŕřěőąřăğőćăŋĺě A^� šőęě őŕřěďěńěŋő őďŋőğŋăůŋő.

Šěőřěňă 3 Ńĺŋěľŋőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě A śőţřăŋ£ěš śłăń£řŋőě ŕřőĺğćěďě-

ŋĺě šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă AA^� = E.

Ďőłăğăšěńĳśšćő Ŕşśšĳ (Ax, Ay) = (x, y) ďń£ ćśěţ x, y ∈ V . Šőčďă (AA^�x−

x, y) ≡ 0. Ŕőńăčă£ y = AA�x − x, ŕőńşůĺň, ůšő ‖AA�x − x‖ ≡ 0, š.ě. AA�x ≡ x, ĺ AA� = E. Őąřăšŋőě şšćěřęďěŋĺě ďőłăğżćăěšś£ šăł ęě.