Ňăšěňăšĺůěśłĺľ Łőńńěďę ŊŇŞ Čěőňěšřĺ£, 1 śěňěśšř

Ńěłűĺ£ 4

29 śěŋš£ąř£ 1997 č.

Ăťťĺŋŋżň ŕřőśšřăŋśšćőň ŋăğżćăěšś£ ňŋőęěśšćő L, ďń£ łőšőřőčő őŕřěďěńěŋő őšőąřăęěŋĺě ć ńĺŋěľŋőě ŕřőśšřăŋśšćő V , śőŕőśšăćń£¿źěě łăęďőľ ŕăřě šőůěł a, b ∈ L ćěłšőř b − a ∈ V šăł, ůšőąż ćżŕőńŋ£ńĺśĳ šăłĺě šřěąőćăŋĺ£:

1. (b − a) + (c − b) = c − a;

2. Ďń£ ćś£łőčő ćěłšőřă v ∈ V ĺ ďń£ łăęďőľ šőůłĺ a ∈ L śşźěśšćşěš řőćŋő őďŋă šőůłă b ∈ L šăłă£, ůšő b − a = v.

Ĺğ śćőľśšć 1{2 ćżšěłăěš ŋěňěďńěŋŋő, ůšő a − b = 0 ⇔ a = b. Ąőńěě šőčő, śćőľśšćő 2 ŕőğćőń£ěš őšőęďěśšćĺšĳ L ś V , ă ĺňěŋŋő: ğăťĺłśĺřşěň łăłş¿- ŋĺąşďĳ šőůłş a ∈ L ĺ śőŕőśšăćĺň łăęďőňş ćěłšőřş v ∈ V šőůłş b ∈ L šăłş¿, ůšő b − a = v. Śőčńăśŋő śćőľśšćş 2 ¡šő śőőšćěšśšćĺě ąşďěš ćğăĺňŋő őďŋőğŋăůŋżň. Ěčő ŋěďőśšăšłőň £ćń£ěšś£ ğăćĺśĺňőśšĳ őš ćżąőřă \ŋăůăńă őšśůěšă" a | ŕřĺ ĺŋőň ćżąőřě śőőšćěšśšćĺě L ↔ V ąşďěš ĺŋżň.

Ŕřěőąřăğőćăŋĺě B : L → L ŋăğżćăěšś£ ăťťĺŋŋżň, ěśńĺ őŋő ŋěŕřěřżćŋő ĺ ŕěřěćőďĺš řăćŋżě ćěłšőřż ć řăćŋżě ćěłšőřż: x − y = z − t ⇒ B(x) − B(y) = B(z) − B(t). Ŕřĺňěřőň ăťťĺŋŋőčő ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ £ćń£- ěšś£ ŕăřăńńěńĳŋżľ ŕěřěŋőś T_v ŋă ćěłšőř v ∈ V , śőŕőśšăćń£¿źĺľ łăęďőľ šőůłě x šăłş¿ šőůłş y, ůšő y − x = v (ğďěśĳ ŕřőśšő T_v(x) − T_v(y) = x − y). Őąřăšĺňżě ăťťĺŋŋżě ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ őąřăğş¿š čřşŕŕş, łőšőřş¿ ňż ąşďěň őąőğŋăůăšĳ A¸(L).

Ŕşśšĳ B | ăťťĺŋŋőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě. Ďń£ łăęďőčő ćěłšőřă v ∈ V őďŋőğŋăůŋő őŕřěďěńěŋ ćěłšőř ~B(v) ∈ V řăćěŋśšćőň ~B(v) = B(x) − B(y), čďě x, y | ŕřőĺğćőńĳŋă£ ŕăřă šőůěł šăłă£, ůšő x − y = v. Šăłĺň őąřăğőň, ďń£ łăęďőčő ăťťĺŋŋőčő ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ B őŕřěďěńěŋ őŕěřăšőř ~B : V → V .

Šěőřěňă 1 Ŕřěőąřăğőćăŋĺě^~B ńĺŋěľŋő. Śőŕőśšăćńěŋĺě B →^~B £ćń£ěšś£

čőňőňőřťĺğňőň čřşŕŕ A¸(L) → GL(V ), £ďřő łőšőřőčő śőśšőĺš ĺğ ćśěţ ŕăřăńńěńĳŋżţ ŕěřěŋőśőć, ă őąřăğőň £ćń£ěšś£ ćś£ čřşŕŕă GL(V ).

Ďőłăğăšěńĳśšćő Řăśśňőšřĺň šřĺ šőůłĺ x, y, z ∈ L šăłĺě, ůšő y − x =

v_1, z − y = v_2. Šőčďă z − x = v_1 + v_2, ĺ ~B(v_1 + v_2) = B(z) − B(x) = (B(z) − B(y)) + (B(y) − B(x)) = ~B(v_1) + ~B(v_2).

Ďőłăęěň šěŕěřĳ, ůšő ~B(λv) = λ ~B(v). (1) Ŕřěęďě ćśěčő ğăňěšĺň, ůšő ~B(0) = ~B(0 + 0) = ~B(0) + ~B(0), őšłşďă śńěďşěš, ůšő ~B(0) = 0. Ŕşśšĳ šěŕěřĳ λ ∈ IN | űěńőě ŕőńőęĺšěńĳŋőě ůĺśńő. Šőčďă ~B(λv) = ~B(v) + . . . + ~B(v) (λ řăğ) = λ ~B(v). Ěśńĺ šěŕěřĳ λ ∈ ZZ őšřĺűăšěńĳŋő, šő −λ ∈ IN , őšłşďă ~B(λv +(−λ)v) = ~B(λv)− λ ~B(v) = ~B(0) = 0, š.ě. ~B(λv) = λ ~B(v). Šěň śăňżň řăćěŋśšćő (1) ďőłăğăŋő ďń£ űěńżţ λ.

Ŕşśšĳ šěŕěřĳ λ = p/q ∈ ′Q. Šőčďă ňż ğŋăěň, ůšő q ~B(λv) = ~B(qλv) = ~B(pv) = p ~B(v), őšłşďă ćżšěłăěš řăćěŋśšćő (1) şęě ďń£ řăűĺőŋăńĳŋżţ λ. Ďń£ ďőłăğăšěńĳśšćă (1) ŕřĺ ŕřőĺğćőńĳŋőň ďěľśšćĺšěńĳŋőň λ ňż ćőśŕőńĳğşěňś£ ŋěŕřěřżćŋőśšĳ¿ ~B (¡šő ěďĺŋśšćěŋŋőě ňěśšő ć ďőłăğăšěńĳśšćě, čďě őŋă šřěąşěšś£) ĺ šěň ťăłšőň, ůšő ćś£łőě ďěľśšćĺšěńĳŋőě ůĺśńő ňőęŋő ŕřĺąńĺğĺšĳ řăűĺőŋăńĳŋżňĺ ś ń¿ąőľ šőůŋőśšĳ¿.

Šěň śăňżň ďőłăğăŋő, ůšő őŕěřăšőř ~B ńĺŋěěŋ. Ěśńĺ B őąřăšĺň, šő ŋěšřşďŋő ćĺďěšĳ, ůšő őąřăšĺň ĺ ~B, ŕřĺůěň ~B�^1 = ~B�^1. Řăćěŋśšćő ~AB = ~A ~B őůěćĺďŋő, ŕő¡šőňş śőŕőśšăćńěŋĺě B → ~B ďěľśšćĺšěńĳŋő £ćń£ěšś£ čőňőňőřťĺğňőň čřşŕŕ. §ďřő ¡šőčő čőňőňőřťĺğňă śőśšőĺš ĺğ ăťťĺŋŋżţ ŕřěőąřăğőćăŋĺľ B, őąńăďă¿źĺţ śćőľśšćőň B(x)− B(y) = x − y ďń£ ćśěţ x, y. Śńěďőćăšěńĳŋő, ćěłšőř v^{def}= B(x)− x ŋě ğăćĺśĺš őš x, ĺ B £ćń£ěšś£ ŕăřăńńěńĳŋżň ŕěřěŋőśőň.

Ďőłăęěň, ůšő őąřăğ čřşŕŕż A¸(L) ŕřĺ ŕőśšřőěŋŋőň čőňőňőřťĺğňě ěśšĳ ćś£ čřşŕŕă GL(V ). Ŕşśšĳ A ∈ GL(V ). Ğăťĺłśĺřşěň šőůłş a ∈ L ĺ řăśśňőšřĺň őšőąřăęěŋĺě B šăłőě, ůšő B(x)−a = A(x−a). Őůěćĺďŋő, B ăťťĺŋŋő, ĺ ~B = A. Ğăňěůăŋĺě Őš šřěąőćăŋĺ£ ŋěŕřěřżćŋőśšĺ ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ B ňőęŋő ążńő

ąż ĺğąăćĺšĳś£ | řěğşńĳšăš őśšăŋěšś£ ćěřěŋ | ŋő ¡šő śĺńĳŋő şśńőęŋĺš ďőłăğăšěńĳśšćő. Śň. łŋĺčş Ć.Ć.Ŕřăśőńőć, Ć.Ň.Šĺţőňĺřőć, \Čěőňěšřĺ£").

Ŋăŕőňŋĺň łřăšłő ŋěłőšőřżě ŕőŋ£šĺ£ őąźěľ šěőřĺĺ čřşŕŕ. Ŕşśšĳ G | čřşŕŕă, ĺ H ⊂ G | ŕőďčřşŕŕă. Šőčďă ďń£ łăęďőčő g ∈ G ňŋőęěśšćő gHg�1^{def}=_{{ghg}�1_{| h ∈ H}} šăłęě £ćń£ěšś£ ŕőďčřşŕŕőľ. Ŕőďčřşŕŕż_H ĺ gHg�1 ŋăğżćă¿šś£ śőŕř£ęěŋŋżňĺ. Ŕőďčřşŕŕă_H ŋăğżćăěšś£_{ŋőřňăńĳŋőľ}, ěśńĺ gHg�^1 = H ďń£ ń¿ąőčő g. §ďřő Ker(φ) ŕřőĺğćőńĳŋőčő čőňőňőřťĺğňă φ : G → F £ćń£ěšś£ ŋőřňăńĳŋőľ ŕőďčřşŕŕőľ: ěśńĺ h ∈ Ker(φ) (š.ě., φ(h) = 1), šő φ(ghg�^1) = φ(g)φ(h)φ�^1(g) = 1. Ňŋőęěśšćő gH^{def}= {gh | h ∈ H} ŕőďčřşŕŕőľ ć őąźěň śńşůăě ŋě £ćń£ěšś£, őŋő ŋăğżćăěšś£ ńěćżň śňěęŋżň łńăśśőň ¡ńěňěŋšă g ∈ G ŕő ŕőďčřşŕŕě H. Ěśńĺ ŕőďčřşŕŕă H ŋőřňăńĳŋă, šő śňěęŋżě łńăśśż ňőęŋő şňŋőęăšĳ: g_1H ∗ g_2H^{def}= g_1g_2H, ĺ őŋĺ őąřăğş¿š čřşŕŕş G/H, ŋăğżćăěňş¿ ťăłšőřčřşŕŕőľ G ŕő H. Ěśńĺ φ : G → F | čőňőňőřťĺğň čřşŕŕ, őąřăğőň łőšőřőčő £ćń£ěšś£ ćś£ čřşŕŕă F , šő ťăłšőřčřşŕŕă G/ Ker(φ) ĺğőňőřťŋă F .

Šěň śăňżň ĺğ šěőřěňż 1 ćżšěłăěš

Śńěďśšćĺě Ŕăřăńńěńĳŋżě ŕěřěŋőśż őąřăğş¿š ŋőřňăńĳŋş¿ ŕőďčřşŕŕş ć

A¸(L), ťăłšőřčřşŕŕă ŕő łőšőřőľ ěśšĳ GL(V ).

Őůěćĺďŋő, čřşŕŕă ŕăřăńńěńĳŋżţ ŕěřěŋőśőć ĺğőňőřťŋă ńĺŋěľŋőňş ŕřőśšřăŋśšćş V , řăśśňăšřĺćăěňőňş łăł čřşŕŕă ŕő śńőęěŋĺ¿, ĺ ŕő¡šőňş ąşďěš šőęě őąőğŋăůăšĳś£ V .

Ŋěŕőśřěďśšćěŋŋő ĺğ őŕřěďěńěŋĺ£ śőőšćěšśšćĺ£ B → ~B ćżšěłăěš, ůšő ăťťĺŋŋőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě B ŕőńŋőśšĳ¿ őŕřěďěń£ěšś£ őąřăğőň B(a) őďŋőľ, ŕřőĺğćőńĳŋő ćğ£šőľ, šőůłĺ a ∈ L ĺ ŕřěőąřăğőćăŋĺěň ~B. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, B(x) = B(a) + ~B(x − a) ďń£ ćś£łőľ x ∈ L. Ŕřĺ őšőęďěśšćńěŋĺĺ L ↔ V , őŕĺśăŋŋőň ć ŋăůăńě ńěłűĺĺ, ŕřěőąřăğőćăŋĺě B ğăŕĺśżćăěšś£ ťőřňşńőľ ćĺďă x → Ax + u, (2) čďě A = ~B, ă ćěłšőř u = B(a) ğăćĺśĺš őš ćżąőřă ŋăůăńă őšśůěšă a. Őąřăšŋő, ćśě ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ ćĺďă (2) | ăťťĺŋŋżě.

Őąőğŋăůĺň Stab_a ⊂ A¸(L) ňŋőęěśšćő őąřăšĺňżţ ăťťĺŋŋżţ ŕřěőąřăğőćăŋĺľ, őśšăćń£¿źĺţ šőůłş a ∈ L ŋă ňěśšě.

Šěőřěňă 2 Staba £ćń£ěšś£ ŕőďčřşŕŕőľ A¸(L). Őŋă ĺğőňőřťŋă čřşŕŕě

GL(V ). Ćśě ŕőďčřşŕŕż Stab_a (ďń£ řăğńĺůŋżţ a ∈ L) śőŕř£ęěŋż; őąřăšŋő, ŕőďčřşŕŕă H ⊂ A¸(L), śőŕř£ęěŋŋă£ Stab_a, ĺňěěš ćĺď Stab_b ďń£ ŋěłőšőřőčő b ∈ L. Ŕőďčřşŕŕă Stab_a ⊂ A¸(L) ĺ ŕőďčřşŕŕă ŕăřăńńěńĳŋżţ ŕěřěŋőśőć V ⊂ A¸(L) ŕěřěśěłă¿šś£ šőńĳłő ŕő ěďĺŋĺůŋőňş ¡ńěňěŋšş, ă ĺţ őąžěďĺŋěŋĺě ŕőřőęďăěš ćś¿ čřşŕŕş A¸(L).

Ďőłăğăšěńĳśšćő Šő, ůšő Staba | ŕőďčřşŕŕă, őůěćĺďŋő. Ĺğ ťőřňşńż

(2) ćżšěłăěš, ůšő őŋă ĺğőňőřťŋă GL(V ): ěśńĺ ćżąřăšĳ šőůłş a ŋăůăńőň őšśůěšă, šő ŕřěőąřăğőćăŋĺě B ∈ Stab_a ąşďěš ĺňěšĳ ćĺď x → Ax.

Ěśńĺ B ∈ Stab_a, ĺ R | őąřăšĺňőě ăťťĺŋŋőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě, ďń£ łőšőřőčő R(a) = b, šő ŕřěőąřăğőćăŋĺě RBR�^1 ∈ Stab_b. Őšś¿ďă śńěďşěš šřěšĳě şšćěřęďěŋĺě šěőřěňż. Ďń£ ďőłăğăšěńĳśšćă ćšőřőčő ŋşęŋő ć łăůěśšćě R ćğ£šĳ ŕăřăńńěńĳŋżľ ŕěřěŋőś ŋă ćěłšőř v = b − a.

Ŕőśńěďŋěě şšćěřęďěŋĺě šěőřěňż ŋěŕőśřěďśšćěŋŋő ćżšěłăěš ĺğ ťőřňşńż (2). Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ŕřěőąřăğőćăŋĺě B ŕřěďśšăćńěŋő ć ćĺďě łőňŕőğĺűĺĺ ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ B_1 ∈ Stab_a, ďěľśšćş¿źěčő ŕő ťőřňşńě B_1(x) = Ax, ĺ ŕăřăńńěńĳŋőčő ŕěřěŋőśă B_2, ďěľśšćş¿źěčő ŕő ťőřňşńě B_2(x) = x + u.

Ğăňěůăŋĺě Čřşŕŕă A¸(L) ŋě £ćń£ěšś£ ŕř£ňżň ŕřőĺğćěďěŋĺěň čřşŕŕ GL(V )

ĺ T , ŕőśłőńĳłş ¡ńěňěŋšż ŕőďčřşŕŕ T ĺ Stab_a ŋě ŕěřěśšăŋőćőůŋż: łőňŕőğĺűĺ£ B_1 ∘ B_2 (śŋăůăńă B_2, ă ŕőšőň B_1) ŕěřěćőďĺš x ć Ax + Au ≠ Ax + u.

Řěăńĺğşěň šěŕěřĳ n-ňěřŋőě ăťťĺŋŋőě ŕřőśšřăŋśšćő L ć n + 1-ňěřŋőň ŕřőśšřăŋśšćě W ć ćĺďě čĺŕěřŕńőśłőśšĺ, ŋě ŕřőţőď£źěľ ůěřěğ ŋăůăńő łőőřďĺŋăš. Ěśńĺ x, y ∈ L, šő x−y ∈ V , čďě V | čĺŕěřŕńőśłőśšĳ, ŕăřăńńěńĳŋă£ L ĺ ŕřőţőď£źă£ ůěřěğ ŋăůăńő łőőřďĺŋăš. İšă čĺŕěřŕńőśłőśšĳ ĺ ĺčřăěš řőńĳ ŕřőśšřăŋśšćă V ć ŋăÿěň ŕřěďżďşźěň őŕřěďěńěŋĺĺ.

Ćżąěřěň ć ŕřőśšřăŋśšćě W ąăğĺś e_1, . . . , e_n, e_{n+1} šăłőľ, ůšő e_1, . . . , e_n őąřăğş¿š ąăğĺś ć V , ă łőŋěű ćěłšőřă e_{n+1} ŕřĺŋăďńěęĺš L. Šőčďă L śőśšőĺš ĺğ ćěłšőřőć, (n + 1)-ă£ łőőřďĺŋăšă łőšőřżţ ć ąăğĺśě e_i řăćŋă 1.

Őąőğŋăůĺň Stab_L ňŋőęěśšćő őąřăšĺňżţ ńĺŋěľŋżţ ŕřěőąřăğőćăŋĺľ ŕřőśšřăŋśšćă W , śőţřăŋ£¿źĺţ čĺŕěřŕńőśłőśšĳ L. Ĺŋżňĺ śńőćăňĺ, ďń£ X ∈ Stab_L ćěřŋő, ůšő ěśńĺ v ∈ L, šő ĺ Xv ∈ L (ŋő ŋě őą£ğăšěńĳŋő Xv = v !)

Šěőřěňă 3 Ďń£ ćś£łőčő ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ X ∈ StabL ěčő őčřăŋĺůěŋĺě X|_L

ŋă ŕőďŕřőśšřăŋśšćő L £ćń£ěšś£ ăťťĺŋŋżň ŕřěőąřăğőćăŋĺěň. Őąřăšŋő, ćś£łőě ăťťĺŋŋőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě B ∈ A¸(L) ĺňěěš ćĺď X|_L ďń£ ŕőďţőď£- źěčő X ∈ Stab_L. Stab_L £ćń£ěšś£ ŕőďčřşŕŕőľ GL(W ), ĺğőňőřťŋőľ A¸(L).

Ďőłăğăšěńĳśšćő Šő, ůšő X|_L | ăťťĺŋŋőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě, őůěćĺďŋő

(ŕőśňőšřĺšě őŕřěďěńěŋĺě !). Őąřăšŋő, ń¿ąőě ăťťĺŋŋőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě B ŕřőśšřăŋśšćă L ňőęŋő ŕřőďőńęĺšĳ ďő ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ X ćśěčő ŕřőśšřăŋśšćă W . Ďń£ ćěłšőřă v ∈ V ŕőńőęĺň Xv^{def}= ~Bv ∈ V . Ďń£ ń¿ąőčő ďřşčőčő ćěłšőřă v śşźěśšćşěš ĺ ěďĺŋśšćěŋŋő ůĺśńő λ ≠ 0 šăłőě, ůšő λv ∈ L. Ć ¡šőň śńşůăě ŕőńőęĺň Xv^{def}=^1_λ B(λv). Šő, ůšő X śőţřăŋ£ěš L, őůěćĺďŋő; ďőłăğăšěńĳśšćő ńĺŋěľŋőśšĺ X | ţőřőÿěě şŕřăęŋěŋĺě (ŕřőďěńăľšě !).

Śőőšćěšśšćĺě X → X|_L ğăďăěš čőňőňőřťĺğň čřşŕŕ Stab_L → A¸(L). Ĺğ ŕřěďżďşźěľ łőŋśšřşłűĺĺ ćĺďŋő, ůšő ěśńĺ B = X|_L, šő ŕřěőąřăğőćăŋĺě X őŕřěďěńěŋő őďŋőğŋăůŋő. Ć ůăśšŋőśšĺ, ěśńĺ B | šőęďěśšćěŋŋőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě, šő ĺ X = E. Ğŋăůĺš, ş őŕĺśăŋŋőčő čőňőňőřťĺğňă £ďřő šřĺćĺăńĳŋő. Őąřăğőň ěčő £ćń£ěšś£ ćś£ čřşŕŕă A¸(L) | ¡šő šăłęě śńěďşěš ĺğ ćżÿěŕřĺćěďěŋŋőľ łőŋśšřşłűĺĺ. Ŕő¡šőňş ¡šőš čőňőňőřťĺğň £ćń£ěšś£ ĺğőňőřťĺğňőň.

Ć ąăğĺśě e_1, . . . , e_n, e_{n+1} ňăšřĺűż ŕřěőąřăğőćăŋĺľ X ∈ Stab_L ĺňě¿š ćĺď A u − − 0 . . . 0 1

Ğďěśĳ A | ňăšřĺűă n × n, £ćń£¿źă£ś£ ňăšřĺűěľ ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ ~B (čďě B = X|_L) ć ąăğĺśě e_1, . . . , e_n, ă u = (u_1, . . . , u_n) | ğăŕĺśăŋŋżľ ć šőň ęě ąăğĺśě ćěłšőř u ĺğ ŕřěďśšăćńěŋĺ£ (2). Ğďěśĳ ŕřĺ őšőęďěśšćńěŋĺĺ L ↔ V ć łăůěśšćě ŋăůăńă őšśůěšă ąěřěšś£ łőŋěű ćěłšőřă e_{n+1}.