Ňăšěňăšĺůěśłĺľ Łőńńěďę ŊŇŞ Čěőňěšřĺ£, 1 śěňěśšř

Ńěłűĺ£ 6

13 őłš£ąř£ 1997 č.

Ďőłăęěň ŕěřćőě şšćěřęďěŋĺě šěőřěňż 2 ŕřěďżďşźěľ ńěłűĺĺ. Ŕşśšĳ ŕřěőąřăğőćăŋĺě A : P^n → P^n ŋěŕřěřżćŋő (¡šő šřěąőćăŋĺě ŕřĺ ęěńăŋĺĺ ňőęŋő ćłń¿ůĺšĳ ć őŕřěďěńěŋĺě) ĺ ŕěřěćőďĺš ŕř£ňżě ć ŕř£ňżě. Ďőłăğăšěńĳśšćő ąşďěň ćěśšĺ ĺŋďşłűĺěľ ŕő n. Ł n = 1 šěőřěňă ŋě őšŋőśĺšś£, ŕő¡šőňş ąăğş ĺŋďşłűĺĺ śőśšăćń£ěš n = 2.

Ŕřěďŕőńőęĺň śŋăůăńă, ůšő ŕřěőąřăğőćăŋĺě P őśšăćń£ěš ŋă ňěśšě 4 šőůłĺ őąźěčő ŕőńőęěŋĺ£ a, b, c, d. Ŕşśšĳ p, q, r, s | šőůłĺ ś łőőřďĺŋăšăňĺ (őążůŋżňĺ, ŋěőďŋőřőďŋżňĺ) (0, 0), (0, 1), (1, 0) ĺ (1, 1) śőőšćěšśšćěŋŋő, ă A | ŕřěőąřăğőćăŋĺě ĺğ őąřăğă čőňőňőřťĺğňă φ, ŕěřěćőď£źěě p, q, r, s ć a, b, c, d (ňż şęě ğŋăěň, ůšő šăłőě śşźěśšćşěš). Šőčďă ŕřěőąřăğőćăŋĺě A^{−1}P A őśšăćń£ěš ŋă ňěśšě p, q, r, s. Ĺğ ¡šőčő śńěďşěš, ůšő őśšă¿šś£ ŋă ňěśšě šőůłĺ ąěśłőŋěůŋő şďăńěŋŋőľ ŕř£ňőľ, śőőšćěšśšćş¿źĺě čőřĺğőŋšăńĳŋżň ĺ ćěřšĺłăńĳŋżň ŕř£ňżň. Ŋěŕőďćĺęŋă šăłęě ĺ šőůłă m ś łőőřďĺŋăšăňĺ (1/2, 1/2) | ¡šő šőůłă ŕěřěśěůěŋĺ£ ŕř£ňżţ ps ĺ qr. Śńěďőćăšěńĳŋő, čőřĺğőŋšăńĳŋă£ ĺ ćěřšĺłăńĳŋă£ ŕř£ňżě, ŕřőţőď£źĺě ůěřěğ m, ŋěŕőďćĺęŋż | őąőğŋăůĺň ĺţ ℓ_1 ĺ ℓ_2. Ŋěŕőďćĺęŋż, śńěďőćăšěńĳŋő, ĺ šőůłĺ ℓ_1 ∩ pr, ℓ_1 ∩ qs, ℓ_2 ∩ pq, ℓ_2 ∩ rs | ĺţ łőőřďĺŋăšż (1/2, 0), (1/2, 1), (0, 1/2) ĺ (1, 1/2). Ŕř£ňżě, ŕřőţőď£źĺě ůěřěğ šőůłĺ p, q, r, s ŕőď şčńőň ±45^∘ ł őś£ň, šăłęě ŋěŕőďćĺęŋż | ŕő- ¡šőňş ŋěŕőďćĺęŋż ĺţ šőůłĺ ŕěřěśěůěŋĺ£ ś pr, qs, pq ĺ rs | ĺţ łőőřďĺŋăšż (1/2, 3/2), (3/2, 1/2), (−1/2, 1/2), (1/2, −1/2). Ŕřőďőńęă£ ć šőň ęě ďşţě, ŕőńşůĺň, ůšő ŋěŕőďćĺęŋż ćśě šőůłĺ ś łőőřďĺŋăšăňĺ (k/2, l/2), čďě k, l | ŕřőĺğćőńĳŋżě űěńżě ůĺśńă.

Šăłĺě šőůłĺ őąřăğş¿š ŋă ŕńőśłőśšĺ łćăďřăšŋş¿ řěÿěšłş ś ÿăčőň 1/2. Ŕřĺňěŋ££ ŕřěďżďşźěě řăśśşęďěŋĺě ł őďŋőňş łćăďřăšş ¡šőľ řěÿěšłĺ, ňż ůšő ŋěŕőďćĺęŋż ćśě šőůłĺ ś łőőřďĺŋăšăňĺ ćĺďă (k/4, l/4) (k, l ∈ ZZ), ğăšěň (k/8, l/8), ĺ š.ď. | ćśě šőůłĺ ś łőőřďĺŋăšăňĺ ćĺďă (k/2^n, l/2^n). Őśšăńĳŋżě šőůłĺ ŋěŕőďćĺęŋż ŕő ŋěŕřěřżćŋőśšĺ. Ğŋăůĺš, A^{−1}P A = E ⇒ P = E.

Ŕşśšĳ šěŕěřĳ ŕřěőąřăğőćăŋĺě P ŋěŕřěřżćŋő, ŕěřěćőďĺš ŕř£ňżě ć ŕř£- ňżě, ă šőůłĺ a, b, c, d ŕěřěćőďĺš ć ŋěłőšőřżě šőůłĺ a^′, b^′, c^′, d^′. Ŕşśšĳ A | ŕřěőąřăğőćăŋĺě ĺğ őąřăğă čőňőňőřťĺğňă φ, ŕěřěćőď£źěě a, b, c, d ć a^′, b^′, c^′, d^′. Šőčďă A^{−1}P ŕěřěćőďĺš ŕř£ňżě ć ŕř£ňżě ĺ śőţřăŋ£ěš a, b, c, d ŋă ňěśšě. Ŕő šőńĳłő ůšő ďőłăğăŋŋőňş, A^{−1}P = E ⇒ P = A. Ďń£ n = 2 šěőřěňă ďőłăğăŋă.

Ďń£ ŕřőĺğćőńĳŋőčő n ďőśšăšőůŋő ŕőłăğăšĳ, ůšő ŕřěőąřăğőćăŋĺě, ŕěřěćőď£źěě ŕř£ňżě ć ŕř£ňżě ĺ őśšăćń£¿źěě ŋă ňěśšě n + 2 šőůłĺ őąźěčő ŕőńőęěŋĺ£ a_1, . . . , a_{n+2}, £ćń£ěšś£ šőęďěśšćěŋŋżň. Řăśśňőšřĺň (ŕřőěłšĺćŋőě) (n − 1)-ňěřŋőě ŕřőśšřăŋśšćő Q, ŕřőţőď£źěě ůěřěğ šőůłĺ a_1, . . . , a_n. Őŋő ŋěŕőďćĺęŋő; šő ęě śăňőě ćěřŋő ďń£ ŕř£ňőľ a_{n+1}a_{n+2}. Śńěďőćăšěńĳŋő, šőůłă ĺţ ŕěřěśěůěŋĺ£ b ŋěŕőďćĺęŋă. Ć ŕřőśšřăŋśšćě Q őŕřěďěńěŋő šěň śăňżň ŕřěőąřăğőćăŋĺě, ŕěřěćőď£źěě ŕř£ňżě ć ŕř£ňżě ĺ őśšăćń£¿źěě ŋă ňěśšě n + 1 šőůłş a_1, . . . , a_n, b | ŋěšřşďŋő ćĺďěšĳ, ůšő őąźěčő ŕőńőęěŋĺ£. Ŕő ŕřěďŕőńőęěŋĺ¿ ĺŋďşłűĺĺ ¡šő ŕřěőąřăğőćăŋĺě šőęďěśšćěŋŋő. Šěŕěřĳ ďń£ łăęďőľ šőůłĺ t řăśśňőšřĺň ŕř£ňżě a_{n+1}t ĺ a_{n+2}t. Őŋĺ ŕěřěśěłă¿š Q ć šőůłăţ u ĺ v ĺ, śńěďőćăšěńĳŋő, ŋěŕőďćĺęŋż. Ŕő¡šőňş šőůłă t | šőůłă ĺţ ŕěřěśěůěŋĺ£ | ŕěřěţőďĺš ć śěą£. Šěőřěňă ďőłăğăŋă.

Śńşůăľ n = 1 řăśśňőšřĺň ąőńěě ŕőďřőąŋő. Ďń£ 4 šőůěł ŋă ŕř£ňőľ ś łőőřďĺŋăšăňĺ a, b, c, d őŕřěďěńĺň ĺţ ďćőľŋőě őšŋőÿěŋĺě řăćěŋśšćőň [a, b, c, d] = (c−a)(d−b) (c−b)(d−a) . Ğďěśĳ ŕőďřăğşňěćăěšś£, ůšő śřěďĺ šőůěł ŋěš ąěśłőŋěůŋő şďăńěŋ-

ŋőľ, ĺ ŋĺłăłĺě ďćě šőůłĺ ŋě śőćŕăďă¿š. Ěśńĺ ¡šő şśńőćĺě ŋě ćżŕőńŋěŋő, ć łăůěśšćě ďćőľŋőčő őšŋőÿěŋĺ£ ňőęŋő ćğ£šĳ śőőšćěšśšćş¿źĺľ ŕřěďěń (łőšőřżľ ňőęěš őłăğăšĳś£ ąěśłőŋěůŋżň).

Šěőřěňă 1 Ŕřőěłšĺćŋżě ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ śőţřăŋ£¿š ďćőľŋőě őšŋőÿěŋĺě

šőůěł ŕř£ňőľ. Ŕřěőąřăğőćăŋĺě ŕřőěłšĺćŋőľ ŕř£ňőľ ŕřőěłšĺćŋő šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă őŋő śőţřăŋ£ěš ďćőľŋőě őšŋőÿěŋĺě.

Ďőłăğăšěńĳśšćő Ďń£ ŕř£ňőľ ŕřőěłšĺćŋżě ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ ¡šő ďřőąŋő-

ńĺŋěľŋżě. Śőţřăŋěŋĺě ďćőľŋőčő őšŋőÿěŋĺ£ ŕřĺ ďřőąŋő-ńĺŋěľŋżţ ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ţ ŕřőćěř£ěšś£ ŋěŕőśřěďśšćěŋŋżň ćżůĺśńěŋĺěň šăł: ŕşśšĳ U (x) = ax+b cx+d . Šőčďă

[U (x_1), U (x_2), U (x_3), U (x_4)] = (_{ax3+b} cx3+d − ax1+b cx1+d ) (_{ax4+b} cx4 +d − ax2+b cx2+d ) (_{ax3+b} cx3+d − ax2+b cx2+d ) (_{ax4+b} cx4 +d − ax1+b cx1+d ) = (ad−bc)(x3−x1) (cx3+d)(cx1 +d) (ad−bc)(x4−x2) (cx4+d)(cx2 +d) (ad−bc)(x3−x2) (cx3+d)(cx2 +d) (ad−bc)(x4−x1) (cx4+d)(cx1 +d) = = (x_3 − x_1)(x_4 − x_2) (x_3 − x_2)(x_4 − x_1)

= [x_1, x_2, x_3, x_4].

Őąřăšŋő, ŕşśšĳ ŕřěőąřăğőćăŋĺě A śőţřăŋ£ěš ďćőľŋőě őšŋőÿěŋĺě. Ŕőńőęĺň A(p) = p^′, A(q) = q^′, A(r) = r^′. Šőčďă ďń£ ŕřőĺğćőńĳŋőľ šőůłĺ x ĺ ěě őąřăğă x^′ ĺňěěň (r^′ − p^′)(x^′ − q^′) (r^′ − q^′)(x^′ − p^′) = (r − p)(x − q) (r − q)(x − p) , őšłşďă śńěďşěš, ůšő x^′ ćżřăęăěšś£ ůěřěğ x ďřőąŋő-ńĺŋěľŋő.

Ŕşśšĳ šěŕěřĳ A | ŕřőěłšĺćŋőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě ŕřőśšřăŋśšćă P ŕřőĺğćőńĳŋőľ řăğňěřŋőśšĺ. Řăśśňőšřĺň šőůłĺ a, b, c, d ŕř£ňőľ ℓ. Ŕřěőąřăğőćăŋĺě A ŕěřěćőďĺš ŕř£ňş¿ ℓ ć ŋěłőšőřş¿ ďřşčş¿ ŕř£ňş¿, ℓ^′. Śşźěśšćşěš őřšőčőŋăńĳŋőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě B : P → P , ŕěřěćőď£źěě ℓ^′ ć ℓ; ŕő¡šőňş łőňŕőğĺűĺ£ BA őśšăćń£ěš ŕř£ňş¿ ℓ ŋă ňěśšě. Ŕřěőąřăğőćăŋĺě, ĺŋďşűĺřşěňőě BA ŋă ŕř£ňőľ ℓ, ŕřőěłšĺćŋő (ŕőśłőńĳłş śăňő BA ŕřőěłšĺćŋő) ĺ, śńěďőćăšěńĳŋő, śőţřăŋ£ěš ďćőľŋőě őšŋőÿěŋĺě. Ŋő B ğăćěďőňő śőţřăŋ£ěš ďćőľŋőě őšŋőÿěŋĺě | őŋő śőţřăŋ£ěš řăśśšő£ŋĺ£. Ŕő¡šőňş A šăłęě śőţřăŋ£ěš ďćőľŋőě őšŋőÿěŋĺě.

Ŋă ůěšćěřłăţ šőůěł a, b, c, d ŕřőěłšĺćŋőľ ŕř£ňőľ ďěľśšćşěš čřşŕŕă ĺţ ŕěřěśšăŋőćőł S_4. Ĺğ šěőřěňż 1 śńěďşěš, ůšő ¡šő ďěľśšćĺě łőřřěłšŋő ŋă ďćőľŋőň őšŋőÿěŋĺĺ:

Śńěďśšćĺě Ŕşśšĳ σ ∈ S4, ćżŕőńŋěŋő řăćěŋśšćő [a, b, c, d] = [p, q, r, s] ĺ

śřěďĺ šőůěł a, b, c, d ĺ p, q, r, s ŋěš śőćŕăďă¿źĺţ. Šőčďă [σ(a, b, c, d)] = [σ(p, q, r, s)]. Ďőłăğăšěńĳśšćő Ĺğ řăćěŋśšćă [a, b, c, d] = [p, q, r, s] ĺ őšśşšśšćĺ£ śőćŕă-

ďă¿źĺţ šőůěł śńěďşěš, ůšő śşźěśšćşěš ŕřěőąřăğőćăŋĺě P ∈ PGL(1) šăłőě, ůšő P (a) = p, P (b) = q, P (c) = r, P (d) = s. Ŋő šő ęě śăňőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě P ŕěřěćőďĺš σ(a) ć σ(p), σ(b) ć σ(q), ĺ š.ď. Ğŋăůĺš, ďćőľŋżě őšŋőÿěŋĺ£ ůěšćěřőł šőůěł σ(a, b, c, d) ĺ σ(p, q, r, s) śőćŕăďă¿š.

Šěň śăňżň ďń£ ćś£łőčő ůĺśńă (ďćőľŋőčő őšŋőÿěŋĺ£) λ ĺ σ ∈ S_4 őŕřěďěńěŋő ůĺśńő σ(λ). §ćŋżľ ćĺď ťşŋłűĺľ σ(λ) ďń£ řăğńĺůŋżţ σ ∈ S_4 šăłőć:

Šěőřěňă 2 Ćśě ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ λ → σ(λ) ďřőąŋő-ńĺŋěľŋżě. Śőőšćěš-

śšćĺě σ → σ(·) őŕřěďěń£ěš čőňőňőřťĺğň S_4 ć PGL(1). §ďřő čőňőňőřťĺğňă śőśšőĺš ĺğ ěďĺŋĺůŋőčő ¡ńěňěŋšă ĺ ŕěřěśšăŋőćőł (12)(34), (13)(24), (14)(23), łőšőřżě őąřăğş¿š ć S_4 ŋőřňăńĳŋş¿ ŕőďčřşŕŕş, ĺğőňőřťŋş¿ ZZ_2 × ZZ_2. Őąřăğ čőňőňőřťĺğňă ĺğőňőřťěŋ čřşŕŕě S_3 ĺ śőśšőĺš ĺğ 6 ŕřěőąřăğőćăŋĺľ: šőęďěśšćěŋŋőčő e, šřěţ ŕřěőąřăğőćăŋĺľ ćšőřőčő ŕőř£ďłă σ_1 : λ → 1/λ, σ_2 : λ → 1 − λ, σ_3 : λ → λ/(λ − 1), ĺ ďćşţ ŕřěőąřăğőćăŋĺľ šřěšĳěčő ŕőř£ďłă: δ_1 : λ → 1/(1 − λ), δ_2 : λ → (λ − 1)/λ.

Ďőłăğăšěńĳśšćő šěőřěňż ŕřőĺğćőďĺšś£ ŋěŕőśřěďśšćěŋŋżň ćżůĺśńěŋĺěň. Ğăňěšĺň šăłęě, ůšő ďěľśšćĺě čřşŕŕż S_4 ŋă ďćőľŋőě őšŋőÿěŋĺě ůěšćěřłĺ šőůěł şśšřőěŋő šőůŋő šăł ęě, łăł ěě ďěľśšćĺě ŋă šřĺ ćőğňőęŋżţ řăğąĺěŋĺ£ šőůěł ŋă (ŋěşŕőř£ďőůěŋŋżě) ŕăřż: p_1 = {{a, b}, {c, d}}, p_2 = {{a, c}, {b, d}}, p_3 = {{a, d}, {b, c}}. Śŋăąďĺň ŕřőśšřăŋśšćő W śłăń£řŋżň ŕřőĺğćěďěŋĺěň. Šěŕěřĳ ďń£ ń¿- ąőčő ńĺŋěľŋőčő ŕőďŕřőśšřăŋśšćă L ⊂ W řăğňěřŋőśšĺ k ňőęŋő řăśśňőšřěšĳ őřšőčőŋăńĳŋőě ěňş ŕőďŕřőśšřăŋśšćő L^⊥ řăğňěřŋőśšĺ n + 1 − k. Ŕřĺ ŕěřěţőďě ł ŕřőěłšĺćĺğăűĺ£ň ňż ŕőńşůĺň ćğăĺňŋő őďŋőğŋăůŋőě śőőšćěšśšćĺě ňěęďş ŕřőěłšĺćŋżňĺ ŕőďŕřőśšřăŋśšćăňĺ ŕřőśšřăŋśšćă P . Ŕřĺ ¡šőň ŕőďŕřőśšřăŋśšćş řăğňěřŋőśšĺ l śőőšćěšśšćşěš (łăł čőćőř£š, ŕřőěłšĺćŋő ďćőľśšćěŋŋő) ŕőďŕřőśšřăŋśšćő řăğňěřŋőśšĺ n − l − 1. Ć ůăśšŋőśšĺ, šőůłăň śőőšćěšśšćş¿š čĺŕěřŕńőśłőśšĺ. Ŋěšřşďŋő ćĺďěšĳ, ůšő šăł őŕřěďěńěŋŋőě śőőšćěšśšćĺě ĺŋćőń¿šĺćŋő: ěśńĺ ŕřőśšřăŋśšćş M ŕřőěłšĺćŋő ďćőľśšćěŋŋő ŕřőśšřăŋśšćő N , šő ŕřőěłšĺćŋő ďćőľśšćěŋŋőě ł N ěśšĳ M .

Ŕřĺ ŕěřěţőďě ł ŕřőěłšĺćŋő ďćőľśšćěŋŋżň ŕőďŕřőśšřăŋśšćăň őŕěřăűĺ£ ŕěřěśěůěŋĺ£ ŕřőśšřăŋśšć ňěŋ£ěšś£ ňěśšăňĺ ś őŕěřăűĺěľ ćğ£šĺ£ ńĺŋěľŋőľ őąőńőůłĺ. Ŋăŕřĺňěř, ěśńĺ ŕř£ňă£ ℓ ŕřőţőďĺš ůěřěğ šőůłĺ a ĺ b, šő čĺŕěřŕńőśłőśšĺ a^⊥ ĺ b^⊥ ŕěřěśěłă¿šś£ ŕő (n − 2)-ňěřŋőňş ŕőďŕřőśšřăŋśšćş ℓ^⊥. İšő ŕőğćőń£ěš ďń£ łăęďőľ šěőřěňż ŕřőěłšĺćŋőľ čěőňěšřĺĺ ŋăŕĺśăšĳ ďćőľśšćěŋŋş¿ ł ŋěľ, ğăňěŋĺć ćśě őąžěłšż ŋă ďćőľśšćěŋŋżě.

Ŕřĺňěř

Şšćěřęďěŋĺě Ůěřěğ ń¿ążě n šőůěł ć n-ňěřŋőň ŕřőěłšĺćŋőň ŕřőśšřăŋ-

śšćě ŕřőţőďĺš čĺŕěřŕńőśłőśšĳ (ŋăŕřĺňěř, ůěřěğ ń¿ążě ďćě šőůłĺ ŕřőěłšĺćŋőľ ŕńőśłőśšĺ | ŕř£ňă£). Ěśńĺ šőůłĺ ŋăţőď£šś£ ć őąźěň ŕőńőęěŋĺĺ, šő čĺŕěřŕńőśłőśšĳ ěďĺŋśšćěŋŋă.

Ďćőľśšćěŋŋőě şšćěřęďěŋĺě Ń¿ążě n čĺŕěřŕńőśłőśšěľ ć n-ňěřŋőň ŕřő-

ěłšĺćŋőň ŕřőśšřăŋśšćě (ŋăŕřĺňěř, ń¿ążě ďćě ŕř£ňżě ŋă ŕřőěłšĺćŋőľ ŕńőśłőśšĺ) ŕěřěśěłă¿šś£. Ěśńĺ čĺŕěřŕńőśłőśšĺ ŋăţőď£šś£ ć őąźěň ŕőńőęěŋĺĺ, šő ŕěřěśěůěŋĺě śőśšőĺš ĺğ őďŋőľ šőůłĺ.

Ňőęŋő řăśśňăšřĺćăšĳ ďćőľśšćěŋŋżě őąžěłšż ďń£ ňŋőęěśšć ąőńěě śńőęŋżţ, ůěň ŕőďŕřőśšřăŋśšćă. Ŋăŕřĺňěř, ŕşśšĳ γ | čńăďłă£ łřĺćă£ ŋă ŕřőěłšĺćŋőľ ŕńőśłőśšĺ. Ďń£ łăęďőľ šőůłĺ a ∈ γ řăśśňőšřĺň łăśăšěńĳŋş¿ ŕř£ňş¿ T_a ł γ ć šőůłě a. Ŕř£ňőľ T_a ďćőľśšćěŋŋă šőůłă T^⊥_a . Šőůłĺ T^⊥_a ğăňěšă¿š ŋőćş¿ łřĺćş¿ γ^∗, łőšőřă£ ŋăğżćăěšś£ ŕřőěłšĺćŋő ďćőľśšćěŋŋőľ ł γ.

Šěőřěňă 3 Ŕşśšĳ łřĺćă£ γ = (γ0 (t) : γ1(t) : γ2(t)) šăłőćă, ůšő ďń£ ćś£-

łőčő ňőňěŋšă ćřěňěŋĺ t őŕřěďěńĺšěńĳ ´(t) = | | | γ_0 γ_1 γ_2 γ^′_0 γ^′_1 γ^′_2 γ^{′′}_0 γ^{′′}_1 γ^{′′}_2

| | | őšńĺůěŋ őš

ŋşń£. Šőčďă łřĺćă£ (γ^∗)^∗ śőćŕăďăěš ś ĺśţőďŋőľ ś šőůŋőśšĳ¿ ďő ŕěřěśšăŋőćłĺ őďŋőřőďŋżţ łőőřďĺŋăš.

Ďőłăğăšěńĳśšćő Ŕřěęďě ćśěčő ğăňěšĺň, ůšő şśńőćĺě ´(t) ≠ 0 ŋě ğăćĺśĺš

őš ćżąőřă őďŋőřőďŋżţ łőőřďĺŋăš: ěśńĺ ćśě łőőřďĺŋăšż γ_i(t) şňŋőęĺšĳ ŋă ŋě őąřăźă¿źş¿ś£ ć ŋşńĳ ťşŋłűĺ¿ φ(t), šő ´(t) şňŋőęĺšś£ ŋă φ^3(t).

Ŋěŕőśřěďśšćěŋŋżě ćżůĺśńěŋĺ£ ŕőłăğżćă¿š, ůšő łăśăšěńĳŋă£ ł łřĺćőľ

γ ć ňőňěŋš ćřěňěŋĺ t ğăďăěšś£ şřăćŋěŋĺěň | | | x y z γ_0 γ_1 γ_2 γ^′_0 γ^′_1 γ^′_2 | | | = 0. Ŕő¡šőňş

γ^∗ ğăďăěšś£ łăł (γ_2(t)γ^′_0 (t) − γ_0(t)γ^′_2(t) : γ_0(t)γ^′_1(t) − γ_1(t)γ^′_0(t) : γ_1(t)γ^′_2(t) − γ_2(t)γ^′_1(t)). Ěśńĺ ňż ŕřĺňěŋĺň šő ęě ŕřěőąřăğőćăŋĺě ł łřĺćőľ γ^∗, šő ŕőńşůĺň łřĺćş¿ (γ_2(t) : γ_0 (t) : γ_1(t)). Šőůŋěě, łăęďă£ őďŋőřőďŋă£ łőőřďĺŋăšă ąşďěš şňŋőęěŋă ŋă őąźĺľ ňŋőęĺšěńĳ ´(t).