Ňăšěňăšĺůěśłĺľ Łőńńěďę ŊŇŞ Čěőňěšřĺ£, 1 śěňěśšř

Ńěłűĺ£ 8

27 őłš£ąř£ 1997 č.

Ŋăŕőňŋĺň (ńěłűĺ£ 3), ůšő śłăń£řŋżň ŕřőĺğćěďěŋĺěň ć ćěźěśšćěŋŋőň ńĺŋěľŋőň ŕřőśšřăŋśšćě ŋăğżćăěšś£ ťşŋłűĺ£ (·, ·), ńĺŋěľŋă£ ŕő ŕěřćőňş ăřčşňěŋšş, śĺňňěšřĺůěśłă£ (u, v) = (v, u) (ĺ, śńěďőćăšěńĳŋő, ńĺŋěľŋă£ ĺ ŕő ćšőřőňş ăřčşňěŋšş šőęě) ĺ ŕőńőęĺšěńĳŋă£: ěśńĺ u ≠ 0, šő (u, u) > 0. Ŕřĺňěřőň śłăń£řŋőčő ŕřőĺğćěďěŋĺ£ ć \łőőřďĺŋăšŋőň" ŕřőśšřăŋśšćě IR^n £ćń£- ěšś£ (x, y) = x_1y_1 + . . . + x_ny_n. Ńĺŋěľŋżě őŕěřăšőřż ć IR^n, śőţřăŋ£¿źĺě śłăń£řŋőě ŕřőĺğćěďěŋĺě (őřšőčőŋăńĳŋżě), őąřăğş¿š čřşŕŕş O(n). Ňăšřĺűă A őřšőčőŋăńĳŋőčő őŕěřăšőřă ć őřšőŋőřňĺřőćăŋŋőň ąăğĺśě şďőćńěšćőř£ěš řăćěŋśšćş AA� = E, čďě ŕő őŕřěďěńěŋĺ¿ A�_{ij} = A_{ji}. Ďń£ őŕřěďěńĺšěń£ őřšőčőŋăńĳŋőľ ňăšřĺűż ĺňěěň det A det A� = (det A)^2 = 1, š.ě., det A = ±1. Őřšőčőŋăńĳŋżě őŕěřăšőřż ś őŕřěďěńĺšěńěň 1 őąřăğş¿š ć O(n) ŕőďčřşŕŕş (ĺŋďěłśă 2), őąőğŋăůăěňş¿ SO(n).

Ĺğşůĺň śšřőěŋĺě čřşŕŕż SO(3).

Šěőřěňă 1 Čřşŕŕă SO(3) čőňěőňőřťŋă šřěţňěřŋőňş ŕřőěłšĺćŋőňş ŕřőśšřăŋśšćş IRP^3.

Ńěňňă 1 Ş ń¿ąőčő ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ A ∈ SO(3) śşźěśšćşěš ŋěŕőďćĺęŋżľ ćěłšőř v.

Ďőłăğăšěńĳśšćő Řăśśňőšřĺň ţăřăłšěřĺśšĺůěśłĺľ ňŋőčőůńěŋ ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ A, ğăďăŋŋżľ řăćěŋśšćőň χ_A(λ) = det(A−λE). Őŋ šřěšĳěľ śšěŕěŋĺ, ŕő¡šőňş ĺňěěš šřĺ łőňŕńěłśŋżţ łőřŋ£, ŕřőĺğćěďěŋĺě łőšőřżţ ŕő šěőřěňě Ćĺěšă řăćŋő χ_A(0) = det A = 1. Ěśńĺ λ | ćěźěśšćěŋŋżľ łőřěŋĳ χ_A, šő őŕěřăšőř A − λE ćżřőęďěŋ, š.ě. śşźěśšćşěš ćěłšőř v šăłőľ, ůšő Av = λv. Ŋő šőčďă (Av, Av) = λ^2(v, v) = (v, v), őšłşďă λ = ±1. Ěśńĺ ćśě šřĺ łőřŋ£ χ_A ćěźěśšćěŋŋż (ĺ, śńěďőćăšěńĳŋő, řăćŋż ±1), šő ŕő łřăľŋěľ ňěřě őďĺŋ ĺğ ŋĺţ řăćěŋ 1 (ĺŋăůě ŕřőĺğćěďěŋĺě ąşďěš −1). Ěśńĺ ęě ćěźěśšćěŋ šőńĳłő őďĺŋ łőřěŋĳ λ, ă ďćă ďřşčĺţ | łőňŕńěłśŋő śőŕř£ęěŋŋżě α ĺ α, šő λαα = λ |α|^2 = 1, őšłşďă šăłęě λ = 1. Śńěďőćăšěńĳŋő, ćěłšőř v ŋěŕőďćĺęŋżľ.

Ŕěřćőě ďőłăğăšěńĳśšćő šěőřěňż 1 Ŕşśšĳ v | ŋěŕőďćĺęŋżľ ćěłšőř ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ A. Šőčďă ŕřěőąřăğőćăŋĺě A śőţřăŋ£ěš ŕńőśłőśšĳ L, őřšőčőŋăńĳŋş¿ v, ĺ őčřăŋĺůěŋĺě A|_L ∈ SO(2), š.ě., £ćń£ěšś£ ŕőćőřőšőň. Šăłĺň őąřăğőň, ŕřěőąřăğőćăŋĺ¿ A śőŕőśšăćńěŋż: ćěłšőř v, łőšőřżľ ňőęŋő śůĺšăšĳ ¡ńěňěŋšőň ěďĺŋĺůŋőľ śťěřż S^2, ĺ şčőń ŕőćőřőšă φ, ĺğňěŋ£¿źĺľś£ őš 0 ďő π. Ŕřĺ ¡šőň ćśě ŕőćőřőšż ŋă şčőń 0 śőćŕăďă¿š (¡šő šőęďěśšćěŋŋőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě), ă ŕőćőřőš ćőłřşč ćěłšőřă v ĺ ŋă ćőłřşč ćěłšőřă −v şčőń π ¡šő őďŋő ĺ šő ęě. Ŕő¡šőňş SO(3) şśšřőěŋő łăł šřěţňěřŋżľ ÿăř, ş łőšőřőčő ďĺăňěšřăńĳŋő ŕřőšĺćőŕőńőęŋżě šőůłĺ čřăŋĺűż őšőęďěśšćńěŋż | ă ¡šő IRP^3.

Ňż ďăďĺň ěźě őďŋő ďőłăğăšěńĳśšćő šěőřěňż 1. Ďń£ ¡šőčő ćśŕőňŋĺň, ůšő IRP^3 čőňěőňőřťŋő šřěţňěřŋőľ śťěřě S^3, ďĺăňěšřăńĳŋő ŕřőšĺćőŕőńőęŋżě šőůłĺ łőšőřőľ őšőęďěśšćń£¿šś£.

Šěńőň łćăšěřŋĺőŋőć IH ŋăğżćăěšś£ ůěšżřěţňěřŋőě ńĺŋěľŋőě ŕřőśšřăŋśšćő (ŋăď ŕőńěň IR) ś ąăğĺśőň 1, i, j, k ĺ ăśśőűĺăšĺćŋżň, ŋő ŋěłőňňşšăšĺćŋżň şňŋőęěŋĺěň, ğăďăŋŋżň ŕő ŕřăćĺńş i^2 = j^2 = k^2 = −1, ij = −ji = k, jk = −kj = i, ki = −ik = j. Ďń£ łćăšěřŋĺőŋă u = x + iy + jz + kt ůĺśńő x ŋăğżćăěšś£ ěčő ćěźěśšćěŋŋőľ ůăśšĳ¿: x = Re u. Łćăšěřŋĺőŋ u = x − iy − jz − kt ŋăğżćăěšś£ śőŕř£ęěŋŋżň ł u.

Ńěňňă 2 Śőŕř£ęěŋĺě £ćń£ěšś£ ăŋšĺčőňőňőřťĺğňőň: u + v = u + v ĺ

uv = v u. Ťőřňşńă (u, v) = Re(uv) őŕřěďěń£ěš ŋă IH śłăń£řŋőě ŕřőĺğćěďěŋĺě.

Ďőłăğăšěńĳśšćő Řăćěŋśšćă u + v = u + v ĺ uv = v u ŕřőćěř£¿šś£ ŋěŕőśřěďśšćěŋŋżň ćżůĺśńěŋĺěň. Ńĺŋěľŋőśšĳ (·, ·) ŕő ŕěřćőňş ăřčşňěŋšş šěŕěřĳ őůěćĺďŋă: (u + w, v) = Re((u + w)v) = Re(uv + wv) = Re(uv) + Re(wv) = (u, v) + (w, v), ĺ (λu, v) = Re(λuv) = λ Re(uv) = λ(u, v), ŕőśłőńĳłş ůĺśńő λ ćěźěśšćěŋŋőě.

Ĺğ řăćěŋśšćă uv = vu śńěďşěš, ůšő Re(uv) = Re(vu) (ďěľśšćĺšěńĳŋżě ůăśšĺ śőŕř£ęěŋŋżţ łćăšěřŋĺőŋőć řăćŋż), ŕő¡šőňş ťőřňă (·, ·) | śĺňňěšřĺůěśłă£. Ŕőńőęĺšěńĳŋőśšĳ śńěďşěš ĺğ šőčő, ůšő ŕřĺ u ≠ 0 (u, u) = x^2 + y^2 + z^2 + t^2 = |u|^2 | ďěľśšćĺšěńĳŋőě ŕőńőęĺšěńĳŋőě ůĺśńő (łćăďřăš ňőďşń£ łćăšěřŋĺőŋă).

Łćăšěřŋĺőŋż ś ěďĺŋĺůŋżň ňőďşńěň őąřăğş¿š šřěţňěřŋş¿ śťěřş S^3.

Ńěňňă 3 Ňŋőęěśšćő G ěďĺŋĺůŋżţ łćăšěřŋĺőŋőć £ćń£ěšś£ čřşŕŕőľ ŕő şňŋőęěŋĺ¿.

Ďőłăğăšěńĳśšćő Ŋěšřşďŋő ğăňěšĺšĳ, ůšő |u|^2 = uu = uu. Ŕşśšĳ łćăšěřŋĺőŋż u ĺ v ĺňě¿š ěďĺŋĺůŋżľ ňőďşńĳ. Šőčďă (ŕő ńěňňě 2) uvuv = uvv u = uu = 1, š.ě., G ğăňłŋşšő őšŋőśĺšěńĳŋő şňŋőęěŋĺ£. Őšŋőśĺšěńĳŋő ćğ£šĺ£ őąřăšŋőčő G šőęě ğăňłŋşšő, łăł śńěďşěš ĺğ ťőřňşńż u�^1 = u/ |u|.

Őąőğŋăůĺň I ňŋőęěśšćő łćăšěřŋĺőŋőć ś ŋşńěćőľ ćěźěśšćěŋŋőľ ůăśšĳ¿: x = −x. Łăęďőňş ¡ńěňěŋšş u ∈ G śőŕőśšăćĺň ńĺŋěľŋőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě C_u, ďěľśšćş¿źěě šăł: C_ux = uxu.

Ńěňňă 4 Ćśě ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ C_u őšőąřăęă¿š I ć śěą£, £ćń£¿šś£ őřšőčőŋăńĳŋżňĺ ĺ śőţřăŋ£¿š őřĺěŋšăűĺ¿ (š.ě., ŕřĺŋăďńěęăš čřşŕŕě SO(3)).

Ďőłăğăšěńĳśšćő Ďń£ ćś£łőčő x ∈ I ĺňěěň C_ux = ux u = −uxu = −C_ux, őšłşďă C_ux ∈ I. Ŕř£ňżň ćżůĺśńěŋĺěň ŕřőćěř£ěšś£ řăćěŋśšćő (u, v) = (u, v) (š.ě., śőŕř£ęěŋĺě | őřšőčőŋăńĳŋżľ őŕěřăšőř). Šěŕěřĳ: (C_ux, C_uy) = Re(uxuuyu) = Re(uxyu) = (ux, uy) = (xu, yu) = Re(xuuy) = (x, y). Šő, ůšő C_u śőţřăŋ£ěš őřĺěŋšăűĺ¿, ĺńĺ, ůšő šő ęě śăňőě, det C_u ≡ 1, ňőęŋő ďőłăğăšĳ šăłĺň šőŕőńőčĺůěśłĺň šř¿łőň: řăśśňőšřĺň ŋěŕřěřżćŋőě śěňěľśšćő u(t) ⊂ G łćăšěřŋĺőŋőć ěďĺŋĺůŋőľ ďńĺŋż šăłőě, ůšő u(0) = 1, ă u(1) = u (t ĺğňěŋ£ěšś£ őš 0 ďő 1). Šăłőě śěňěľśšćő śşźěśšćşěš | ń¿ążě ďćě šőůłĺ šřěţňěřŋőľ śťěřż ňőęŋő śőěďĺŋĺšĳ ňěęďş śőąőľ łřĺćőľ. Šőčďă őŕřěďěńĺšěńĳ det C_{u(t)} šăłęě ŋěŕřěřżćŋő ğăćĺśĺš őš t. Ŋő ¡šőš őŕřěďěńĺšěńĳ ňőęěš ŕřĺŋĺňăšĳ šőńĳłő ďćă ğŋăůěŋĺ£, 1 ĺ −1. Ŋěšřşďŋő ŕřőćěřĺšĳ, ůšő ŋěŕřěřżćŋă£ ťşŋłűĺ£ ŋă őšřěğłě, ŕřĺŋĺňă¿źă£ ŋě ąőńěě ďćşţ ğŋăůěŋĺľ, £ćń£ěšś£ łőŋśšăŋšőľ. Ŕőśłőńĳłş C_{u(0)} = E, ¡šă łőŋśšăŋšă řăćŋă 1.

Ğăňěšĺň šěŕěřĳ, ůšő C_{uv} = C_uC_v, š.ě., C £ćń£ěšś£ čőňőňőřťĺğňőň čřşŕŕż G ć čřşŕŕş śőţřăŋ£¿źĺţ őřĺěŋšăűĺ¿ őřšőčőŋăńĳŋżţ ŕřěőąřăğőćăŋĺľ ŕřőśšřăŋśšćă I, š.ě., ć SO(3).

Ńěňňă 5 Őąřăğőň čőňőňőřťĺğňă C £ćń£ěšś£ ćś£ čřşŕŕă SO(3).

Ĺğ ńěňňż 5 ŋěňěďńěŋŋő ŕőńşůăěšś£ Ćšőřőě ďőłăğăšěńĳśšćő šěőřěňż 1 Ĺğ ńěňňż ćżšěłăěš, ůšő čřşŕŕă SO(3) £ćń£ěšś£ ťăłšőřőň čřşŕŕż G ŕő £ďřş čőňőňőřťĺğňă C. İšő £ďřő śőśšőĺš ĺğ łćăšěřŋĺőŋőć u ěďĺŋĺůŋőľ ďńĺŋż, őąńăďă¿źĺţ śćőľśšćăňĺ uiu = i ⇔ ui = iu, ĺ ăŋăńőčĺůŋő ďń£ j ĺ k | šő ěśšĳ, ĺğ łćăšěřŋĺőŋőć ěďĺŋĺůŋőľ ďńĺŋż, łőňňşšĺřş¿źĺţ śő ćśěňĺ ůĺśšő ňŋĺňżňĺ łćăšěřŋĺőŋăňĺ. Ŋěšřşďŋő şąěďĺšĳś£, ůšő šăłĺţ łćăšěřŋĺőŋőć šőńĳłő ďćă, 1 ĺ −1. Šěň śăňżň C_u = C�_u, ă ćśě őśšăńĳŋżě ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ ćĺďă C_v ś C_u ŋě śőćŕăďă¿š. Ŕő¡šőňş őšőąřăęěŋĺě C śłńěĺćăěš ŕřőšĺćőŕőńőęŋżě šőůłĺ šřěţňěřŋőľ śťěřż G, ĺ ěčő őąřăğ ěśšĳ IRP^3.

Ďń£ ďőłăğăšěńĳśšćă ńěňňż 5 ŋăň ŕőšřěąşěšś£ őďŋő ćśŕőňőčăšěńĳŋőě şšćěřęďěŋĺě:

Ńěňňă 6 Ŕşśšĳ α, β ∈ I∩G | ďćă ůĺśšő ňŋĺňżţ łćăšěřŋĺőŋă ěďĺŋĺůŋőľ ďńĺŋż. Šőčďă ňŋőęěśšćő U_{αβ} łćăšěřŋĺőŋőć x ∈ G šăłĺţ, ůšő xαx = β, ŋěŕşśšő.

Ďőłăğăšěńĳśšćő Ŕřěęďě ćśěčő ğăňěšĺň, ůšő ćśě łćăšěřŋĺőŋż α ∈ I ∩ G şďőćńěšćőř£¿š şřăćŋěŋĺ¿ α^2 = −αα = −1 | řăğĺšěńĳŋżľ łőŋšřăśš śő śńşůăěň łőňŕńěłśŋżţ ůĺśěń, čďě łćăďřăšŋőě şřăćŋěŋĺě ĺňěěš ŋě ąőńěě 2 łőřŋěľ ! Ďőłăęěň śŋăůăńă, ůšő U_{αβ} ŋěŕşśšő. Şřăćŋěŋĺě xαx = β ¡łćĺćăńěŋšŋő xα = βx, ĺ, šěň śăňżň, ŋăň ŋşęŋő ďőłăğăšĳ śşźěśšćőćăŋĺě ŋěŋşńěćőčő łćăšěřŋĺőŋă x šăłőčő, ůšő xα − βx = 0 (ŕőšőň ňż řăğďěńĺň ¡šőš łćăšěřŋĺőŋ ŋă ěčő ňőďşńĳ, ůšőąż ŕőńşůĺšĳ x ∈ G).

Śőőšćěšśšćĺě x → xα−βx £ćń£ěšś£ ńĺŋěľŋżň őŕěřăšőřőň M : IH → IH. Ŋăň ŋşęŋő ďőłăğăšĳ, ůšő ěčő £ďřő ŋěšřĺćĺăńĳŋő. Ďń£ ¡šőčő ğăňěšĺň, ůšő βM xα = M x. Ŕőśłőńĳłş śşźěśšćş¿š łćăšěřŋĺőŋż, ďń£ łőšőřżţ βuα ≠ u, őąřăğőň őŕěřăšőřă M £ćń£ěšś£ ŋě ćśě ńĺŋěľŋőě ŕřőśšřăŋśšćő IH, ă, ğŋăůĺš, ĺ ěčő £ďřő ŋěšřĺćĺăńĳŋő, ĺ ňŋőęěśšćő U_{αβ} ŋěŕşśšő.

Ŕő¡šőňş ďń£ ğăćěřÿěŋĺ£ ďőłăğăšěńĳśšćă ďőśšăšőůŋő ŕőłăğăšĳ, ůšő ŕőďčřşŕŕă U_{αα} čőňěőňőřťŋă őłřşęŋőśšĺ. Ŕő¡šőňş ďőśšăšőůŋő řăśśňőšřěšĳ, ŋăŕřĺňěř, ŕőďčřşŕŕş U_{ii}. İšă ŕőďčřşŕŕă śőśšőĺš ć šőůŋőśšĺ ĺğ ćśěţ \ůĺśšő łőňŕńěłśŋżţ" łćăšěřŋĺőŋőć p + qi ěďĺŋĺůŋőľ ďńĺŋż: p^2 + q^2 = 1. Ďőłăğăšěńĳśšćő ńěňňż 5 Ŕşśšĳ łćăšěřŋĺőŋż α, β, γ őąřăğş¿š ŕřăćżľ őřšőŋőřňĺřőćăŋŋżľ ąăğĺś ć I. Ŕőłăęěň, ůšő śşźěśšćşěš ¡ńěňěŋš u ∈ G šăłőľ, ůšő C_ui = α, C_uj = β, C_uk = γ. Ŕőśłőńĳłş |α| = 1, řăğřěÿĺňőśšĳ şřăćŋěŋĺ£ C_ui = α śńěďşěš ĺğ ńěňňż 6. Ğăňěšĺň šěŕěřĳ, ůšő ŕřĺ p = q ňŋőęěśšćő U_{pq} £ćń£ěšś£ ŕőďčřşŕŕőľ čřşŕŕż G, śőśšő£źěľ ĺğ ćśěţ łćăšěřŋĺőŋőć x ∈ G, łőňňşšĺřş¿źĺţ ś p, ă ć őąźěň śńşůăě ŕřěďśšăćń£ěš śőąőľ śňěęŋżľ łńăśś ŕő ¡šőľ ŕőďčřşŕŕě, š.ě., ňŋőęěśšćő ćĺďă xU_{pp}, čďě x | ń¿ąőľ ¡ńěňěŋš U_{pq} . Ŋěšřşďŋő ćĺďěšĳ, ůšő ŕřĺ řăğŋżţ p ŕőďčřşŕŕż U_{pp} śőŕř£ęěŋż (¡ńěňěŋšőň, śőŕř£čă¿źĺň U_{pp} ĺ U_{qq} śńşęĺš ń¿ąőľ ¡ńěňěŋš U_{pq}), ĺ ŕő¡šőňş čőňěőňőřťŋż ďřşč ďřşčş. Ŕőďčřşŕŕă U_{ii} śőśšőĺš ć šőůŋőśšĺ ĺğ ćśěţ \ůĺśšő łőňŕńěłśŋżţ" łćăšěřŋĺőŋőć λ + μi ěďĺŋĺůŋőľ ďńĺŋż: λ^2 + μ^2 = 1.

Řăśśňőšřĺň šěŕěřĳ ŕřőĺğćőńĳŋżľ ¡ńěňěŋš a ∈ U_{iα}. Ŕőśłőńĳłş ćśě ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ C_u őřšőčőŋăńĳŋż (ŕő ńěňňě 4), łćăšěřŋĺőŋ C_aβ | ěďĺŋĺůŋőľ ďńĺŋż ĺ őřšőčőŋăńěŋ C_aα = i. Ŕő¡šőňş őŋ ĺňěěš ćĺď jξ +kζ ďń£ ŋěłőšőřżţ ξ^2 + ζ^2 = 1. Ŋěšřşďŋő ŕřőćěřĺšĳ ŋěŕőśřěďśšćěŋŋő, ůšő ŋăľďěšś£ łćăšěřŋĺőŋ b ∈ U_{ii} šăłőľ, ůšő C_bj = C_aβ. Šőčďă ŕřěőąřăğőćăŋĺě C_u ŕřĺ u = ab ŕěřěćőďĺš i ć α, ă j ć β. Ŕőśłőńĳłş ŕő ńěňňě 4 ŕřěőąřăğőćăŋĺě C_u őřšőčőŋăńĳŋőě ĺ śőţřăŋ£ěš őřĺěŋšăűĺ¿, řăćěŋśšćő C_uk = γ ąşďěš śőąń¿ďăšĳś£ ăćšőňăšĺůěśłĺ.