Ňăšěňăšĺůěśłĺľ Łőńńěďę ŊŇŞ Čěőňěšřĺ£, 1 śěňěśšř Ńěłűĺ£ 9

3 ŋő£ąř£ 1997 č.

Ŕńőśłőśšĳ¿ Ńőąăůěćśłőčő ňż ąşďěň ŋăğżćăšĳ ćěřţŋ¿¿ ŕőńşŕńőśłőśšĳ ˝ = {z ∈ ′C | Im z > 0}. Ćěźěśšćěŋŋă£ őśĳ (ŋě ŕřĺŋăďńěęăźă£ ˝) ŋăğżćăěšś£ ăąśőń¿šőň. Ŕř£ňżňĺ ŕńőśłőśšĺ Ńőąăůěćśłőčő ąşďěň ŋăğżćăšĳ ńĺąő ćěřšĺłăńĳŋżě ńşůĺ, ŋăůăńő łőšőřżţ ńěęĺš ŋă ăąśőń¿šě, ńĺąő ŕőńşőłřşęŋőśšĺ ć ˝ ś űěŋšřőň ŋă ăąśőń¿šě. Ŋěšřşďŋő ćĺďěšĳ, ůšő ůěřěğ ń¿ążě ďćě šőůłĺ ŕńőśłőśšĺ Ńőąăůěćśłőčő ŕřőţőďĺš ěďĺŋśšćěŋŋă£ ŕř£ňă£; ďń£ łăęďőľ ŕř£ňőľ L ĺ łăęďőľ šőůłĺ a /∈ L śşźěśšćşěš ŕř£ňă£ M ∋ a, ŋě ŕěřěśěłă¿źă£ L. Ć őšńĺůĺě őš śĺšşăűĺĺ V ŕőśšşńăšă Ěćłńĺďă, ŕř£ňă£ M ŋě ěďĺŋśšćěŋŋă.

Ŕńőśłőśšĳ Ńőąăůěćśłőčő ďőŕşśłăěš ĺ ďřşčş¿ ňőďěńĳ.

Ŕřěďńőęěŋĺě 1 Ŕřěőąřăğőćăŋĺě z →^z�^i_{z+i} ćğăĺňŋő őďŋőğŋăůŋő ŕěřěćőďĺš

ćěřţŋ¿¿ ŕőńşŕńőśłőśšĳ ć ěďĺŋĺůŋżľ łřşč ˙ = {z ∈ ′C | |z| < 1}. Ŕřĺ ¡šőň ŕř£ňżě ŕńőśłőśšĺ Ńőąăůěćśłőčő ŕěřěţőď£š ć ďşčĺ őłřşęŋőśšěľ, ŕěřŕěŋďĺłşń£řŋżě őłřşęŋőśšĺ { |z| = 1}.

Ďőłăğăšěńĳśšćő Ŕşśšĳ Im z > 0. Šőčďă | |z − i z + i | |^2 = z − i z + i z − i z + i = z − i z + i z + i z − i = |z|^2 + i(z − z) + 1 |z|^2 − i(z − z) + 1 = |z|^2 − 2 Im z + 1 |z|^2 + 2 Im z + 1 < 1, šő ěśšĳ őąřăğ ńěęĺš ć ěďĺŋĺůŋőň łřşčě. Őąřăšŋőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě ĺňěěš ćĺď z → i^{1+z}_1�_z . Ŕşśšĳ |z| < 1. Šőčďă

Im i

1 + z 1 − z = Re

1 + z 1 − z = Re

(1 + z)(1 − z) 1 + |z|^2

= Re

(1 − |z|^2) + (z − z) 1 + |z|^2 = 1 − |z|^2 1 + |z|^2 > 0, š.ě. őąřăğ ńěęĺš ć ćěřţŋěľ ŕőńşŕńőśłőśšĺ. Ŕőśńěďŋěě şšćěřęďěŋĺě śńěďşěš ĺğ šőčő, ůšő ćś£łőě ďřőąŋő-ńĺŋěľŋőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě łőňŕńěłśŋőľ ŕńőśłőśšĺ ŕěřěćőďĺš őłřşęŋőśšĺ ĺ ŕř£ňżě ć őłřşęŋőśšĺ ĺ ŕř£ňżě, śőţřăŋ££ ŕřĺ ¡šőň şčńż ňěęďş őłřşęŋőśš£ňĺ (ŕř£ňżňĺ) ć šőůłě ŕěřěśěůěŋĺ£ (¡šőš ťăłš ŕřőćěřěŋ ŋă śěňĺŋăřě).

Ŕřĺ őšőęďěśšćńěŋĺĺ ěďĺŋĺůŋőčő łřşčă ś ćěřţŋěľ ŕőńşŕńőśłőśšĳ¿ šőůłă 1 (ŕřĺŋăďńěęăźă£ čřăŋĺůŋőľ őłřşęŋőśšĺ | ăąśőń¿šş) ŕěřěţőďĺš ć ∞. Ć ďăńĳŋěľÿěň ňż ąşďěň řăąőšăšĳ ś ňőďěńĳ¿ ć ćěřţŋěľ ŕőńşŕńőśłőśšĺ, ŋő śůĺšăšĳ, ůšő ăąśőń¿š ďőŕőńŋěŋ šőůłőľ ∞, š.ě. £ćń£ěšś£ ŕřőěłšĺćŋőľ ŕř£ňőľ.

Ăťťĺŋŋă£ čřşŕŕă ŕńőśłőśšĺ Ńőąăůěćśłőčő A¸_L(2) śőśšőĺš ĺğ ćśěţ őąřăšĺňżţ ŕřěőąřăğőćăŋĺľ ˝ → ˝, ŕěřěćőď£źĺţ ŕř£ňżě ć ŕř£ňżě. İšă čřşŕŕă ďőśšăšőůŋő ąőčăšă:

Ŕřěďńőęěŋĺě 2 A¸ L(2) śőďěřęĺš ćśě ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ ćĺďă z →^{az+b}_{cz+d} ,

čďě a, b, c, d | ďěľśšćĺšěńĳŋżě ůĺśńă, şďőćńěšćőř£¿źĺě ŋěřăćěŋśšćş ad− bc > 0, ĺ ćśě ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ ćĺďă z →^{az+b}_{cz+d} , čďě a, b, c, d | ďěľśšćĺšěńĳŋżě ůĺśńă, şďőćńěšćőř£¿źĺě ŋěřăćěŋśšćş ad − bc < 0.

Ďőłăğăšěńĳśšćő Ďřőąŋő-ńĺŋěľŋżě ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ łőňŕńěłśŋőľ ŕńőśłő-

śšĺ (ś ŕřőĺğćőńĳŋżňĺ łőňŕńěłśŋżňĺ a, b, c, d) ĺ ĺţ łőňŕőğĺűĺĺ ś łőňŕńěłśŋżň śőŕř£ęěŋĺěň ŕěřěćőď£š őłřşęŋőśšĺ ć őłřşęŋőśšĺ ĺ śőţřăŋ£¿š şčńż. Ŕőśłőńĳłş a, b, c, d ∈ IR, ćěźěśšćěŋŋă£ őśĳ ŕěřěţőďĺš ć śěą£. Ŕő¡šőňş őŕĺśăŋŋżě ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ ŕěřěćőď£š ćěřţŋ¿¿ ŕőńşŕńőśłőśšĳ ˝ ńĺąő ć śěą£ (ĺ, šěň śăňżň, ŕřĺŋăďńěęăš A¸_L(2)), ńĺąő ć ŋĺęŋ¿¿ ŕőńşŕńőśłőśšĳ. Šőůłă i ∈ ˝ ŕěřěţőďĺš ć^{bd+ac}_{c2+d2} ± i^{ad}�^{bc}_{c2+d2} , čďě ğŋăł + śőőšćěšśšćşěš ŕřěőąřăğőćăŋĺ¿ ąěğ śőŕř£ęěŋĺ£ (ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ň I řőďă) , ă ğŋăł − | ś śőŕř£ęěŋĺěň (ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ň II řőďă). Őšś¿ďă ŕőńşůă¿šś£ ŋěřăćěŋśšćă ad − bc <> 0.

Śńěďśšćĺě 1 Ďń£ ń¿ążţ šřěţ řăğńĺůŋżţ šőůěł ăąśőń¿šă śşźěśšćşěš

ăťťĺŋŋőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě ŕńőśłőśšĺ Ńőąăůěćśłőčő, ŕěřěćőď£źěě ¡šĺ šőůłĺ ć 0, 1 ĺ ∞.

Ďőłăğăšěńĳśšćő Őčřăŋĺůěŋĺě őŕĺśăŋŋżţ ćżÿě ŕřěőąřăğőćăŋĺľ ŋă ăą-

śőń¿š śőśšőĺš ĺğ ćśěţ ďřőąŋő-ńĺŋěľŋżě ŕřěőąřăğőćăŋĺľ ŕř£ňőľ, š.ě. śőśšăćń£ěš čřşŕŕş PGL(1). İšă čřşŕŕă ďěľśšćşěš šřăŋğĺšĺćŋő ŋă šřőľłăţ ŕőŕăřŋő řăğńĺůŋżţ šőůěł (śň. ńěłűĺ¿ 5).

Šěőřěňă 1 Ăťťĺŋŋőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě ŕńőśłőśšĺ Ńőąăůěćśłőčő őďŋőğŋăůŋő

őŕřěďěń£ěšś£ śćőĺň őčřăŋĺůěŋĺěň ŋă ăąśőń¿š. Ěśńĺ ăťťĺŋŋőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě őśšăćń£ěš šřĺ řăğńĺůŋżě šőůłĺ ăąśőń¿šă ŋă ňěśšě, šő őŋő £ćń£- ěšś£ šőęďěśšćěŋŋżň.

Ďőłăğăšěńĳśšćő Ŕěřćőě şšćěřęďěŋĺě šěőřěňż őůěćĺďŋő | ćś£łă£ šőůłă

ŕńőśłőśšĺ Ńőąăůěćśłőčő ňőęěš ążšĳ ŕřěďśšăćńěŋă łăł ŕěřěśěůěŋĺě ŕř£- ňżţ, ă ŕř£ňă£ ŕőńŋőśšĳ¿ őŕřěďěń£ěšś£ śćőĺň ŕěřěśěůěŋĺěň ś ăąśőń¿šőň. Ŕşśšĳ šěŕěřĳ ŕřěőąřăğőćăŋĺě ˘ ∈ A¸_L(2) őśšăćń£ěš šřĺ šőůłĺ ăąśőń¿šă ŋă ňěśšě. Śńěďśšćĺě 1 ŕőğćőń£ěš śůĺšăšĳ, ůšő ¡šő šőůłĺ 0, 1 ĺ ∞. Őąőğŋăůĺň φ őčřăŋĺůěŋĺě ˘ ŋă ăąśőń¿š; ŋăň ďőśšăšőůŋő ďőłăğăšĳ, ůšő φ(x) ≡ x.

Řăśśňőšřĺň šőůłş m ∈ ˝ ś łőőřďĺŋăšăňĺ (x, y). Ŕřőćěďěň ŕř£ňżě (m0), (m1) ĺ (m∞). Ŕěřćă£ ĺğ ŋĺţ ¡šő ŕőńşőłřşęŋőśšĳ, ŕěřěśěłă¿źă£ ăąśőń¿š ć šőůłăţ 0 ĺ^{x2+y2}_x . Ćšőřă£ | ŕőńşőłřşęŋőśšĳ ś łőŋűăňĺ 1 ĺ^{x(x}�^{1)+y2}_x�_1 . Šřěšĳ£ | ćěřšĺłăńĳŋżľ ńşů ś ăąśűĺśśőľ x. Ŕřěőąřăğőćăŋĺě ˘ ŕěřěćőďĺš (m0) ć ŕőńşőłřşęŋőśšĳ ś łőŋűăňĺ 0 ĺ φ (_{x2+y2} x ) , (m1) | ć ŕőńşőłřşęŋőśšĳ

ś łőŋűăňĺ 1 ĺ φ

(_{x(x}�_{1)+y2} x�1 ) , ă (m∞) | ć ćěřšĺłăńĳŋżľ ńşů ś ăąśűĺśśőľ φ(x) (ŕőśłőńĳłş ∞ őśšăěšś£ ŋă ňěśšě). Şśńőćĺě šőčő, ůšő őąřăğż ¡šĺţ šřěţ ŕř£ňżţ ŕěřěśěłă¿šś£ ć őďŋőľ šőůłě | őąřăğě m | ďăěš ŋă φ śńěďş¿źěě ťşŋłűĺőŋăńĳŋőě şřăćŋěŋĺě: ďń£ ń¿ążţ x, y (y > 0, x ≠ 0, 1) φ(x) = φ (_{x(x}�_{1)+y2} x�1 ) φ (_{x(x}�_{1)+y2} x�1 ) + 1 − φ (_{x2+y2} x ) .

Őąőğŋăůĺň a =^{x2+y2}_x , šőčďă^{x(x}�^{1)+y2}_x�_1 =^x_x�_1 (a − 1), ĺ şřăćŋěŋĺě ć ŕěřěňěŋŋżţ x, a ŕřĺŋĺňăěš ćĺď φ ( x x − 1 (a − 1) ) = φ(x) φ(x) − 1 (φ(a) − 1). Ŕőńăčă£ x = 1/2, ŕőńşůĺň, ůšő φ(1 − a) = λ(1 − φ(a)), čďě λ^{def}=^{φ(1/2)}_1�_{φ(1/2)}. Őšś¿ďă φ(a) = λ(1 − φ(1 − a)) = λ(1 − λ(1 − φ(a))), ĺ λ = 1. Ĺśţőďŋőě şřăćŋěŋĺě šěŕěřĳ ŕřĺŋĺňăěš ćĺď φ (_x 1�x^b ) =^{φ(x)}_1�_{φ(x)} φ(b), čďě b = 1 − a.

Ŕőńăčă£ b = 1, ĺ şůĺšżćă£, ůšő φ(1) = 1, ŕőńşůĺň φ (_x 1�x ) =^{φ(x)}_1�_{φ(x)} , ĺ,

śńěďőćăšěńĳŋő, φ (_x 1�x^b ) = φ (_x 1�x ) φ(b). Śńěďőćăšěńĳŋő, ťşŋłűĺ£ φ şďőćńěšćőř£ěš řăćěŋśšćş φ(pq) = φ(p)φ(q), ĺğ ůěčő śńěďşěš, ůšő őŋă £ćń£ěšś£ śšěŕěŋŋőľ: φ(t) = t^n. Ŋő ĺğ ćśěţ śšěŕěŋŋżţ ťşŋłűĺľ šőńĳłő φ(t) = t şďőćńěšćőř£ěš řăćěŋśšćş φ (_x 1�x ) =^{φ(x)}_1�_{φ(x)} .

Śńěďśšćĺě 2 A¸ L(2) ĺğőňőřťŋă čřşŕŕě PGL(1, IR) ďřőąŋő-ńĺŋěľŋżţ ŕřě-

őąřăğőćăŋĺľ ś ćěźěśšćěŋŋżňĺ łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ (ĺğőňőřťĺğň őśşźěśšćń£- ěšś£ ŕşšěň őčřăŋĺůěŋĺ£ ăťťĺŋŋőčő ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ ŋă ăąśőń¿š).

Ďőłăğăšěńĳśšćő Ŕşśšĳ ˘ ∈ A¸ L(2), ĺ φ | ěčő őčřăŋĺůěŋĺě ŋă ăąśőń¿š.

Řăśśňőšřĺň ŕřěőąřăğőćăŋĺě f ∈ PGL(1, IR), ŕěřěćőď£źěě φ(0) ć 0, φ(1) ć 1, ĺ φ(∞) ć ∞, ĺ ŕřőďőńęĺň f ďő ăťťĺŋŋőčő ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ F ŕńőśłőśšĺ Ńőąăůěćśłőčő, łăł ć ŕřěďńőęěŋĺĺ 2. Šőčďă ŕřěőąřăğőćăŋĺě F ∘ ˘ ∈ A¸_L(2) őśšăćń£ěš ŋă ňěśšě 0, 1 ĺ ∞, ĺ, śńěďőćăšěńĳŋő, £ćń£ěšś£ šőęďěśšćěŋŋżň.

Śńěďśšćĺě 3 Ďń£ ń¿ążţ ďćşţ šőůěł a, b ∈ ˝ ĺ ŕř£ňżţ L ∋ a, M ∋ b śşźě-

śšćşěš řőćŋő 4 ăťťĺŋŋżţ ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ ŕńőśłőśšĺ Ńőąăůěćśłőčő, ŕěřěćőď£źĺţ a ć b, ă L ć M (ďćă I řőďă ĺ ďćă II řőďă).

Ďőłăğăšěńĳśšćő Ďń£ ďőłăğăšěńĳśšćă śşźěśšćőćăŋĺ£ ŕőśšřőĺň śŋăůăńă

ŕřěőąřăğőćăŋĺě, ŕěřěćőď£źěě ŕř£ňş¿ L ć M . Ďń£ ¡šőčő ŋşęŋő ŕěřěćěśšĺ ďćě šőůłĺ ŕěřěśěůěŋĺ£ ăąśőń¿šă ś L ć ďćě šőůłĺ ŕěřěśěůěŋĺ£ ăąśőń¿šă ś M , ă ¡šő ćőğňőęŋő ŕő śńěďśšćĺ¿ 1. Šěŕěřĳ ŋăň ŋşęŋő, śőţřăŋ££ ŕř£ňş¿ ŋă ňěśšě, ŕěřěćěśšĺ őďŋş ěě šőůłş ć ďřşčş¿. Ąěğ őčřăŋĺůěŋĺ£ őąźŋőśšĺ ňőęŋő śůĺšăšĳ, ůšő řăśśňăšřĺćăěňă£ ŕř£ňă£ | ćěřšĺłăńĳŋżľ ńşů. Šőčďă ŋěšřşďŋő ćĺďěšĳ, ůšő ć łăůěśšćě šřěąşěňőčő ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ ňőęŋő ćżąřăšĳ ŕřőśšő şňŋőęěŋĺě ŋă ůĺśńő.

Ďń£ ďőłăğăšěńĳśšćă šőčő, ůšő ŕřěőąřăğőćăŋĺľ řőćŋő ďćă ďőśšăšőůŋő řăśśňőšřěšĳ śĺšşăűĺ¿, łőčďă a = b = i, ă L = M | ćěřšĺłăńĳŋă£ ŕř£ňă£ Re z = 0. Šőčďă ăťťĺŋŋőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě I řőďă ďőńęŋő śőţřăŋ£šĳ šőůłş i, ă šőůłĺ 0, ∞ ńĺąő śőţřăŋ£šĳ, ńĺąő ňěŋ£šĳ ňěśšăňĺ. Ŋěšřşďŋő ŕřőćěřĺšĳ, ůšő ŕőńşůă¿šś£ řőćŋő 2 ŕřěőąřăğőćăŋĺ£: šőęďěśšćěŋŋőě ĺ z → −1/z. Ďń£ II řőďă ŕřőćěřłă ăŋăńőčĺůŋă (ŕőńşůă¿šś£ z → −z ĺ z → 1/z).

Ğăňěšĺň, ůšő ć ěćłńĺďőćőň śńşůăě śőőšćěšśšćş¿źěě ňŋőęěśšćő ăťťĺŋŋżţ ŕřěőąřăğőćăŋĺľ ąěśłőŋěůŋő | ăťťĺŋŋă£ čřşŕŕă ŕńőśłőśšĺ Ńőąăůěćśłőčő ňěŋĳÿě, ůěň śőőšćěšśšćş¿źă£ čřşŕŕă ěćłńĺďőćőľ ŕńőśłőśšĺ.