ïÓÔÁÌÏÓØ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ÞÉÓÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ:

úÁÄÁÞÁ 6.33. ðÕÓÔØ P | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÔ ÏÄÎÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ_m ∑ i=0 (−1)^i ( m i ) P (t − i) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÏÊ d ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ deg P = m, É ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÓÔÁÒÛÉÊ ÞÌÅÎ P ÒÁŒÅÎ (d/m!)t^m.

7. ïÂÝÅÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ

œÅÒÎÅÍÓÑ Ë ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÍ ÐÕÞËÁÍ ÁÂÅÌÅŒÙÈ ÇÒÕÐÐ (ÉÌÉ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒ) ÎÁ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÈ (ÄÌÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÓÔÉ ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÉÍÅÅÍ ÄÅÌÏ Ó ÐÕÞËÁÍÉ ÁÂÅÌÅŒÙÈ ÇÒÕÐÐ, É ÐÉÓÁÔØ ÐÒÏÓÔÏ ĂÐÕÞÏËĄ).

þÔÏÂÙ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÔÅÏÒÉÀ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÈ ÐÕÞËÏŒ ÎÁ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÈ, ÎÁÍ ÐÏÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÐÏÎÑÔÉÅ ŒÑÌÏÇÏ ÐÕÞËÁ. ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ÐÕÞÏË F ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ X ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ŒÑÌÙÍ^8, ÅÓÌÉ ŒÓÑËÏÅ ÓÅÞÅÎÉÅ F ÎÁÄ ŒÓÑËÉÍ ÏÔËÒÙÔÙÍ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ U ⊂ X ÐÒÏÄÏÌ- ÖÁÅÔÓÑ ÄÏ ÓÅÞÅÎÉÑ ÎÁÄ ŒÓÅÍ X.

ðÒÉŒÅÄÅÍ ÐÒÉÍÅÒÙ ŒÑÌÙÈ ÐÕÞËÏŒ. œÏ-ÐÅÒŒÙÈ, Œ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ŒÑÌÙÍÉ ÂÕÄÕÔ ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÅ ÐÕÞËÉ.

úÁÄÁÞÁ 7.1. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÊ ÐÕÞÏË ÎÁ ÓŒÑÚÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ X ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÑÌÙÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÏ X ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏ.

œÏÔ ŒÔÏÒÏÊ ÐÒÉÍÅÒ ŒÑÌÏÇÏ ÐÕÞËÁ: X | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅ- ÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, F(U) | ÇÒÕÐÐÁ ŒÓÅÈ (ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ) ÆÕÎËÃÉÊ ÉÚ U Œ R. ôÏÇÄÁ F | ŒÑÌÙÊ ÐÕÞÏË.

óÌÅÄÕÀÝÁÑ ÚÁÄÁÞÁ ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ ÒÁÚÕÍÎÏÍ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÉ ÔÅÏÒÉÉ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ ÓÔÁÒÛÉÅ (ÕÖ ÐÏ ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ ÐÅÒŒÙÅ) ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÉ ŒÑÌÙÈ ÐÕÞËÏŒ ÄÏÌÖÎÙ ÏÂÒÁÝÁÔØÓÑ Œ ÎÕÌØ.

úÁÄÁÞÁ 7.2. ðÕÓÔØ 0 → E^i−→ F^j−→ G → 0 | ÔÏÞÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÐÕÞËÏŒ, Œ ËÏÔÏÒÏÊ ÐÕÞÏË EŒÑÌ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ `(F) → `(G) ÜÐÉÍÏÒÆÎÏ.

õËÁÚÁÎÉÅ. ðÕÓÔØ s ∈ G(X). îÁÍ ÎÁÄÏ ÐÏÄÎÑÔØ s ÄÏ ÓÅÞÅÎÉÑ t ∈ F(X). ðÏ ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ, ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÅ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÐÏËÒÙÔÉÅ X = ⋂ i∈I U_i, ÞÔÏ s|_{Ui} ÐÏÄÎÉÍÁÅÔÓÑ ÄÏ ÓÅÞÅÎÉÑ t_i ∈ F(U_i) ÄÌÑ ŒÓÅÈ i ∈ I. ëÌÀÞÅŒÏÅ ÍÅÓÔÏ

8œ ÒÕÓÓËÏÍ ÐÅÒÅŒÏÄÅ ËÎÉÇÉ ò. èÁÒÔÓÈÏÒÎÁ ĂáÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑĄ ŒÑÌÙÅ ÐÕÞ- ËÉ ÎÁÚŒÁÎÙ ÐÌÏÓËÉÍÉ.

ÔÁËÏŒÏ: ÐÕÓÔØ s|_{U1} É s|_{U2} ÐÏÄÎÉÍÁÀÔÓÑ ÄÏ t_1 É t_2 ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ; ÔÏÇÄÁ s|_{U1∪U2} ÐÏÄÎÉÍÁÅÔÓÑ ÄÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ t ∈ F(U_1 ∪ U_2). œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÕÓÔØ u = t_1|_{U1∩U2} − t_2|_{U1∩U2} ∈ F(U_1 ∩ U_2). åÓÌÉ u = 0, ÔÏ ŒÓÅ ÕÖÅ ÇÏÔÏŒÏ. œ ÐÒÏÔÉŒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ j(u) = 0 ∈ G((U_1 ∩ U_2), ÏÔËÕÄÁ u = i(v), ÇÄÅ v ∈ E(U_1 ∩ U_2). ðÏÓËÏÌØËÕ ÐÕÞÏË E ŒÑÌ, ÓÅÞÅÎÉÅ v ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÄÏ ÓÅÞÅÎÉÑ —v ∈ E(X). ðÏÌÏÖÉÍ t^′_2 = t_2 + i(—v); ÔÏÇÄÁ ÓÅÞÅÎÉÑ t_1 É t^′_2 ÓËÌÅÉŒÁÀÔÓÑ Œ ÓÅÞÅÎÉÅ F ÎÁÄ U_1 ∪ U_2, ÏÂÒÁÚ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÒÁŒÅÎ s|_{U1∪U2} .

åÓÌÉ ÂÙ ÐÏËÒÙÔÉÅ ÂÙÌÏ ËÏÎÅÞÎÏ, ÔÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÚÁŒÅÒÛÁÌÏÓØ ÂÙ ÉÎÄÕËÃÉÅÊ ÐÏ ÞÉÓÌÕ ÅÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ; Œ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÁÄÏ ŒÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ- ÓÑ ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ÒÁÚÎÏŒÉÄÎÏÓÔØÀ ÔÒÁÎÓÆÉÎÉÔÎÏÊ ÉÎÄÕËÃÉÉ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÌÅÍÍÏÊ ãÏÒÎÁ: ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÞÁÓÔÉÞÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, ÜÌÅÍÅÎ- ÔÙ ËÏÔÏÒÏÇÏ | ÐÁÒÙ (U, t), ÇÄÅ t ∈ F(U) É j(t) = s|_U . . . .

âÏÌØÛÉÎÓÔŒÏ ŒÓÔÒÅÞÁÀÝÉÈÓÑ Œ ÐÒÉÌÏÖÅÎÉÑÈ ÐÕÞËÏŒ ŒÑÌÙÍÉ ÏÔÎÀÄØ ÎÅ ÑŒÌÑÀÔÓÑ. óÌÅÄÕÀÝÉÊ ÐÒÉÍÅÒ ŒÑÌÏÇÏ ÐÕÞËÁ ŒÁÖÅÎ Ó ÏÂÝÅÔÅÏÒÅÔÉÞÅ- ÓËÏÊ ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ. ðÕÓÔØ F | ÐÕÞÏË ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ X. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÐÕÞÏË C^0(F) (ÐÕÞÏË ÒÁÚÒÙŒÎÙÈ ÓÅÞÅÎÉÊ) ÔÁË: C^0(F)(U) ÅÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÓÅÍÅÊÓÔŒ ŒÉÄÁ {s_x}_{x∈U} , ÇÄÅ s_x ∈ F_x (Œ ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ ŒÓÔÒÅÞÁŒÛÉÈÓÑ ÎÁÍ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÈ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÊ, ÎÉËÁËÉÈ ÕÓÌÏŒÉÊ ÎÁ ŒÚÁÉÍÏÓŒÑÚØ s_x ÄÌÑ ÒÁÚ- ÌÉÞÎÙÈ x ÎÅ ÎÁËÌÁÄÙŒÁÅÔÓÑ). ïÞÅŒÉÄÎÏ, C^0(F) | ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ ÐÕÞÏË, Á ÎÅ ÐÒÏÓÔÏ ÐÒÅÄÐÕÞÏË, É ÓÔÏÌØ ÖÅ ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÜÔÏÔ ÐÕÞÏË ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÑÌÙÍ.

úÁÄÁÞÁ 7.3. ðÕÓÔØ F_1 → F_2 | ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÐÕÞËÏŒ. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÐÏ ÎÅÍÕ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÐÕÞËÏŒ C^0(F_1) → C^0(F_2) É ÄÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÎ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ. ðÕÓÔØ

0 → F_1 → F_2 → F_3 → 0

| ÔÏÞÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÐÕÞËÏŒ. ôÏÇÄÁ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ

0 → C^0(F_1) → C^0(F_2) → C^0(F_3) → 0

ÔÏÖÅ ÔÏÞÎÁ (ÐÏ-ÕÞÅÎÏÍÕ: ÆÕÎËÔÏÒ C^0(·) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÔÏÞÎÙÍ).

äÁŒÁÊÔÅ ÔÅÐÅÒØ ÐÏÊÍÅÍ, ËÁË ÍÏÖÎÏ ÓÔÒÏÉÔØ ÔÅÏÒÉÀ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ Œ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÔÅÏÒÉÑ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ (Œ ÔÏÍ ÓÍÙÓÌÅ, ËÁË ÏÂSSÑÓÎÅÎÏ Œ ÎÁÞÁÌÅ ÒÁÚÄ. 4) ÕÖÅ ÐÏÓÔÒÏÅÎÁ. ôÏÇÄÁ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÉ ÐÕÞËÏŒ ÍÏÖÎÏ ŒÙÞÉÓÌÑÔØ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÔÁË ÎÁÚÙŒÁÅÍÙÈ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔ. óÎÁÞÁÌÁ | ÐÏÄÇÏÔÏŒÉÔÅÌØÎÁÑ ÚÁÄÁÞÁ:

úÁÄÁÞÁ 7.4. ðÕÓÔØ Œ ÔÏÞÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ (ÐÕÞËÏŒ ÁÂÅÌÅŒÙÈ ÇÒÕÐÐ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ X) 0 → F → K → Z → 0

ÐÕÞÏË K ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÔÅÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ, ÞÔÏ H^i(X, K) = 0 ÐÒÉ ŒÓÅÈ i > 0 (ÔÁËÉÅ ÐÕÞËÉ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÁÃÉËÌÉÞÎÙÍÉ). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ:

H^0(X, F) = Ker(`(X, K) → `(X, Z));

H^1(X, F) = Coker(`(X, K) → `(X, Z));

H^i(X, F) = H^{i−1}(X, Z) ÐÒÉ i > 0.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ K^· | ÌÀÂÏÊ ËÏÍÐÌÅËÓ ÐÕÞËÏŒ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ X. ó ÎÉÍ ÍÏÖÎÏ ÓŒÑÚÁÔØ ËÏÍÐÌÅËÓ ÁÂÅÌÅŒÙÈ ÇÒÕÐÐ · · · → `(X, K^{i−1}) → `(X, K^i) → `(X, K^{i+1}) → . . . , ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍÙÊ `(X, K^·).

úÁÄÁÞÁ 7.5. ðÕÓÔØ F {ÐÕÞÏË ÁÂÅÌÅŒÙÈ ÇÒÕÐÐ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ X, É ÐÕÓÔØ ËÏÍÐÌÅËÓ ÐÕÞËÏŒ K^· ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÕÓÌÏŒÉÑÍ:

1) K^i = 0 ÐÒÉ i < 0.

2) H^0(K^·) = F, H^i(K^·) = 0 ÐÒÉ i ≠ 0 (ËÏÍÐÌÅËÓÙ, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÉÅ ÕÓÌÏŒÉÑÍ (1) É (2), ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÁÍÉ ÐÕÞËÁ F);

3) œÓÅ ÐÕÞËÉ K^i ÁÃÉËÌÉÞÎÙ.

äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ H^i(`(X, K^·)) = H^i(X, F).

õËÁÚÁÎÉÅ. òÁÚÒÅÖØÔÅ ËÏÍÐÌÅËÓ K^· ÎÁ ËÏÒÏÔËÉÅ ÔÏÞÎÙÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØ- ÎÏÓÔÉ

0 → F → K^0 → Z^1 → 0 0 → Z^1 → K^1 → Z^2 → 0 0 → Z^2 → K^2 → Z^3 → 0 . . .

É ŒÏÓÐÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅÊ.

ëÓÔÁÔÉ ÇÏŒÏÒÑ, ÅÓÌÉ ÄÁÖÅ ÐÕÞËÉ, ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÏÓÔÁŒÌÅÎÁ ÒÅÚÏÌØŒÅÎ- ÔÁ, ÎÅ ÁÃÉËÌÉÞÎÙ, ÔÏ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÀ Ï ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÑÈ ÐÕÞËÁ F ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ.

éÔÁË, ÄÌÑ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ ÒÁÚÕÍÎÏ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ÒÅÚÏÌØ- ŒÅÎÔÙ, ÓÏÓÔÁŒÌÅÎÎÙÅ ÉÚ ÐÕÞËÏŒ, ËÏÔÏÒÙÅ ÒÁÚÕÍÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ ÁÃÉËÌÉÞÎÙ- ÍÉ; Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÔÁËÏŒÙÈ ŒÙÂÅÒÅÍ, ÒÕËÏŒÏÄÓÔŒÕÑÓØ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏÍ ÚÁÄÁ- ÞÉ 7.2, ŒÑÌÙÅ ÐÕÞËÉ. á ÞÔÏÂÙ Ó ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ ÂÙÌÏ ÕÄÏÂÎÏ ÒÁÂÏÔÁÔØ, ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÕ ÂÕÄÅÍ ŒÙÂÉÒÁÔØ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. éÍÅÎÎÏ, ÄÌÑ ÄÁÎ- ÎÏÇÏ ÐÕÞËÁ F ŒÙÂÅÒÅÍ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ŒÌÏÖÅÎÉÅ F → C^0(F); ÒÁÓÓÍÏ- ÔÒÉÍ ÆÁËÔÏÒÐÕÞÏË C^0(F)/F, ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ C^1(F) = C^0(C^0(F)/F), É ÐÕÓÔØ d^0 : C^0(F) → C^1(F) | ÓËŒÏÚÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Œ ÔÁËÏÊ ÄÉÁÇÒÁÍÍÅ:

C^0(F) // 44 d0 C^0(F)/F Ø

¨ // C^1(F).

äÁÌÅÅ, ÐÏÌÏÖÉÍ C^2(F) = C^0(Coker d^0), É ÐÕÓÔØ d^1 : C^1(F) → C^2(F) | ÔÁËÏÅ ÓËŒÏÚÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ:

C^0(F) //^{d0} C^1(F) // 44 d1 Coker d^0 Ø

¨ // C^2(F).

ðÒÏÄÏÌÖÁÑ Œ ÔÏÍ ÖÅ ÄÕÈÅ, ÐÏÌÕÞÉÍ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ŒÑÌÙÈ ÐÕÞËÏŒ É ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ:

0 → C^0(F)^{d0}−→ C^1(F)^{d1}−→ C^2(F)^{d2}−→ . . .

ëÏÍÐÌÅËÓ C^·(F) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÏÊ çÏÄÅÍÁÎÁ ÐÕÞËÁ F.

úÁÄÁÞÁ 7.6. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÐÕÞËÏŒ F_1 → F_2 ÉÎÄÕÃÉÒÕ- ÅÔ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔ çÏÄÅÍÁÎÁ C^·(F_1) → C^·(F_2), ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÊ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ. ðÕÓÔØ

0 → F_1 → F_2 → F_3 → 0

| ÔÏÞÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÐÕÞËÏŒ. ôÏÇÄÁ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ

0 → C^·(F_1) → C^·(F_2) → C^·(F_3) → 0

ÔÏÖÅ ÔÏÞÎÁ.

ôÅÐÅÒØ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÄÁÔØ ÏÓÎÏŒÎÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ F | ÐÕÞÏË ÁÂÅÌÅŒÙÈ ÇÒÕÐÐ ÎÁ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ X. ôÏÇÄÁ ÅÇÏ i-ÔÏÊ ÇÒÕÐÐÏÊ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ H^i(X, F) (ÉÌÉ ÐÒÏÓÔÏ H^i(F), ÅÓÌÉ ÉÚ ËÏÎÔÅËÓÔÁ ÑÓÎÏ, Ï ËÁËÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÉÄÅÔ ÒÅÞØ) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÇÒÕÐÐÁ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ H^i(`(X, C^·(F))), ÇÄÅ C^·(F) | ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÁ çÏÄÅÍÁÎÁ É `(X, C^·(F)) | ËÏÍÐÌÅËÓ ÁÂÅÌÅŒÙÈ ÇÒÕÐÐ

0 → `(X, C^0(F)) → `(X, C^1(F)) → `(X, C^2(F)) → . . .

åÓÌÉ ÈÏÔÑÔ ÐÏÄÞÅÒËÎÕÔØ ÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔØ H^i(X, F) ÏÔ X, ÔÏ ÅÅ ÎÁÚÙŒÁÀÔ i-ÔÏÊ ÇÒÕÐÐÏÊ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ X Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ Œ ÐÕÞËÅ F. úÁÄÁÞÁ 7.7. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ H^i(X, F) ÏÂÌÁÄÁÀÔ ŒÓÅÍÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ, ÐÅ- ÒÅÞÉÓÌÅÎÎÙÍÉ Œ ÎÁÞÁÌÅ ÒÁÚÄ. 4.

õËÁÚÁÎÉÅ. œÏÓÐÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÚÁÄÁÞÁÍÉ 7.6 É 7.2.

äÌÑ ÎÁÞÁÌÁ ÄÁŒÁÊÔÅ ÕÄÏÓÔÏŒÅÒÉÍÓÑ, ÞÔÏ ŒÓÅ ŒÑÌÙÅ ÐÕÞËÉ ÄÅÊÓÔŒÉ- ÔÅÌØÎÏ ÁÃÉËÌÉÞÎÙ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ŒÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÔÁËÉÍ ÐÒÏÓÔÙÍ ÒÅÚÕÌØÔÁ- ÔÏÍ:

úÁÄÁÞÁ 7.8. ðÕÓÔØ 0 → F_1 → F_2 → F_3 → 0

| ÔÏÞÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÐÕÞËÏŒ, Œ ËÏÔÏÒÏÊ ÐÕÞËÉ F_1 É F_2 ŒÑÌÙÅ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ É ÐÕÞÏË F_3 ŒÑÌ.

ôÅÐÅÒØ ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÏÂÒÁÔØÓÑ Ó ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÑÍÉ ŒÑÌÙÈ ÐÕÞËÏŒ:

úÁÄÁÞÁ 7.9. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ŒÓÑËÉÊ ŒÑÌÙÊ ÐÕÞÏË ÁÃÉËÌÉÞÅÎ.

õËÁÚÁÎÉÅ. òÁÚÒÅÖØÔÅ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÕ çÏÄÅÍÁÎÁ ŒÑÌÏÇÏ ÐÕÞËÁ ÎÁ ËÏÒÏÔËÉÅ ÔÏÞÎÙÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ËÁË Œ ÚÁÄÁÞÅ 7.4. äÁÌÅÅ ŒÏÓÐÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÚÁ- ÄÁÞÁÍÉ 7.2 É 7.8.

œÏÔ ÐÅÒŒÏÅ ÓÌÅÄÓÔŒÉÅ, ÉÍÅÀÝÅÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ Ë ÒÅÁÌØÎÏÊ ÖÉÚÎÉ:

úÁÄÁÞÁ 7.10. ðÕÓÔØ F | ÔÁËÏÊ ÐÕÞÏË ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ X, ÞÔÏ F_x ≠ 0 ÄÌÑ ÏÄÎÏÊ-ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÊ ÔÏÞËÉ x ∈ X (ÉÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, F | ÎÅÂÏÓËÒÅÂ). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ H^i(X, F) = 0 ÐÒÉ i > 0.

îÁÛÁ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÃÅÌØ | ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÈ ÐÕÞËÏŒ ÎÁ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑÈ ÏÂÝÅÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ ÓÏÇÌÁ- ÓÕÅÔÓÑ Ó ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ-ŒÒÅÍÑÎËÏÊ ÉÚ ÒÁÚÄ. 5.

óÎÁÞÁÌÁ ÄÁÄÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ f : Y → X | ÎÅÐÒÅ- ÒÙŒÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ É F | ÐÕÞÏË ÎÁ Y . òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÅÄÐÕÞÏË ÎÁ X, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÊ ÐÏ ÐÒÁŒÉÌÕ U → F(f^{−1}(U)); ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÜÔÏÔ ÐÒÅÄÐÕ- ÞÏË ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÕÞËÏÍ. ðÏÌÕÞÅÎÎÙÊ ÐÕÞÏË ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÑÍÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ F ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ f_∗F.

ðÒÑÍÙÅ ÏÂÒÁÚÙ ÉÇÒÁÀÔ ŒÁÖÎÕÀ ÒÏÌØ Œ ÔÅÏÒÉÉ ÐÕÞËÏŒ, ÎÏ ÎÁÍ ÏÎÉ ÐÏÔÒÅÂÕÀÔÓÑ ÄÌÑ ŒÅÓØÍÁ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÈ ÃÅÌÅÊ. éÍÅÎÎÏ, ÐÕÓÔØ F | ÐÕÞÏË ÎÁ X É U = {U_i}_16_i6_N | ËÏÎÅÞÎÏÅ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÐÏËÒÙÔÉÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ X. ó ÜÔÉÍ ÐÏËÒÙÔÉÅÍ ÍÏÖÎÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÓŒÑÚÁÔØ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÕ F.

äÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ÉÎÄÅËÓÏŒ 1 6 i_0 < · · · < i_r 6 N ÐÏÌÏÖÉÍ U_{i0,...,ir} = U_{i0} ∩ · · · ∩ U_{ir} É F_{i0,...,ir} = i_∗(F|_{Ui0,...,ir} ), ÇÄÅ i: U_{i0,...,ir} → X | ŒÌÏÖÅÎÉÅ. äÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ r ∈ [0; N] ÐÏÌÏÖÉÍ F^r(U) = ⊕_16_{i0<···<ir} 6_N F_{i0,...,ir} . ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÙ d^r : F^r(U) → F^{r+1}(U) ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. œÓÑËÏÅ ÓÅÞÅÎÉÅ s ÐÕÞËÁ F^r(U) ÎÁÄ ÏÔËÒÙÔÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ V ⊂ X ÅÓÔØ, ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ÎÁÂÏÒ ÓÅÞÅÎÉÊ s_{i0,...,ir} ∈ F(U_{i0} ∩ · · · ∩ U_{ir} ∩ V ). ðÏÌÏÖÉÍ ÔÅÐÅÒØ d^r(s)_{i0,...,ir+1} = r+1∑ α=0 (−1)^αs_{i0,..., biα,...,ir+1} |_{Ui0,...,ir+1 ∩V} . (ÛÌÑÐËÁ ÎÁÄ ÉÎÄÅËÓÏÍ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÜÔÏÔ ÉÎÄÅËÓ ÄÏÌÖÅÎ ÂÙÔØ ÏÐÕÝÅÎ).

úÁÄÁÞÁ 7.11. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÐÕÞËÏŒ É ÇÏÍÏÍÏÒ- ÆÉÚÍÏŒ 0 → F^0(U)^{d0}−→ F^1(U)^{d1}−→ . . .

ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÏÊ ÐÕÞËÁ F.

õËÁÚÁÎÉÅ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ x ∈ X ËÏÍÐÌÅËÓ 0 → F_x → F^0(U)_x → F^1(U)_x → . . . ÂÕÄÅÔ ÓÔÑÇÉŒÁÅÍ; ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ, Œ ÓŒÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ, ÚÁÆÉËÓÉÒÕÊÔÅ ËÁËÏÅ-ÎÉÂÕÄØ i ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ U_i ∋ x, É ÄÅÊÓÔŒÕÊÔÅ ÐÏ ÏÂÒÁÚÃÕ ÚÁÄÁÞÉ 5.5.

úÁÄÁÞÁ 7.12. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÏÍÐÌÅËÓ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ `(X, F^·(U)) ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ ËÏÍÐÌÅËÓÕ þÅÈÁ C^·(U, F).

éÔÁË, ŒŒÉÄÕ ÚÁÄÁÞÉ 7.4, ÞÔÏÂÙ ÄÏËÁÚÁÔØ ÓÏŒÐÁÄÅÎÉÅ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ ËÏ- ÇÅÒÅÎÔÎÙÈ ÐÕÞËÏŒ ÎÁ ËŒÁÚÉÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉ- ÑÈ, ŒÙÞÉÓÌÅÎÎÙÈ ÐÏ þÅÈÕ É Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔ çÏÄÅÍÁÎÁ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ H^m(X, i_∗F) = 0 ÐÒÉ m > 0, ÇÄÅ i: U → X | ŒÌÏÖÅÎÉÅ ÁÆÆÉÎÎÏÇÏ ÏÔËÒÙÔÏÇÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ U Œ X É F | ËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÊ ÐÕÞÏË ÎÁ U. ëÌÀÞÅŒÏÊ ÍÏÍÅÎÔ ÚÄÅÓØ | ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ

H^m(X, F) = 0 ÐÒÉ m > 0, ÇÄÅ F | ËŒÁÚÉËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÊ ÐÕÞÏË ÎÁ ÁÆÆÉÎÎÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ X

(ĂÔÅÏÒÅÍÁ AĄ Œ ÎÏŒÏÍ ÏÂÌÉÞØÅ!); ÏÓÔÁÌØÎÏÅ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÎÅÓÌÏÖÎÙÍÉ ÆÏÒ- ÍÁÌØÎÙÍÉ ÒÅÄÕËÃÉÑÍÉ. äÁŒÁÊÔÅ ÎÁ ÔÅÏÒÅÍÅ A ÄÌÑ ÎÁÞÁÌÁ É ÓÏÓÒÅÄÏÔÏ- ÞÉÍÓÑ. éÚÌÏÖÉÍ ÐÌÁÎ ÅÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ.

úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ X É ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ A = k[X]. óÒÅ- ÄÉ ŒÓÅÈ A-ÍÏÄÕÌÅÊ ÍÏÖÎÏ ŒÙÄÅÌÉÔØ ËÌÁÓÓ ÔÁË ÎÁÚÙŒÁÅÍÙÈ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÙÈ ÍÏÄÕÌÅÊ (ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÓÍ. ÎÉÖÅ), ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÈ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ:

1) œÓÑËÉÊ A-ÍÏÄÕÌØ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÄÍÏÄÕÌÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÏÇÏ ÍÏÄÕÌÑ.

2) åÓÌÉ I | ÉÎSSÅËÔÉŒÎÙÊ A-ÍÏÄÕÌØ, ÔÏ ËŒÁÚÉËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÊ ÐÕÞÏË ~I ŒÑÌ.

éÚ ÜÔÉÈ ÄŒÕÈ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÊ ÏÂÒÁÝÅÎÉÅ Œ ÎÕÌØ ÓÔÁÒÛÉÈ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ (ËŒÁ- ÚÉ)ËÏÇÅÒÅÎÔÎÏÇÏ ÐÕÞËÁ F ÎÁ X ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÕÓÔØ F = ~M, ÇÄÅ M | A-ÍÏÄÕÌØ. œÌÏÖÉÍ M Œ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÙÊ ÍÏÄÕÌØ I^0, ÚÁ- ÔÅÍ ŒÌÏÖÉÍ I^0/M = Z^1 Œ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÙÊ ÍÏÄÕÌØ I^1, ÚÁÔÅÍ ŒÌÏÖÉÍ I^1/Z^1 Œ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÙÊ ÍÏÄÕÌØ I^2, É Ô. Ä. œ ÉÔÏÇÅ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ËÏÍÐÌÅËÓ ÉÎSS- ÅËÔÉŒÎÙÈ ÍÏÄÕÌÅÊ 0 → I^0 → I^1 → I^2 → . . ., ÑŒÌÑÀÝÉÊÓÑ ÒÅÚÏÌØŒÅÎ- ÔÏÊ ÍÏÄÕÌÑ M. óÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÊ ËÏÍÐÌÅËÓ ËŒÁÚÉËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÈ ÐÕÞËÏŒ 0 → ~I^0 → ~I^1 → ~I^2 → . . . ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÑÌÏÊ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÏÊ ÐÕÞËÁ F; ÓÌÅÄÏŒÁ- ÔÅÌØÎÏ, H^i(X, F) = H^i(`(~I^·)) = H^i(I^·), ÞÔÏ ÐÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÀ ÒÁŒÎÏ ÎÕÌÀ ÐÒÉ i > 0.

éÎSSÅËÔÉŒÎÙÅ ÍÏÄÕÌÉ É ÉÎSSÅËÔÉŒÎÙÅ ÏÂÏÌÏÞËÉ

ðÒÉÓÔÕÐÉÍ Ë ŒÙÐÏÌÎÅÎÉÀ ÎÁÍÅÞÅÎÎÏÇÏ ÐÌÁÎÁ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÔÅÏÒÅ- ÍÙ A. îÁÞÎÅÍ ÓÏ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÇÏ ÍÁÔÅÒÉÁÌÁ: ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÙÈ

ÍÏÄÕÌÅÊ É ŒÌÏÖÅÎÉÅ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ÍÏÄÕÌÑ Œ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÙÊ (ËÓÔÁÔÉ, ÉÎSS- ÅËÔÉŒÎÙÅ ÍÏÄÕÌÉ ÎÕÖÎÙ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÔÅÏÒÅÍÙ A; ÏÎÉ ŒÁÖÎÙ É ŒÏ ÍÎÏÇÉÈ ÄÒÕÇÉÈ ŒÏÐÒÏÓÁÈ).

ðÕÓÔØ A | ËÏÌØÃÏ (ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÅ É Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ, ÈÏÔÑ ŒÓÑ ÔÅÏÒÉÑ ÉÚ ÜÔÏÇÏ ÒÁÚÄÅÌÁ ÒÁÓÐÒÏÓÔÒÁÎÑÅÔÓÑ É ÎÁ ÎÅËÏÍÍÕÔÁÔÉŒ- ÎÙÅ ËÏÌØÃÁ), É ÐÕÓÔØ I | ÍÏÄÕÌØ ÎÁÄ A. çÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÍÏÄÕÌØ I ÉÎSS- ÅËÔÉŒÅÎ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÊ ÔÒÏÊËÉ (M, N, f), ÇÄÅ N ÑŒÌÑÅÔÓÑ A-ÍÏÄÕÌÅÍ, M ⊂ N ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÅÇÏ ÐÏÄÍÏÄÕÌÅÍ, É f : M → I | ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ, ÓÕÝÅ- ÓÔŒÕÅÔ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ f ÎÁ ÍÏÄÕÌØ N (ÓÐÌÏÛÎÙÍÉ ÓÔÒÅÌËÁÍÉ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÙ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÙ, ÄÁÎÎÙÅ ÐÏ ÕÓÌÏŒÉÀ, ÐÕÎËÔÉÒÎÙÍÉ | ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÙ, ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ËÏÔÏÒÙÈ ÕÔŒÅÒÖÄÁÅÔÓÑ): M Ø ¨ //

fflffl f N ~~— — — — I (7.1)

ðÏ-ÄÒÕÇÏÍÕ ÜÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÍÏÖÎÏ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÔØ ÔÁË: ÅÓÌÉ N | ÌÀ- ÂÏÊ ÍÏÄÕÌØ ÎÁÄ A É M ⊂ N | ÌÀÂÏÊ ÅÇÏ ÐÏÄÍÏÄÕÌØ, ÔÏ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ Hom_A(N, I) → Hom_A(M, I) ÓÀÒSSÅËÔÉŒÅÎ.

îÁÞÎÅÍ Ó ÐÒÏÓÔÙÈ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÓŒÏÊÓÔŒ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÙÈ ÍÏÄÕÌÅÊ.

úÁÄÁÞÁ 7.13. ðÕÓÔØ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÙÊ ÍÏÄÕÌØ I ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÄÍÏÄÕÌÅÍ ÍÏ- ÄÕÌÑ M. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ I ŒÙÄÅÌÑÅÔÓÑ Œ M ÐÒÑÍÙÍ ÓÌÁÇÁÅÍÙÍ.

úÁÄÁÞÁ 7.14. ðÕÓÔØ ÍÏÄÕÌØ I ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÏÊ ÓŒÏÉÈ ÐÏÄÍÏÄÕ- ÌÅÊ I_1 É I_2. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ I ÉÎSSÅËÔÉŒÅÎ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ I_1 É I_2 ÉÎSSÅËÔÉŒÎÙ.

éÚ ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÉ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÐÒÑÍÁÑ ÓÕÍÍÁ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÉÎSSÅË- ÔÉŒÎÙÈ ÍÏÄÕÌÅÊ ÔÁËÖÅ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÁ. äÌÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÓÅÍÅÊÓÔŒÁ ÉÎSS- ÅËÔÉŒÎÙÈ ÍÏÄÕÌÅÊ ÜÔÏ Œ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÅŒÅÒÎÏ.

úÁÄÁÞÁ 7.15. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÑÍÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÌÀÂÏÇÏ (Œ ÔÏÍ ÞÉÓÌÅ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÇÏ!) ÓÅÍÅÊÓÔŒÁ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÙÈ ÍÏÄÕÌÅÊ ÔÁËÖÅ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÏ.

ôÅÐÅÒØ ÐÅÒÅÊÄÅÍ Ë ÂÏÌÅÅ ÓÏÄÅÒÖÁÔÅÌØÎÙÍ ŒÅÝÁÍ.

úÁÄÁÞÁ 7.16. ðÕÓÔØ A = Z, ÔÁË ÞÔÏ A-ÍÏÄÕÌØ | ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ, ÞÔÏ ÁÂÅÌÅŒÁ ÇÒÕÐÐÁ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ŒÓÑËÁÑ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÁÑ ÁÂÅÌÅŒÁ ÇÒÕÐÐÁ I ÄÅÌÉÍÁ (ÔÏ ÅÓÔØ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ nx = a ÒÁÚÒÅÛÉÍÏ Œ I ÄÌÑ ŒÓÅÈ a ∈ I É n ∈ Z\ {0}). õËÁÚÁÎÉÅ. ðÏÌÏÖÉÔÅ N = Z, M = nZŒ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÏÇÏ ÍÏ- ÄÕÌÑ.

ïÂÒÁÔÎÏ, ŒÓÑËÁÑ ÄÅÌÉÍÁÑ ÁÂÅÌÅŒÁ ÇÒÕÐÐÁ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÁ, ËÁË ÜÔÏ ŒÙÔÅ- ËÁÅÔ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÄŒÕÈ ÚÁÄÁÞ:

úÁÄÁÞÁ 7.17. ðÕÓÔØ M | ÁÂÅÌÅŒÁ ÇÒÕÐÐÁ, N ⊂ M | ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ, É f : N → I | ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ Œ ÄÅÌÉÍÕÀ ÁÂÅÌÅŒÕ ÇÒÕÐÐÕ I. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ z ∈ M \N ÍÏÖÎÏ ÐÒÏÄÏÌÖÉÔØ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ f ÎÁ ÐÏÄÇÒÕÐÐÕ Œ M, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÕÀ N É z

úÁÄÁÞÁ 7.18. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ŒÓÑËÁÑ ÄÅÌÉÍÁÑ ÁÂÅÌÅŒÁ ÇÒÕÐÐÁ ÉÎSSÅËÔÉŒ- ÎÁ. õËÁÚÁÎÉÅ. óÏÄÅÒÖÁÔÅÌØÎÁÑ ÞÁÓÔØ ÜÔÏÇÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ ÄÏËÁÚÁÎÁ Œ ÐÒÅÄÙ- ÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅ. ïÓÔÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÁÌØÎÏ ÚÁŒÅÒÛÉÔØ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÌÅÍÍÙ ãÏÒÎÁ ÉÌÉ ËÁËÏÇÏ-ÎÉÂÕÄØ ÅÅ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÁ.

òÅÚÕÌØÔÁÔ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ ÏÂÏÂÝÁÅÔÓÑ Ó ZÎÁ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ËÏÌØ- ÃÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:

úÁÄÁÞÁ 7.19. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ A-ÍÏÄÕÌØ I ÉÎSSÅËÔÉŒÅÎ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ÉÄÅÁÌÁ a ⊂ A É ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ f : a → I ÓÕÝÅ- ÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ m ∈ I, ÞÔÏ f(a) = am ÄÌÑ ŒÓÅÈ a ∈ a.

õËÁÚÁÎÉÅ. õÓÌÏŒÉÅ ÎÁ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ f ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÏÎ ÐÒÏÄÏÌ- ÖÁÅÔÓÑ ÄÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ A → I. äÁÌÅÅ ÉÍÉÔÉÒÕÊÔÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞ 7.17 É 7.18.

ðÒÉŒÅÄÅÍ ËÒÁÓÉŒÙÊ ÐÒÉÍÅÒ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÏÇÏ ÍÏÄÕÌÑ. ðÕÓÔØ k | ÐÏÌÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ ÎÕÌØ, A = k[x_1, . . ., x_n] (ËÏÌØÃÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ). òÁÓÓÍÏ- ÔÒÉÍ A-ÍÏÄÕÌØ I, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÊ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ëÁË ÁÂÅÌÅŒÁ ÇÒÕÐ- ÐÁ I | ÜÔÏ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ ËÏÌØÃÏ A, ÎÏ ÄÅÊÓÔŒÉÅ A ÎÁ I ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÔÁË: ÅÓÌÉ f ∈ A É m ∈ I, ÔÏ f · m = f(∂/∂x_1, . . ., ∂/∂x_n) · m (ÉÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁ- ÍÉ, f ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÎÁ m ËÁË ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ Ó ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ). íÏÄÕÌØ I ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÏÄÕÌÅÍ ÏÂÒÁÔÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ íÁËÏÌÅÑ. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÍÏÄÕÌØ M ÉÎSSÅËÔÉŒÅÎ ÎÁÄ A.

äÌÑ ÎÁÞÁÌÁ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ Œ ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÁÍ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ ÕÓÌÏŒÉÅ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÏÓÔÉ (7.1) ÌÉÛØ Œ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ÍÏÄÕÌÉ M É N ËÏÎÅÞ- ÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÙ: Œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, Œ ŒÉÄÕ ÚÁÄÁÞÉ 7.19 É ÕËÁÚÁÎÉÑ Ë ÎÅÊ, ÍÏÖÎÏ ÄÁÖÅ ÏÇÒÁÎÉÞÉÔØÓÑ ÓÌÕÞÁÅÍ N = A, M = a (ÉÄÅÁÌ Œ A), Á ÐÏÓËÏÌØËÕ ËÏÌØÃÏ A ÎÅÔÅÒÏŒÏ, a ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÍ A-ÍÏÄÕÌÅÍ. ïÂÏ- ÚÎÁÞÉÍ ÔÅÐÅÒØ m = (x_1, . . ., x_n) ⊂ A. üÔÏÔ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÉÄÅÁÌ ÓÙÇÒÁÅÔ ÏÓÎÏŒÎÕÀ ÒÏÌØ Œ ÎÁÛÉÈ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑÈ. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÐÒÏŒÅÒËÅ ÕÓÌÏ- ŒÉÑ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ ÏÇÒÁÎÉÞÉÔØÓÑ ÓÌÕÞÁÅÍ, ËÏÇÄÁ (ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏ- ÖÄÅÎÎÙÅ) M É N ÁÎÎÕÌÉÒÕÀÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÓÔÅÐÅÎØÀ m. üÔÏ ÄÅÌÁÅÔÓÑ ÔÁË. œÏ-ÐÅÒŒÙÈ:

úÁÄÁÞÁ 7.20. ðÕÓÔØ M | ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ A-ÍÏÄÕÌØ É f : M → I | ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ f(m^rM) = 0 ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ r > 0.

õËÁÚÁÎÉÅ. óÔÅÐÅÎÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ, ÑŒÌÑÀÝÉÈÓÑ ÏÂÒÁÚÁÍÉ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÓÉ- ÓÔÅÍÙ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ ÍÏÄÕÌÑ M, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÙ Œ ÓÏŒÏËÕÐÎÏÓÔÉ.

œÏ-ŒÔÏÒÙÈ:

úÁÄÁÞÁ 7.21. ðÕÓÔØ M ⊂ N | ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÅ A-ÍÏÄÕÌÉ. ðÏËÁ- ÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ r > 0 ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÅ s > 0, ÞÔÏ m^sN ∩ M ⊂ mrM. òÅÛÅÎÉÅ. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ, ÄÁÎÎÏÅ ÎÁ ÌÅËÃÉÉ (É Œ ÐÅÒŒÏÊ ŒÅÒÓÉÉ ÚÁÐÉ- ÓÏË), ÂÙÌÏ ÎÅËÏÒÒÅËÔÎÏ. ðÒÉŒÏÄÉÍÏÅ ÎÉÖÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ŒÚÑÔÏ ÉÚ ËÎÉ- ÇÉ [1]. òÅÚÕÌØÔÁÔ ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÉ | ÞÁÓÔÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ ĂÌÅÍÍÙ áÒÔÉÎÁ-òÉÓÁĄ (ÓÍ. [1, ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 10.9]).

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÇÒÁÄÕÉÒÏŒÁÎÎÏÅ ËÏÌØÃÏ ^A = A ⊕ m ⊕ ⊕m^2 ⊕ . . . É ÇÒÁÄÕ- ÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ^A-ÍÏÄÕÌØ ^N = N ⊕ mN ⊕ m^2N ⊕. . . , ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ ^A ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: ÅÓÌÉ F ∈ ( ^A)_d = m^d | ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅÐÅÎÉ d É y ∈ ( ^N)_r = m^rN, ÔÏ fy ∈ m^{r+d}N ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÔÓÑ ËÁË ÜÌÅÍÅÎÔ ( ^N)_{r+d}. ôÁË ËÁË ËÏÌØÃÏ A ÎÅÔÅÒÏŒÏ É N | ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎ- ÎÙÊ A-ÍÏÄÕÌØ, ÔÏ ^A | ÎÅÔÅÒÏŒÏ ËÏÌØÃÏ É ^N ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎ ÎÁÄ ^A. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÇÒÁÄÕÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÐÏÄÍÏÄÕÌØ ⨁ i¿0(^{mi}N ∩M) ⊂ ^N ÔÁËÖÅ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎ. œÙÂÅÒÅÍ Œ ÎÅÍ ËÏÎÅÞÎÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÏÂÒÁ- ÚÕÀÝÉÈ. ôÏÇÄÁ ÍÏÖÎÏ ŒÚÑÔØ s > r + δ, ÇÄÅ δ | ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÁÑ ÓÔÅÐÅÎØ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ M ⊂ N | ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÅ A-ÍÏÄÕÌÉ É F : M → I | ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ. œÙÂÅÒÅÍ r ËÁË Œ ÚÁÄÁÞÅ 7.20, Á ÚÁÔÅÍ, ÐÏ ÜÔÏÍÕ r, ŒÙÂÅÒÅÍ s ËÁË Œ ÚÁÄÁÞÅ 7.21. ôÏÇÄÁ ÉÍÅÅÍ ŒÌÏÖÅÎÉÅ M/(m^sN ∩ M) → N/m^sN, ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ f ÐÒÏÐÕÓËÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ M/(m^sN ∩M), É ÏÂÁ ÍÏÄÕÌÑ M/(m^sN ∩ M) É N/m^sN ÁÎÎÕÌÉÒÕÀÔÓÑ m^s; ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ÚÁÄÁÞÉ ÐÒÏÄÏÌÖÅ- ÎÉÑ f Ó M ÎÁ N É Ó M/(m^sN ∩ M) ÎÁ N/m^sN ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÙ. ðÏÜÔÏÍÕ ÂÕÄÅÍ ÄÁÌÅÅ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ M É N ÁÎÎÕÌÉÒÕÀÔÓÑ ËÁËÏÊ-ÔÏ ÓÔÅÐÅÎØÀ m. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, ËÁË ŒÏÄÉÔÓÑ, ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ÐÒÏÄÏÌÖÉÔØ f ÎÁ M+Az, ÇÄÅ z ∈ N \ M. ðÕÓÔØ a = { a ∈ A | az ∈ M }. ëÁË É Œ ÚÁÄÁÞÅ 7.19, ŒÓÅ ÓŒÏÄÉÔÓÑ Ë ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÀ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ a → I ÄÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ A → I.

úÁÄÁÞÁ 7.22. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ m^s ⊆ a ⊂ A ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÃÅÌÏÇÏ s, É ŒÙŒÅÄÉÔÅ ÏÔÓÀÄÁ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ËÏÎÅÞÎÁÑ ÆÉÌØÔÒÁÃÉÑ

A = a_0 ⊃ a_1 ⊃ · · · ⊃ a_l = a

ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ a_j /a_{j+1} ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ k = A/m ËÁË A-ÍÏÄÕÌÉ ÄÌÑ ŒÓÅÈ j.

óÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ŒÓÅ ÓŒÅÌÏÓØ Ë ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÀ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ Ó M ÄÏ N, ÇÄÅ N/M ∼= A/m. úÁÄÁÞÁ 7.23. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ŒÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÔÁËÏÇÏ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑ ÒÁŒÎÏ- ÓÉÌØÎÁ ŒÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ f : m → I ÄÏ ÇÏÍÏÍÏÒ- ÆÉÚÍÁ A → I.

õËÁÚÁÎÉÅ. äÅÊÓÔŒÕÊÔÅ ËÁË Œ ÚÁÄÁÞÅ 7.19; ÌÅÍÍÁ ãÏÒÎÁ ÎÅ ÐÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ.

þÔÏ ÖÅ ÔÁËÏÅ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÉÚ m Œ I? õ A-ÍÏÄÕÌÑ M ÅÓÔØ ÏÂÒÁÚÕÀ- ÝÉÅ x_1, . . ., x_n. íÅÖÄÕ ÎÉÍÉ ÅÓÔØ ÏÞÅŒÉÄÎÙÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ: x_i ·x_j = x_j ·x_i. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ŒÓÅ ÐÒÏÞÉÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÉÈ ÓÌÅÄÓÔŒÉÅÍ, ÔÁË ËÁË ËÏÍ- ÐÌÅËÓ ëÏÛÕÌÑ K^A_· (x_1, . . ., x_n) ÁÃÉËÌÉÞÅÎ Œ ÎÅÎÕÌÅŒÙÈ ÓÔÅÐÅÎÑÈ. óÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ φ: M → I | ÜÔÏ ÎÁÂÏÒ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ f_1, . . ., f_n (ÇÄÅ f_i = φ(x_i)), ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÉÊ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍ ∂f_i/∂x_j = ∂f_j /∂x_i ÄÌÑ ŒÓÅÈ i É j, Á ÅÇÏ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ ÎÁ A | ÜÔÏ ÔÁËÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ g, ÞÔÏ ∂g/∂x_i = f_i ÄÌÑ ŒÓÅÈ i. óÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ÚÁÄÁÞÁ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑ ÓŒÅÌÁÓØ Ë ÔÁËÏÊ: ÄÁÎÁ ÐÏ- ÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÁÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ω = ∑ f_idx_i, ÐÒÉÞÅÍ dω = 0;

ŒÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ω = dg ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ g? óÏÇÌÁÓÎÏ ÌÅÍÍÅ ðÕÁÎËÁÒÅ, ÏÔŒÅÔ ÕÔŒÅÒÄÉÔÅÌÅÎ, É ÉÎSSÅËÔÉŒÎÏÓÔØ ÍÏÄÕÌÑ I ÄÏËÁÚÁÎÁ.

úÁÄÁÞÁ 7.24. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÅÍÍÁ ðÕÁÎËÁÒÅ ŒÅÒÎÁ ÄÌÑ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØ- ÎÙÈ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÆÏÒÍ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ ÎÕÌØ.

õËÁÚÁÎÉÅ. éÍÉÔÉÒÕÊÔÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÐÒÏŒÏÄÉÔÓÑ ÉÎÔÅ- ÇÒÉÒÏŒÁÎÉÅ ÐÏ ÒÁÄÉÕÓÁÍ; ËÓÔÁÔÉ, ŒÅÒÎÁ ÌÉ ÌÅÍÍÁ ðÕÁÎËÁÒÅ Œ ÈÁÒÁË- ÔÅÒÉÓÔÉËÅ p?

œÅÒÎÅÍÓÑ Ë ÏÂÝÅÊ ÔÅÏÒÉÉ: ÐÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ŒÓÑËÉÊ ÍÏÄÕÌØ ÍÏÖÎÏ ŒÌÏ- ÖÉÔØ Œ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÙÊ.

úÁÄÁÞÁ 7.25. ðÕÓÔØ x | ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÁÂÅÌÅŒÏÊ ÇÒÕÐÐÙ A. ðÏ- ËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ f : A → R/Z, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ f(x) ≠ 0.

ðÕÓÔØ A | ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÅ ËÏÌØÃÏ É G | ÁÂÅÌÅŒÁ ÇÒÕÐÐÁ. òÁÓ- ÓÍÏÔÒÉÍ ÁÂÅÌÅŒÕ ÇÒÕÐÐÕ HomZ(A, G), ÓÏÓÔÏÑÝÕÀ, ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ÉÚ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÈ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ A ËÁË ÁÂÅÌÅŒÏÊ ÇÒÕÐÐÙ Œ G. îÁ ÇÒÕÐ- ÐÅ HomZ(A, G) ŒŒÅÄÅÍ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ A-ÍÏÄÕÌÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: ÅÓÌÉ a ∈ A É f : A → G, ÔÏ (af): A → G ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ b → f(ab).

úÁÄÁÞÁ 7.26. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ A-ÍÏÄÕÌÑ M É ÌÀ- ÂÏÊ ÁÂÅÌÅŒÏÊ ÇÒÕÐÐÙ G ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÊ ÉÚÏÍÏÒ- ÆÉÚÍ Hom_A(M, HomZ(A, G)) ∼= HomZ(M, G) (Œ ÌÅŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÓÔÏÑÔ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÙ A-ÍÏÄÕÌÅÊ, Œ ÐÒÁŒÏÊ | ÁÂÅÌÅŒÙÈ ÇÒÕÐÐ).

úÁÄÁÞÁ 7.27. ðÕÓÔØ ÁÂÅÌÅŒÁ ÇÒÕÐÐÁ G ÄÅÌÉÍÁ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ A- ÍÏÄÕÌØ HomZ(A, G) ÉÎSSÅËÔÉŒÅÎ.

õËÁÚÁÎÉÅ. œ ÓŒÅÔÅ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ ÜÔÏ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÇÒÕÐ- ÐÁ G ÉÎSSÅËÔÉŒÎÁ ËÁË Z-ÍÏÄÕÌØ.

úÁÄÁÞÁ 7.28. ðÕÓÔØ M | ÍÏÄÕÌØ ÎÁÄ ËÏÌØÃÏÍ A É x ∈ M | ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ A-ÍÏÄÕÌÅÊ f : M →

HomZ(A, R/Z), ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ f(x) ≠ 0.

úÁÄÁÞÁ 7.29. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ŒÓÑËÉÊ A-ÍÏÄÕÌØ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÄÍÏÄÕÌÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÏÇÏ ÍÏÄÕÌÑ.

õËÁÚÁÎÉÅ. ðÏÌØÚÕÑÓØ ÚÁÄÁÞÅÊ 7.28, ŒÌÏÖÉÔÅ A-ÍÏÄÕÌØ M Œ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ A-ÍÏÄÕÌÅÊ HomZ(A, R/Z) Œ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÅ, ÒÁŒÎÏÍ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÕ ÎÅÎÕÌÅŒÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ M.

ðÒÅÄÙÄÕÝÁÑ ÚÁÄÁÞÁ ÏÂÅÓÐÅÞÉŒÁÅÔ ŒÌÏÖÅÎÉÅ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ÍÏÄÕÌÑ Œ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÙÊ, ÎÏ ÜÔÏÔ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÙÊ ÍÏÄÕÌØ ÎÅÓÕÒÁÚÎÏ ŒÅÌÉË. îÁ ÓÁ- ÍÏÍ ÄÅÌÅ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ A-ÍÏÄÕÌÑ M ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ É ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ ÎÁÉÍÅÎØÛÉÊ ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ ÅÇÏ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÙÊ ÍÏÄÕÌØ (ÏÎ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÉÎSS- ÅËÔÉŒÎÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÏÊ A-ÍÏÄÕÌÑ M), É ÔÁËÉÅ ÍÏÄÕÌÉ ÕÖÅ ÂÏÌÅÅ ÏÂÏÚÒÉÍÙ. óÌÅÄÕÀÝÁÑ ÓÅÒÉÑ ÚÁÄÁÞ ÐÏÓŒÑÝÅÎÁ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÀ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÙÈ ÏÂÏÌÏÞÅË.

îÁÞÎÅÍ ÓÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ. ðÕÓÔØ M | A-ÍÏÄÕÌØ, N ⊂ M | ÐÏÄÍÏÄÕÌØ. çÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ M ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÙÍ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅÍ ÍÏÄÕÌÑ N, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ÎÅÎÕÌÅŒÏÇÏ x ∈ M ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÅ a ∈ A, ÞÔÏ ax ∈ N É ax ≠ 0. úÁÄÁÞÁ 7.30. ðÒÉŒÅÄÉÔÅ ÐÒÉÍÅÒ ÎÅÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ.

úÁÄÁÞÁ 7.31. ðÕÓÔØ Œ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÊ ÄÉÁÇÒÁÍÍÅ N Ø ¨ //_i

fflffl f M ~~^g ——— ——— —— P ŒÌÏÖÅÎÉÅ i ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÙÍ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅÍ, Á ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ f ÉÎSS- ÅËÔÉŒÅÎ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ É ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ g ÉÎSSÅËÔÉŒÅÎ.

úÁÄÁÞÁ 7.32. ðÕÓÔØ M | ÐÏÄÍÏÄÕÌØ ÍÏÄÕÌÑ I, É ÐÕÓÔØ ÐÏÄÍÏÄÕÌØ E ⊆ I, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ M, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÅÇÏ ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÙÍ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅÍ É ÍÁËÓÉ- ÍÁÌÅÎ ÓÒÅÄÉ ÐÏÄÍÏÄÕÌÅÊ I Ó ÜÔÉÍÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ (ÐÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÔÁËÏŒÏÊ ŒÓÅÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ!). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ E ŒÙÄÅÌÑÅÔÓÑ ÐÒÑÍÙÍ ÓÌÁÇÁÅÍÙÍ Œ I.

úÁÄÁÞÁ 7.33. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Õ ŒÓÑËÏÇÏ ÍÏÄÕÌÑ ÅÓÔØ ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÒÁÓ- ÛÉÒÅÎÉÅ, ÑŒÌÑÀÝÅÅÓÑ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÙÍ ÍÏÄÕÌÅÍ.

óÕÝÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ ÍÏÄÕÌÑ M, ÑŒÌÑÀÝÅÅÓÑ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÙÍ ÍÏ- ÄÕÌÅÍ, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÏÊ ÍÏÄÕÌÑ M.

úÁÄÁÞÁ 7.34. äÏËÁÖÉÔÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÙÈ ÏÂÏÌÏÞÅË:

1) ðÕÓÔØ M Ø

¨ //_i E | ÉÎSSÅËÔÉŒÎÁÑ ÏÂÏÌÏÞËÁ ÍÏÄÕÌÑ M É ÐÕÓÔØ M Ø ¨ //j N | ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅ- ÓÔŒÕÅÔ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÙÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ f : N → E ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ f ∘ j = i (ÉÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÉÎSSÅËÔÉŒÎÁÑ ÏÂÏÌÏÞËÁ ÍÏÄÕÌÑ M ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÅÇÏ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÍ ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÙÍ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅÍ).

2) ðÕÓÔØ M Ø

¨ //_i E | ÉÎSSÅËÔÉŒÎÁÑ ÏÂÏÌÏÞËÁ ÍÏÄÕÌÑ M É ÐÕÓÔØ M Ø ¨ //j I | ŒÌÏÖÅÎÉÅ Œ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÙÊ ÍÏÄÕÌØ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕ- ÝÅÓÔŒÕÅÔ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÙÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ f : E → I ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ f ∘i = j (ÉÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÉÎSSÅËÔÉŒÎÁÑ ÏÂÏÌÏÞËÁ ÍÏÄÕÌÑ M ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÁÉ- ÍÅÎØÛÉÍ ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÍ ÅÇÏ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÙÍ ÍÏÄÕÌÅÍ).

3) åÓÌÉ M Ø

¨ //i_1 E_1 É M Ø

¨ //i_2

E_2 | ÄŒÅ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÙÅ ÏÂÏÌÏÞËÉ ÍÏÄÕÌÑ M, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ f : E_1 → E_2 ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ f ∘ i_1 = i_2 (ÉÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÉÎSSÅËÔÉŒÎÁÑ ÏÂÏÌÏÞËÁ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÁ).

éÎSSÅËÔÉŒÎÁÑ ÏÂÏÌÏÞËÁ A-ÍÏÄÕÌÑ M ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ E_A(M). ðÒÅÄÕÐÒÅ- ÖÄÅÎÉÅ: ÉÎSSÅËÔÉŒÎÁÑ ÏÂÏÌÏÞËÁ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÁ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚ- ÍÁ, ÎÏ ÜÔÏÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÏÔÎÀÄØ ÎÅ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎ, ÔÁË ÞÔÏ ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÍÏÄÕÌÀ ÅÇÏ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÉ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÆÕÎËÔÏÒÏÍ.

8. óÔÒÕËÔÕÒÁ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÙÈ ÍÏÄÕÌÅÊ É ÔÅÏÒÅÍÁ ÓÒÁŒÎÅÎÉÑ

éÎSSÅËÔÉŒÎÙÅ ÍÏÄÕÌÉ ÎÁÄ ÎÅÔÅÒÏŒÙÍÉ ËÏÌØÃÁÍÉ

œ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍ ÒÁÚÄÅÌÅ ÒÅÞØ ÛÌÁ ÏÂ ÏÂÝÉÈ ÓŒÏÊÓÔŒÁÈ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÙÈ ÍÏ- ÄÕÌÅÊ. ôÅÐÅÒØ ÎÁÍ ÐÏÔÒÅÂÕÀÔÓÑ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÙÈ ÍÏÄÕÌÅÊ ÎÁÄ ÎÅ- ÔÅÒÏŒÙÍÉ ËÏÌØÃÁÍÉ.

úÁÄÁÞÁ 8.1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ (Œ ÔÏÍ ÞÉÓÌÅ É ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁÑ) ÐÒÑ- ÍÁÑ ÓÕÍÍÁ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÙÈ ÍÏÄÕÌÅÊ ÎÁÄ ÎÅÔÅÒÏŒÙÍ ËÏÌØÃÏÍ ÔÁËÖÅ ÂÕÄÅÔ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÙÍ ÍÏÄÕÌÅÍ.

õËÁÚÁÎÉÅ. äÌÑ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÐÒÑÍÙÈ ÓÕÍÍ (ÎÁÄ ÌÀÂÙÍÉ ËÏÌØÃÁÍÉ) ÕÔŒÅÒ- ÖÄÅÎÉÅ ÏÞÅŒÉÄÎÏ. äÁÌÅÅ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÚÁÄÁÞÅ 7.19, ÉÚ ÎÅÔÅÒÏŒÏÓÔÉ ËÏÌØÃÁ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÅÛÉÔØ ÚÁÄÁÞÕ Ï ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÉ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚ- ÍÁ ÉÄÅÁÌÁ a ⊂ A ÄÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ËÏÌØÃÁ A. ðÏÓËÏÌØËÕ ÉÄÅÁÌ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎ, ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÉÚ ÎÅÇÏ ÐÒÏÐÕÓËÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ Œ ËÏ- ÎÅÞÎÕÀ ÐÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ.

ëÓÔÁÔÉ, ŒÅÒÎÏ É ÏÂÒÁÔÎÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ: ËÏÌØÃÏ ÎÅÔÅÒÏŒÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÌÀÂÁÑ ÐÒÑÍÁÑ ÓÕÍÍÁ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÙÈ ÍÏÄÕÌÅÊ ÉÎSSÅË- ÔÉŒÎÁ. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÓÍ. Œ [2, Ó. 27, ÕÐÒ. 21].

úÁÄÁÞÁ 8.2. ðÕÓÔØ I | ÉÎSSÅËÔÉŒÎÙÊ ÍÏÄÕÌØ ÎÁÄ ÎÅÔÅÒÏŒÙÍ ËÏÌØ- ÃÏÍ A. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ I ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÐÒÑÍÏÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ, ÉÚÏÍÏÒÆÎÏÅ E_A(A/p) ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÐÒÏÓÔÏÇÏ ÉÄÅÁÌÁ p ⊂ A.

õËÁÚÁÎÉÅ. íÏÄÕÌØ I ÉÍÅÅÔ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎ ÁÓÓÏÃÉÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÐÒÏÓÔÏÊ ÉÄÅ- ÁÌ (ÓÍ. ÚÁÄÁÞÕ 6.9).