Ć. Ă. Ćăśĺńĳěć

Šőŕőńőčĺ£

Śŕěűĺăńĳŋżľ łşřś, őśěŋŋĺľ śěňěśšř 1997 č.

1 Ńěłűĺ£ 1

1.1 Čőňőńőčĺĺ ťĺńĳšřőćăŋŋżţ ŕřőśšřăŋśšć

Ć ¡šőň łşřśě, łăł ŕřăćĺńő, ŕőď čőňőńőčĺ£ňĺ ąşďşš ŕőďřăğşňěćăšĳś£ śĺŋčşń£řŋżě čőňőńőčĺĺ šőŕőńőčĺůěśłőčő ŕřőśšřăŋśšćă X:

Őŕřěďěńěŋĺě. Šőŕőńőčĺůěśłőě ŕřőśšřăŋśšćő X ŋăğżćă¿š ťĺńĳšřőćăŋŋżň, ěśńĺ ğăďăŋă ćőğřăśšă¿źă£ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ěčő ŕőďŕřőśšřăŋśšć

∅ = X_{−1} ⊂ X_0 ⊂ X_1 ⊂ : : : ⊂ X

šăł, ůšő X = ⋃_∞ i=0 X_i: Ůńěŋ X_{−1} = ∅ ďőąăćńěŋ ťőřňăńĳŋő, ďń£ ěďĺŋőőąřăğĺ£ ŕőśńěďş¿źĺţ őąőğŋăůěŋĺľ.

Ťĺńĳšřăűĺ¿ ŋăğżćă¿š łőŋěůŋőľ, ěśńĺ X_n = X ďń£ ŋěłőšőřőčő łőŋěůŋőčő n. Śŋăůăńă ňż ąşďěň ŕřěďŕőńăčăšĳ, ůšő ťĺńĳšřăűĺ£ łőŋěůŋă. Ŕőśńě šőčő łăł ňż řăğąěřěňś£ śő śńşůăěň łőŋěůŋőľ ťĺńĳšřăűĺĺ, ńěčłő ąşďěš ŕěřěŋěśšĺ ňŋőčĺě ĺğ ŕőńşůěŋŋżţ řěğşńĳšăšőć ŋă śńşůăľ ąěśłőŋěůŋőľ ťĺńĳšřăűĺĺ.

Śŕěłšřăńĳŋă£ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ | ¡šő ňěšőď ćżůĺśńěŋĺ£ čőňőńőčĺľ ś ŕőňőźĳ¿ ťĺńĳšřăűĺĺ.

Ŕřĺňěř. Ďćşůńěŋŋă£ ťĺńĳšřăűĺ£ X_0 ⊂ X_1 = X:

Ć ¡šőň śńşůăě ěśšĳ ňěšőď ćżůĺśńěŋĺ£ čőňőńőčĺľ ŕřőśšřăŋśšćă X | šőůŋă£ čőňőńőčĺůěśłă£ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ŕăřż:

−→ H_{i+1}(X; X_0)^@−→ H_i(X_0) −→ H_i(X) −→ H_i(X; X_0)^@−→ H_{i−1}(X_0) −→ · · ·

Ěśńĺ ěśšĳ ĺŋťőřňăűĺ£ őą őŕěřăšőřăţ @ ĺ čřşŕŕăţ H_i(X_0) ĺ H_i(X; X_0) ďń£ ćśěţ i; šő ňőęŋő ďőśšăšőůŋő ňŋőčő şğŋăšĳ ő čőňőńőčĺ£ţ H_i(X): Ă ĺňěŋŋő:

1) ć H_i(X) ěśšĳ ŕőďčřşŕŕă h; ĺğőňőřťŋă£ ťăłšőřčřşŕŕě

H_i(X_0)=@H_{i+1}(X; X_0);

2) ťăłšőřčřşŕŕă H_i(X)=h ĺğőňőřťŋă £ďřş őšőąřăęěŋĺ£

@ : H_i(X; X_0) → H_{i−1}(X_0):

İšőľ ĺŋťőřňăűĺĺ, ŕřăćďă, ŋě ďőśšăšőůŋő ďń£ šőčő, ůšőąż ŕőńŋőśšĳ¿ ćőśśšăŋőćĺšĳ čřşŕŕş H_i(X): Ŋăŕřĺňěř, ěśńĺ h ≈ Z ĺ H_i=h ≈ Z_2; šő ćőğňőęŋż ćăřĺăŋšż H_i ≈ Z ⊕ Z_2 ĺ H_i ≈ Z:

Ŋő ¡šőľ ĺŋťőřňăűĺĺ ďőśšăšőůŋő, ŋăŕřĺňěř, ďń£ ćżůĺśńěŋĺ£ řăŋčőć čřşŕŕ čőňőńőčĺľ. Ă ěśńĺ ŋăś ĺŋšěřěśş¿š čřşŕŕż čőňőńőčĺľ ś łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ ć ŕőńě, šő ĺŋťőřňăűĺ£ ŕőńŋă£.

Ăŋăńőčĺůŋă£ śĺšşăűĺ£ ćőğŋĺłăěš łőčďă ťĺńĳšřăűĺ£ n-ůńěŋŋă£. Ďń£ ěě ťőřňăńĳŋőčő őŕĺśăŋĺ£ ŋăň ŕőšřěąş¿šś£ ŋěłőšőřżě őŕřěďěńěŋĺ£.

Őŕřěďěńěŋĺě. Ťĺńĳšřăűĺěľ ŋă ăąěńěćőľ čřşŕŕě G ŋăğżćă¿š šăłş¿ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ŕőďčřşŕŕ G_0 ⊂ G_1 ⊂ G_2 ⊂ : : : ⊂ G; ůšő ⋃_∞ i=0 G_i = G:

Ďń£ čřşŕŕ ňż šőęě ŕőłă őčřăŋĺůĺňś£ łőŋěůŋżňĺ ťĺńĳšřăűĺ£ňĺ.

Őŕřěďěńěŋĺě. Čřăďşĺřőćłőľ ăąěńěćőľ čřşŕŕż g ŋăğżćă¿š ěě řăğńőęěŋĺě ć ŕř£ňş¿ śşňňş

g = g_0 ⊕ g_1 ⊕ · · · ⊕ g_n:

Ć ¡šőň śńşůăě čřşŕŕă g ŋăğżćăěšś£ čřăďşĺřőćăŋŋőľ. İńěňěŋšż čřşŕŕż g_i ŋăğżćă¿š ŕřĺ ¡šőň őďŋőřőďŋżňĺ ¡ńěňěŋšăňĺ śšěŕěŋĺ (ĺńĺ čřăďşĺřőćłĺ) i:

(Ŋă śăňőň ďěńě ążćă¿š čřăďşĺřőćłĺ ś ń¿ążň ňŋőęěśšćőň ĺŋďěłśőć; ňż ąşďěň ĺśŕőńĳğőćăšĳ šőńĳłő őŕĺśăŋŋżě ćżÿě Z_+ -čřăďşĺřőćłĺ, šő ěśšĳ čřăďşĺřőćłĺ, ć łőšőřżţ ňŋőęěśšćő ĺŋďěłśőć { ¡šő ŕőńşčřşŕŕă Z_+ .)

Ń¿ąőľ ťĺńĳšřőćăŋŋőľ čřşŕŕě G śőőšćěšśšćşěš čřăďşĺřőćăŋŋă£ čřşŕŕă

G_0 ⊕ (G_1=G_0) ⊕ (G_2=G_1) ⊕ · · · ⊕ (G_n=G_{n−1}):

İšş čřăďşĺřőćăŋŋş¿ čřşŕŕş ŋăğżćă¿š čřăďşĺřőćăŋŋőľ čřşŕŕőľ, ŕřĺśőěďĺŋěŋŋőľ ł ťĺńĳšřőćăŋŋőľ čřşŕŕě.

Łőńĺůěśšćă śćőąőďŋżţ őąřăğş¿źĺţ ş ťĺńĳšřőćăŋŋőľ čřşŕŕż ĺ ş ŕřĺśőěďĺŋěŋŋőľ ł ŋěľ čřăďşĺřőćăŋŋőľ čřşŕŕż śőćŕăďă¿š. Ąőńěě šőčő, ěśńĺ G { ćěłšőřŋőě ŕřőśšřăŋśšćő ŋăď ŕőńěň, ťĺńĳšřőćăŋŋőě ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ¿ śćőĺţ ŕőďŕřőśšřăŋśšć, šő ¡šĺ ďćě čřşŕŕż ĺğőňőřťŋż.

Ěśńĺ ěśšĳ ťĺńĳšřőćăŋŋőě šőŕőńőčĺůěśłőě ŕřőśšřăŋśšćő, šő ŋă čřşŕŕě ěčő čőňőńőčĺľ ćőğŋĺłăěš śńěďş¿źă£ ťĺńĳšřăűĺ£: čřşŕŕă H^{(p)}_i (X) ⊂ H_i(X) śőśšőĺš ĺğ ćśěţ űĺłńőć, řěăńĺğşěňżţ űĺłńăňĺ, ńěęăźĺňĺ ć C_i(X_p): Ĺŋżňĺ śńőćăňĺ,

H^{(p)}_i (X) = Im (H_i(X_p) → H_i(X)):

§śŋő, ůšő őŕřěďěńěŋŋă£ šăłĺň őąřăğőň ťĺńĳšřăűĺ£ ąşďěš ćőğřăśšă¿źěľ:

H^{(0)}_i (X) ⊂ H^{(1)}_i (X) ⊂ · · · ⊂ H_i(X):

Śŕěłšřăńĳŋă£ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ | ¡šő śŕőśőą ćżůĺśń£šĳ čřăďşĺřőćăŋŋş¿ čřşŕŕş, ŕřĺśőěďĺŋěŋŋş¿ ł ¡šőľ ťĺńĳšřăűĺĺ.

Ćőğćřăźă£śĳ ł ŕřĺňěřş ďćşůńěŋŋőľ ťĺńĳšřăűĺĺ, őšňěšĺň, ůšő ć ŋěłőšőřőň śňżśńě ĺňěěš ňěśšő ŋěřăćěŋśšćő H_i(X) ≤ H_i(X_0) ⊕ H_i(X; X_0):

Ěśńĺ ŕřőśšřăŋśšćő X_0 ćżąřăŋő řăğşňŋő, šő őąě čřşŕŕż H_i(X_0) ĺ H_i(X; X_0) ŋěąőńĳÿĺě, ŕő- ¡šőňş ćżůĺśńěŋĺ£ şŕřőźă¿šś£.

Ŕěřćżľ ÿăč ŕřĺ ćżůĺśńěŋĺĺ śŕěłšřăńĳŋőľ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ ğăłń¿ůăěšś£ ć šőň, ůšőąż ćżŕĺśăšĳ čřşŕŕż H_i(X_p; X_{p−1}): Ěśńĺ šăąńĺűă, śőśšő£źă£ ĺğ šăłĺţ čřşŕŕ ďń£ ćśěţ i ĺ p, őąőğřĺňă, š.ě. ć ŋěľ ňŋőčő ŋşńěćżţ ůńěŋőć ă ŋěŋşńěćżě ńěčłő őŕĺśżćă¿šś£, šő ďăńĳÿě ćżůĺśń£šĳ ąşďěš ŕřőśšő. Śŕěłšřăńĳŋă£ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ | ¡šő ŋě šőńĳłő ăńčőřĺšň ¡šĺţ ćżůĺśńěŋĺľ, ŋő ĺ şďőąŋżľ śŕőśőą ğăŕĺśĺ ¡šőľ šăąńĺűż.

Ă ĺňěŋŋő, ¡šă šăąńĺűă řĺśşěšś£ ŋă ŕńőśłőśšĺ ś łőőřďĺŋăšăňĺ p ĺ q, śň. řĺś. 1, 2 ŋĺęě, ŕřĺůěň ć łńěšłş ś łőőřďĺŋăšăňĺ p; q ğăŕĺśżćă¿š čřşŕŕş H_{p+q}(X_p; X_{p−1}). İšă čřşŕŕă őąőğŋăůăěšś£ ůěřěğ E^1_{p;q}. Ğăšěň ŋăď ¡šőľ šăąńĺűěľ E^1 ≡ {E^1_{p;q}} ŕřőĺğćőď£š ŋěłőšőřżě ŕřěőąřăğőćăŋĺ£, ć ţőďě łőšőřżţ őŋă ŕőśńěďőćăšěńĳŋő ğăňěŋ£ěšś£ ŋă ăŋăńőčĺůŋżě šăąńĺűż E^r ≡ {E^r_{p;q}}; r = 2; 3; : : :; ∞; ĺ ŕřěďěńĳŋżľ ůńěŋ E^∞ śŕěłšřăńĳŋőľ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ ĺňěěš ćĺď

E^∞_{p;q} = H^{(p)}_{p+q}(X)=H^{(p−1)}_{p+q} (X):

Šăłĺň őąřăğőň, čřşŕŕă ⨁ p+q=c E ∞ p;q | ¡šő šőůŋőśšĺ čřăďşĺřőćăŋŋă£ čřşŕŕă, ŕřĺśőěďĺŋěŋŋă£ ł čřşŕŕě H_c(X); ŕřőťĺńĳšřőćăŋŋőľ śćőĺňĺ ŕőďčřşŕŕăňĺ H^{(p)}ś (X):

1.2 Őŕřěďěńěŋĺě śŕěłšřăńĳŋőľ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ ťĺńĳšřőćăŋŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă

Őŕřěďěńĺň ěźě őďĺŋ ťĺńĳšřőćăŋŋżľ őąžěłš | ťĺńĳšřőćăŋŋżľ űěŕŋőľ łőňŕńěłś. Śŋăůăńă řăśśňőšřĺň őążůŋżľ űěŕŋőľ łőňŕńěłś:

· · · −→ C_i^@−→ C_{i−1}^@−→ C_{i−2} −→ · · · ;

čďě @@ = 0: Ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő ćśě čřşŕŕż C_i ťĺńĳšřőćăŋŋżě, šő ěśšĳ ďń£ ń¿ąőčő i ĺňěěšś£ ťĺńĳšřăűĺ£ C_{i;0} ⊂ C_{i;1} ⊂ : : : ⊂ C_i:

İšőš ŋăąőř ťĺńĳšřăűĺľ śőčńăśőćăŋ śő śšřşłšşřőľ łőňŕńěłśă, ěśńĺ

@(C_{i;p}) ⊂ C_{i−1;p}

ďń£ ćśěţ i; p: Ć šăłőň śńşůăě łőňŕńěłś ŋăğżćă¿š ťĺńĳšřőćăŋŋżň.

Ŕřĺňěř ťĺńĳšřőćăŋŋőčő łőňŕńěłśă ďăěšś£ łőňŕńěłśőň űěŕěľ ťĺńĳšřőćăŋŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă. Ă ĺňěŋŋő, ďń£ šőŕőńőčĺůěśłőčő ŕřőśšřăŋśšćă X ś ťĺńĳšřăűĺěľ ŕőďŕřőśšřăŋśšćăňĺ X_p čřşŕŕă C_{i;p} őŕřěďěń£ěšś£ łăł čřşŕŕă i-ňěřŋżţ űěŕěľ ŕřőśšřăŋśšćă X_p:

Ś ťĺńĳšřőćăŋŋőľ čřşŕŕőľ ňż ść£ğżćăńĺ ŕřĺśőěďĺŋěŋŋş¿ čřăďşĺřőćăŋŋş¿ čřşŕŕş. Ďń£ ťĺńĳšřőćăŋŋőčő łőňŕńěłśă řăśśňőšřĺň ŋăąőř čřăďşĺřőćăŋŋżţ čřşŕŕ, ŕřĺśőěďĺŋěŋŋżţ łő ćśěň ěčő łőňŕőŋěŋšăň C_i. Őďŋőřőďŋżě ¡ńěňěŋšż ¡šĺţ čřăďşĺřőćăŋŋżţ čřşŕŕ őąőğŋăůă¿šś£ šăł:

E^0_{p;i−p} = C_{i;p}=C_{i;p−1};

šăł ůšő ⨁ p+q=i E^0p;q | ¡šő čřăďşĺřőćăŋŋă£ čřşŕŕă, ŕřĺśőěďĺŋěŋŋă£ ł ťĺńĳšřőćăŋŋőľ čřşŕŕě

C_i:

Ć ůăśšŋőśšĺ, ěśńĺ űěŕŋőľ łőňŕńěłś | ¡šő łőňŕńěłś śĺŋčşń£řŋżţ űěŕěľ ťĺńĳšřőćăŋŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă X; šő E^0_{p;i−p} = C_i(X_p)=C_i(X_{p−1});

ĺńĺ, ŕőńăčă£ i − p = q;

E^0_{p;q} = C_{p+q}(X_p)=C_{p+q}(X_{p−1} ): (1)

Ďń£ šőčő, ůšőąż ŕěřěľšĺ őš űěŕěľ ł čőňőńőčĺ£ň, ŋşęŋő ŕőŋ£šĳ, łăłĺě ¡ńěňěŋšż ťĺńĳšřőćăŋŋőčő łőňŕńěłśă śőőšćěšśšćş¿š űĺłńăň, ă łăłĺě čřăŋĺűăň. Ňż ąěřěň ¡ńěňěŋšż čřşŕŕż (1), šő ěśšĳ śňěęŋżě łńăśśż, ć łőšőřżţ ěśšĳ ŕřěďśšăćĺšěńĺ | űĺłńż, ă ğăšěň řăśśňăšřĺćăěň ťăłšőřčřşŕŕş ŕő śňěęŋżň łńăśśăň, śőďěřęăźĺň čřăŋĺűż. Ć ĺšőčě ŕőńşůăěň p-ľ ůńěŋ čřăďşĺřőćăŋŋőľ čřşŕŕż, ŕřĺśőěďĺŋěŋŋőľ ł ťĺńĳšřőćăŋŋőľ čřşŕŕě H_{p+q}, šő ěśšĳ ťăłšőřčřşŕŕş H^{(p)}_{p+q}(X)=H^{(p−1)}_{p+q} (X): Ŕřőčřăňňă ďń£ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőčő ćż£śŋěŋĺ£ ćśěčő ¡šőčő ĺ ěśšĳ śŕěłšřăńĳŋă£ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ.

Ďăďĺň šőůŋżě őŕřěďěńěŋĺ£. Ć E^0_{p;q} ěśšĳ ďćě ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ ŕőďčřşŕŕ, ă ĺňěŋŋő:

Z^r_{p;q} = {¸|∃a ∈ ¸; @a ⊂ X_{p−r}}

(ğďěśĳ a | ŕřěďśšăćĺšěńĳ śňěęŋőčő łńăśśă ¸),

B^r_{p;q} = {¸|∃b ∈ X_{p+r−1} ; @b ∈ ¸}:

§śŋő, ůšő B^r_{p;q} ⊂ Z^r_{p;q} ďń£ ćśěţ r. Łřőňě šőčő,

Z^r_{p;q} ⊃ Z^{r+1}_{p;q} | čřşŕŕż şňěŋĳÿă¿šś£ ĺ B^r_{p;q} ⊂ B^{r+1}_{p;q} | čřşŕŕż şćěńĺůĺćă¿šś£.

Ŕőńőęĺň Z^r_{p;q}=B^r_{p;q} = E^r_{p;q}:

Ěśńĺ ŋăÿă ťĺńĳšřăűĺ£ ŕřőśšřăŋśšćă X łőŋěůŋă, šő ć ŋěłőšőřżľ ňőňěŋš śĺšşăűĺ£ śšăąĺńĺğĺřşěšś£ ĺ śőőšćěšśšćş¿źĺě śšăąĺńĳŋżě čřşŕŕż E^∞_{p;p} ≡ lim_{r→∞} E^r_{p;q} şďőćńěšćőř£ěš śőőšŋőÿěŋĺ¿ E^∞_{p;q} = H^{(p)}_{p+q}(X)=H^{(p−1)}_{p+q} (X):

Šăłĺň őąřăğőň, ďĺăčőŋăńĳ {(p; q)|p + q = i} šăąńĺűż {E^∞_{p;q}} őšŋőśĺšś£ ł (p + q)-ňěřŋżň čőňőńőčĺ£ň.

Ŕěřćżě ůńěŋż śŕěłšřăńĳŋőľ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ ĺňě¿š ďőćőńĳŋő ŕřőśšőľ śňżśń. Ŕřěęďě ćśěčő ŋşęŋő ŕřőćěřĺšĳ, ůšő ďćă őŕřěďěńěŋĺ£ čřşŕŕ E^0_{p;q} śőćŕăďă¿š, š.ě.

C_{p+q}(X_p)=C_{p+q}(X_{p−1}) = E^0_{p;q} = Z^0_{p;q}=B^0_{p;q}:

Ďěľśšćĺšěńĳŋő, Z^0_{p;q} śőśšőĺš ĺğ ćśěţ (p+q)-ňěřŋżţ őšŋőśĺšěńĳŋżţ űěŕěľ X_p ŕő ňőďşń¿ X_{p−1}, ă B^0_{p;q} = ∅:

Ńěčłő ŕřőćěřĺšĳ, ůšő

E^1_{p;q} = Z^1_{p;q}=B^1_{p;q} = H_{p+q}(X_p; X_{p−1}):

Ďěľśšćĺšěńĳŋő, Z^1_{p;q} śőśšőĺš ĺğ łńăśśőć śňěęŋőśšĺ, ć łăęďőň ĺğ łőšőřżţ ěśšĳ šăłőľ ŕřěďśšăćĺšěńĳ a; ůšő @a ∈ X_{p−1} (ă śńěďőćăšěńĳŋő ĺ ćśě ŕřěďśšăćĺšěńĺ ¡šőčő śňěęŋőčő łńăśśă şďőćńěšćőř£¿š ¡šőňş şśńőćĺ¿), ă B^1_{p;q} śőśšőĺš ĺğ łńăśśőć śňěęŋőśšĺ, ć łăęďőň ĺğ łőšőřżţ ěśšĳ ŕřěďśšăćĺšěńĳ ćĺďă @b; čďě b ∈ X_p:

Ŋă śŕěłšřăńĳŋőľ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ {E^r_{p;q}} ěśšĳ ěźě őďŋă ďőŕőńŋĺšěńĳŋă£ śšřşłšşřă | ěě ďĺťťěřěŋűĺăńż @^r : E^r_{p;q} → E^r_{p−r;q+r−1}:

İšă őŕěřăűĺ£ őŕřěďěń£ěšś£ śńěďş¿źĺň őąřăğőň. Ŕşśšĳ űěŕĳ a ∈ C_{p+q}(X_p) šăłőćă, ůšő @a ∈ C_{p+q−1}(X_{p−r}); šăł ůšő śőďěřęăźĺľ ěě śňěęŋżľ łńăśś ~¸ ∈ E^0_{p;q} ŕřĺŋăďńěęĺš ŕőďčřşŕŕě Z^r_{p;q} ⊂ E^0_{p;q} ĺ őŕřěďěń£ěš (ŕőśńě ŕřĺćěďěŋĺ£ ŕő ňőďşń¿ ŕőďčřşŕŕż B^r_{p;q}) ŋěłőšőřżľ ¡ńěňěŋš ¸ ∈ E^r_{p;q}. Ąěřěň čřăŋĺűş @a ¡šőľ űěŕĺ. İšő ąşďěš űĺłń, ńěęăźĺľ ć X_{p−r}: Ąěřěň śőďěřęăźĺľ ěčő śňěęŋżľ łńăśś ć čřşŕŕě E^0_{p−r;q+r−1} ≡ C_{p+q−1}(X_{p−r})=C_{p+q−1}(X_{p−r−1} ). Łőŋěůŋő, őŋ ŕřĺŋăďńěęĺš ŕőďčřşŕŕě Z^m_{p−r;q+r−1} ďń£ ń¿ąőčő m = 0; 1; : : :; ∞; ć ůăśšŋőśšĺ ďń£ m = r: Ąěřěň ěčő śňěęŋżľ łńăśś ŕő ňőďşń¿ ŕőďčřşŕŕż B^r_{p−r;q+r−1} , šő ěśšĳ ¡ńěňěŋš čřşŕŕż E^r_{p−r;q+r−1} . Ŋěśńőęŋő ŕřőćěřĺšĳ, ůšő řěğşńĳšăš ŋě ğăćĺśĺš őš ćżąőřă ŕřěďśšăćĺšěń£ a ć śňěęŋőň łńăśśě ¸. İšő ĺ ěśšĳ @^r¸: Ŋăŕřĺňěř, őŕěřăšőř @^0 ďěľśšćşěš ŋă őďŋş łńěšőůłş ćěřšĺłăńĳŋő ćŋĺğ, őŕěřăšőř @^1 | ŋă őďŋş łńěšőůłş ŋăńěćő, @^2 | \ţőďőň łőŋ£" ŋă ďćě łńěšłĺ ćńěćő ĺ ŋă őďŋş ććěřţ, ĺ š.ď. Ćśě ¡šĺ őŕěřăšőřż @^r ďěľśšćş¿š ć śőśěďŋ¿¿ ďĺăčőŋăńĳ (ŋă 1 ŕőŋĺęă¿š šőšăńĳŋş¿ řăğňěřŋőśšĳ p + q).

Őŕěřăűĺ£ @^r ŕřěćřăźăěš ůńěŋ E^r ć űěŕŋőľ łőňŕńěłś:

· · · → E^r_{p+r;q−r+1}^{@r}−→ E^r_{p;q}^{@r}−→ E^r_{p−r;q+r−1} → · · ·

Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ńěčłő ŕřőćěřĺšĳ, ůšő @^r@^r = 0 (čřăŋĺűă őš čřăŋĺűż řăćŋă ŋşń¿). Őŕěřăšőř @^0 | ¡šő čřăŋĺůŋżľ čőňőňőřťĺğň łőňŕńěłśă őšŋőśĺšěńĳŋżţ űěŕěľ C_∗(X_p)=C_∗(X_{p−1});

čőňőńőčĺĺ łőšőřőčő | ¡šő őšŋőśĺšěńĳŋżě čřşŕŕż čőňőńőčĺľ H_i(X_p; X_{p−1}); šő ěśšĳ čřşŕŕż E^1_{p;i−p}: Ćőőąźě, řăśłřżšĺěň őŕřěďěńěŋĺľ ďőłăğżćăěšś£ śńěďş¿źă£ ťşŋďăňěŋšăńĳŋă£ ťőřňşńă, ŕřĺŋăďńěęăźă£ Ę. Ńěřě (łăł ćŕřőůěň ĺ śăňő ŕőŋ£šĺě śŕěłšřăńĳŋőľ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ).

E^{r+1}_{p;q} =

Ker @^r(E^r_{p;q}) Im@^r(E^r_{p+r;q−r+1} ): (2) Šő ěśšĳ śńěďş¿źĺľ ůńěŋ E^{r+1} śŕěłšřăńĳŋőľ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ śőśšőĺš ĺğ čřşŕŕ čőňőńőčĺľ łőňŕńěłśőć, čřşŕŕż C_i łőšőřőčő | ¡šő łńěšłĺ E^r_{p;q} ŕřěďżďşźěčő, ă čřăŋĺůŋżľ őŕěřăšőř | ¡šő šőńĳłő ůšő őŕřěďěńěŋŋżľ őŕěřăšőř @^r:

Ŕřĺňěř. Ěźě řăğ řăśśňőšřĺň śńşůăľ ďćşůńěŋŋőľ ťĺńĳšřăűĺĺ X_0 ⊂ X ĺ şąěďĺňś£, ůšő śőőšćěšśšćş¿źă£ śŕěłšřăńĳŋă£ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ¡łćĺćăńěŋšŋă šőůŋőľ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ ŕăřż (X; X_0).

Ůńěŋ E^1 śŕěłšřăńĳŋőľ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ ĺğőąřăęěŋ ŋă řĺś. 1. Ğă i-ňěřŋżě čőňőńőčĺĺ őšćěůăěš ďĺăčőŋăńĳ, ŋă łőšőřőľ ňőčşš ążšĳ ŋěŋşńěćżňĺ ńĺÿĳ ďćě łńěšłĺ E^1_{0;i} ≡ H_i(X_0) ĺ E^1_{1;i−1} ≡ H_i(X; X_0) ¡šőčő ůńěŋă. Ć ¡šőň śńşůăě E^∞ = E^2:

H_{i−1}(X_0)

H_i(X_0)

H_{i+1}(X_0) H_{i+2}(X; X_0)

H_{i+1}(X; X_0) H_i(X; X_0) · · · · · ·

· · · · · ·

6

q = i + 1 q = i q = i − 1 q

p p = 0 p = 1 p ≥ 2

-

0 0 0

Řĺś. 1: Ś. ŕ. ďń£ ďćşůńěŋŋőľ ťĺńĳšřăűĺĺ

Ďĺťťěřěŋűĺăń @^1; ďěľśšćş¿źĺľ ŋă ¡šőň ůńěŋě, | ¡šő ŕřőśšő ćśěćőğňőęŋżě čřăŋĺůŋżě őŕěřăšőřż ĺğ šőůŋőľ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ ŕăřż:

H_i(X_0)^{@1}←− H_{i+1}(X_1; X_0) H_{i−1}(X_0)^{@1}←− H_i(X_1; X_0)

Ŕőśńě ďěľśšćĺ£ ¡šőčő ďĺťťěřěŋűĺăńă ŕőńşůăěň ć šőůŋőśšĺ šő, ůšő ĺňěńĺ ć šőůŋőľ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ ŕăřż. Ă ĺňěŋŋő, ďń£ ń¿ąőčő i ŋă ďĺăčőŋăńĺ (p + q = i) ŕőńşůăěň ŕăřş čřşŕŕ, ŕřĺśőěďĺŋěŋŋş¿ ł ťĺńĳšřőćăŋŋőľ čřşŕŕě H_i(X) | ěě ŕőďčřşŕŕş E^2_{0;i}, ĺğőňőřťŋş¿ ťăłšőřčřşŕŕě H_i(X_0)=@^1H_{i+1}(X; X_0) ĺ ťăłšőřčřşŕŕş E^2_{1;i−1} ≡ H_i(X)=E^2_{0;i}; řăćŋş¿ £ďřş ďĺťťěřěŋűĺăńă @^1 : H_i(X; X_0) → H_{i−1}(X_0):

Ŕőśńě ¡šőčő śŕěłšřăńĳŋă£ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ śšăąĺńĺğĺřşěšś£: E^2 ≡ E^3 ≡ · · · ≡ E^∞. (Ć šăłĺţ śńşůă£ţ čőćőř£š ěźě, ůšő śŕěłšřăńĳŋă£ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ćżřőęďăěšś£ ć ůńěŋě E^2: ćśě ŕőśńěďş¿źĺě ďĺťťěřěŋűĺăńż @^r; r ≥ 3; šřĺćĺăńĳŋż.) Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ń¿ąőľ ďĺťťěřěŋűĺăń @^r, r ≥ 3; ďěľśšćşěš ńĺąő ĺğ ŋşńěćőľ čřşŕŕż, ńĺąő ć ŋşńěćş¿.

Ŕřĺňěř. Šřěţůńěŋŋă£ ťĺńĳšřăűĺ£ X_0 ⊂ X_1 ⊂ X_2 = X.

Ůńěŋ E^1 śŕěłšřăńĳŋőľ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ, ść£ğăŋŋőľ ś šřěţůńěŋŋőľ ťĺńĳšřăűĺěľ, ćżčń£ďĺš łăł ŕőłăğăŋő ŋă řĺś. 2

Ğďěśĳ ćśě čőřĺğőŋšăńĳŋżě śšřěńłĺ | ¡šő ďĺťťěřěŋűĺăńż @^1. Łăł ĺ ć őąźěň śńşůăě, šăłőľ ďĺťťěřěŋűĺăń, ďěľśšćş¿źĺľ ĺğ łńěšłĺ E^1_{p+1;q} ć E^1_{p;q} | ¡šő ŕřőśšő čřăŋĺůŋżľ őŕěřăšőř ĺğ šőůŋőľ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ šřőľłĺ (X_p; X_{p−1}; X_{p−2}):

H_{i+1}(X_p; X_{p−1})^i−→ H_{i+1}(X_{p+1} ; X_{p−1})^j−→ H_{i+1}(X_{p+1}; X_p)^@−→ H_i(X_p; X_{p−1}): (3)

čďě i = p + q:

Ŋăŕřĺňěř, śšřěńőůłă, śőěďĺŋ£¿źă£ ŋă řĺś. 2 łńěšőůłĺ (p; q) = (2; i − 1) ĺ (1; i − 1); | ¡šő őŕěřăšőř @ ĺğ ťřăčňěŋšă H_{i+1}(X_2; X_1)^@−→ H_i(X_1; X_0):

H_{i−1}(X_0)

H_i(X_0)

H_{i+1}(X_0) H_{i+3}(X_2; X_1) H_{i+2}(X_2; X_1) H_{i+1}(X_2; X_1) · · · · · ·

· · · · · ·

6

q = i + 1 q = i q = i − 1 q

p p = 0 p = 2 p ≥ 3

0 0 0 H_{i+2}(X_1; X_0) H_{i+1}(X_1; X_0) H_i(X_1; X_0) · · ·

· · ·

p = 1

-

← ← ← ← ← ←

Řĺś. 2: Ś. ŕ. ďń£ šřěţůńěŋŋőľ ťĺńĳšřăűĺĺ

(Łőŋěůŋő, ŕřĺ p = 0 ¡šőš őŕěřăšőř ŕřőźě őŕĺśăšĳ łăł ďĺťťěřěŋűĺăń ĺğ šőůŋőľ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ ŕăřż (X_1; X_0); ŋő ćśŕőňŋĺň, ůšő ňż ŕřěďşśňőšřĺšěńĳŋő ććěńĺ (−1)-ľ ůńěŋ ťĺńĳšřăűĺĺ, X_{−1} = ∅ : : :)

2 Ńěłűĺ£ 2

Ŕőśńě ďěľśšćĺ£ ¡šőčő ďĺťťěřěŋűĺăńă ŕőńşůăěň ůńěŋ E^2: Ěčő čřşŕŕż E^2_{p;q} ŕőńşůěŋż ĺğ ăŋăńőčĺůŋżţ čřşŕŕ E^1_{p;q} śńěďş¿źĺň őąřăğőň.

1) ć \ŋşńěćőň" śšőńąűě ťăłšőřĺğşěň čřşŕŕż H_q(X_0) ŕő őąřăğş ďĺťťěřěŋűĺăńă @^1; 2) ć śšőńąűě p = 2 ąěřěň £ďřő ďĺťťěřěŋűĺăńă @^1; ďěľśšćş¿źěčő ĺğ H_{q+2}(X_2 ; X_1); ć H_{q+1}(X_1; X_0); šő ěśšĳ šőńĳłő šăłĺě ¡ńěňěŋšż ¡šőľ čřşŕŕż, čřăŋĺűż łőšőřżţ ć X_1 čőňőńőčĺůŋż űĺłńăň, ńěęăźĺň ć X_0:

3) ć śšőńąűě p = 1 ąěřěň £ďřő őšőąřăęěŋĺ£ @^1; šő ěśšĳ šăłĺě ¡ńěňěŋšż čřşŕŕ H_∗(X_1 ; X_0); čřăŋĺűă łőšőřżţ čőňőńőčĺůŋă ŋşń¿ ć X_0; ĺ ďőŕőńŋĺšěńĳŋő ťăłšőřĺğşěň ŕő čřăŋĺűăň őšŋőśĺšěńĳŋżţ űĺłńőć X_2modX_1:

Śřěďŋĺľ śšőńąěű śšăąĺńĺğĺřşěšś£ ć ŕőńşůěŋŋőň ŕőśńě ¡šőčő ůńěŋě E^2; ć ďăńĳŋěľÿěň őŋ şęě ŋě ĺğňěŋ£ěšś£. Ŋő őśšăěšś£ ěźě (ćőőąźě čőćőř£) ŋěšřĺćĺăńĳŋőě ďěľśšćĺě ĺğ čřşŕŕ E^2_{2;i−1} ć E^2_{0;i}, šő ěśšĳ ĺğ ¡ńěňěŋšőć čřşŕŕ H_{i+1}(X_2; X_1); ńěęăźĺţ ć £ďřě ŕěřćőčő ďĺťťěřěŋűĺăńă, ć ťăłšőřčřşŕŕş H_i(X_0) ŕő őąřăğş ďĺťťěřěŋűĺăńă. İšő ďěľśšćĺě şśšřőěŋő śńěďş¿źĺň őąřăğőň. Ąěřěň ¡ńěňěŋš ć H_{i+1}(X_2; X_1), ŕřĺŋăďńěęăźĺľ £ďřş @^1. Ć śĺńş šőůŋőśšĺ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ (3) ć ůńěŋě H_{i+1}(X_{p+1} ; X_p) ś p = 1; őŋ ńěęĺš ć őąřăğě ŕřěďżďşźěčő őšőąřăęěŋĺ£, š.ě. ş ŋěčő ěśšĳ ŕřőőąřăğ ć H_{i+1}(X_2; X_0): Ćőğĳňěň šăłőľ ŕřőőąřăğ ¸ ĺ őšőąřăğĺň ěčő ć H_i(X_0) ŕőśřěďśšćőň čřăŋĺůŋőčő őŕěřăšőřă

@ : H_{i+1}(X_2; X_0) → H_i(X_0) (4)

ĺğ šőůŋőľ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ ŕăřż. Ć řěğşńĳšăšě ŕőńşůĺň šřěąşěňżľ ¡ńěňěŋš.

Ćőğŋĺłăěš ćőŕřőś: ŕőůěňş ¡šő őŕřěďěńěŋĺě łőřřěłšŋő? Ůšőąż ŕřőćěřĺšĳ łőřřěłšŋőśšĳ őŕěřăűĺĺ, řăśśňőšřĺň ďćă řăğŋżţ ŕřőőąřăğă ¸ ĺ ¸^′ ∈ H_{i+1}(X_2; X_0) Őŋĺ őšńĺůă¿šś£ ŋă ¡ńěňěŋš £ďřă őšőąřăęěŋĺ£ j (śň. (3)), š.ě. ŋă ¡ńěňěŋš őąřăğă čřşŕŕż H_{i+1}(X_1; X_0) ŕřĺ őšőąřăęěŋĺĺ i. Śőőšćěšśšćěŋŋő ĺ ĺţ čřăŋĺůŋżě ¡ńěňěŋšż ć čřşŕŕě H_i(X_0) ŕřĺ őšőąřăęěŋĺĺ (4) őšńĺůă¿šś£ ŋă čřăŋĺűş ŋěłőšőřőčő ¡ńěňěŋšă čřşŕŕż H_{i+1}(X_1; X_0): Ŋő ćśŕőňŋĺň, ůšő čřşŕŕă E^2_{0;1} őŕřěďěń£ńăśĳ ć šőůŋőśšĺ łăł ťăłšőř čřşŕŕż H_i(X_0) ŕő ňŋőęěśšćş šăłĺţ čřăŋĺű. Ŕő¡šőňş őŕěřăűĺ£ @^2 őŕřěďěńěŋă łőřřěłšŋő.

Ŕřĺňěř. Ťĺńĳšřăűĺ£ łńěšőůŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă őśšőćăňĺ X_i = sk^i(X):

Ć ¡šőň śńşůăě

E^1_{p;q} = H_{p+q}(X_p; X_{p−1}) = ~H_{p+q}(X_p=X_{p−1}) = ~H_{p+q}( ⋁ S^p):

(Ŋăŕőňŋĺň, ůšő ~H őğŋăůăěš čőňőńőčĺĺ, ŕřĺćěďěŋŋżě ŕő ňőďşń¿ šőůłĺ.) Ć ŕőśńěďŋěľ ťőřňşńě ⋁ S^p | ¡šő ąşłěš śťěř, śőőšćěšśšćş¿źĺţ ćśěň p-ňěřŋżň łńěšłăň łőňŕńěłśă X. İšĺ čřşŕŕż čőňőńőčĺľ ąşďşš ŋěšřĺćĺăńĳŋż ńĺÿĳ ŕřĺ q = 0: İšő őğŋăůăěš, ůšő ůńěŋ E^1 śőśšőĺš ńĺÿĳ ĺğ őďŋőľ ŋěŋşńěćőľ śšřőłĺ q = 0: Ŕřĺ ¡šőň ěčő ďĺťťěřěŋűĺăńż @^1 | ¡šő őążůŋżě ďĺťťěřěŋűĺăńż ĺğ šőůŋőľ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ šřőľłĺ. Őŋĺ őŕřěďěń£¿šś£ ś ŕőňőźĳ¿ łő¡ťťĺűĺěŋšőć ĺŋűĺďěŋšŋőśšĺ, śň. łőŋśŕěłšż 2-čő śěňěśšřă.

Ŕőśńě ¡šőčő śŕěłšřăńĳŋă£ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ćżřőęďăěšś£:

E^2 = E^3 = : : : = E^∞:

Čőňőňőřťĺğň śŕěłšřăńĳŋżţ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšěľ

Čőňőňőřťĺğňőň śŕěłšřăńĳŋżţ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšěľ ŋăğżćăěšś£ ŋăąőř čőňőňőřťĺğňőć »E^r_{p;q} → E^r_{p;q}; őŕřěďěńěŋŋżţ ďń£ ćśěţ p; q ĺ r, łőšőřżě łőňňşšĺřş¿š śő ćśěňĺ ďĺťťěřěŋűĺăńăňĺ @^r.

İšő ăąśšřăłšŋőě őŕřěďěńěŋĺě śőőšćěšśšćşěš śńěďş¿źěľ ŕřőśšőľ čěőňěšřĺůěśłőľ śĺšşăűĺĺ. Ŕşśšĳ ğăďăŋż ďćă ťĺńĳšřőćăŋŋżţ ŕřőśšřăŋśšćă

»X_0 ⊂ »X_1 ⊂ : : : ⊂ »X

X_0 ⊂ X_1 ⊂ : : : ⊂ X

ĺ őšőąřăęěŋĺě »X → X, şćăęă¿źěě ťĺńĳšřăűĺ¿, š.ě. »X_p → X_p: Šőčďă šăłőě őšőąřăęěŋĺě ĺŋďşűĺřşěš čőňőňőřťĺğň śŕěłšřăńĳŋżţ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšěľ.

Őďŋő ĺğ čńăćŋżţ ŕřĺňěŋěŋĺľ čőňőňőřťĺğňă śŕěłšřăńĳŋżţ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšěľ őśŋőćăŋő ŋă śńěďş¿źěň şšćěřęďěŋĺĺ, łőšőřőě ďőśšăšőůŋő őůěćĺďŋő.

Šěőřěňă 1 Ŕşśšĳ »E^r_{p;q} → E^r_{p;q} | čőňőňőřťĺğňőň śŕěłšřăńĳŋżţ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšěľ.

Ŕşśšĳ, ďăńěě, ďń£ ŋěłőšőřőčő r ¡šőš čőňőňőřťĺğň £ćń£ěšś£ ĺğőňőřťĺğňőň ćő ćśěţ łńěšłăţ (p; q). Šőčďă őŋ ąşďěš ĺğőňőřťĺğňőň ĺ ďń£ ćśěţ r^′ ≥ r; ă čřşŕŕż čőňőńőčĺľ, ł łőšőřżň śţőď£šś£ ¡šĺ śŕěłšřăńĳŋżě ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ, ĺğőňőřťŋż (ěśńĺ ěśšĳ śţőďĺňőśšĳ).

Šăł ďőłăğżćă¿šś£ ňŋőčĺě šěőřěňż ő śőćŕăďěŋĺĺ řăğńĺůŋżţ šěőřĺľ čőňőńőčĺľ (ŋăŕřĺňěř, śĺŋčşń£řŋżţ ĺ łńěšőůŋżţ, śĺŋčşń£řŋżţ łőčőňőńőčĺľ ś ćěźěśšćěŋŋżňĺ łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ ĺ łőčőňőńőčĺľ ďě Řăňă), ďăęě ěśńĺ śăňĺ čőňőńőčĺĺ ćżůĺśńĺšĳ ŕřĺ ¡šőň ŋě şďăěšś£.

Śŕěłšřăńĳŋă£ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ řăśśńőěŋĺ£

Ŕşśšĳ ı : X^F−→ B | ńőłăńĳŋő šřĺćĺăńĳŋőě řăśśńőěŋĺě, ŕřĺůěň ąăğă B | łńěšőůŋőě ŕřőśšřăŋśšćő. Ňőęŋő ŕőŕřőąőćăšĳ ŕőśůĺšăšĳ čőňőńőčĺĺ X ś ŕőňőźĳ¿ ťĺńĳšřăűĺĺ, ĺŋďşűĺřőćăŋŋőľ ťĺńĳšřăűĺěľ B_i = sk^i(B); š.ě. ś ŕőňőźĳ¿ ťĺńĳšřăűĺĺ X_i = ı^{−1}(B_i):

Ŋěśńőęŋő şąěďĺšĳś£, ůšő

E^1_{p;q} = H_{p+q}(X_p=X_{p−1}) ∼= (H_q(F ))ůĺśńő^p-ňěřŋżţ łńěšőł ąăğż:

Ć śăňőň ďěńě, B_p \ B_{p−1} śőśšőĺš ĺğ ŋăąőřă p-ňěřŋżţ ďĺśłőć. Ŋăď łăęďżň ĺğ ŋĺţ řăśśńőěŋĺě šřĺćĺăńĳŋő, šő ěśšĳ ¡łćĺćăńěŋšŋő F × _D^p, čďě _D^p { őšłřżšżľ p-ňěřŋżľ ÿăř. Ŕőśńě ŕřĺćěďěŋĺ£ ŕő ňőďşń¿ X_{p−1} łăęďżľ ĺğ ďĺśłőć ďăśš ćłńăď ć čřşŕŕş H_∗(X_p; X_{p−1}); ĺğőňőřťŋżľ

H_∗(F × D^p; F × S^{p−1} ) = H_{∗−p}(F ):

Ŕő¡šőňş čřşŕŕă H_∗(X_p; X_{p−1}); ĺğőňőřťŋă ŕř£ňőľ śşňňě čřşŕŕ H_{∗−p}(F ) ŕő ćśěň p-ňěřŋżň łńěšłăň. Ěě ěśšěśšćěŋŋő řăśśňăšřĺćăšĳ łăł čřşŕŕş C_p(B; H_q(F )); šő ěśšĳ čřşŕŕş łńěšőůŋżţ űěŕěľ CW -łőňŕńěłśă B ś łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ ć H_q(F ): ń¿ąőľ p-ňěřŋőľ łńěšłě śšăćĺšś£ ć śőőšćěšśšćĺě ¡ńěňěŋš čřşŕŕż H_{∗−p}(F ). Ąőńěě śšřőčő, ĺğőňőřťĺğň

– : C_p(B; H_q(F )) → H_{p+q}(X_p=X_{p−1}) = E^1_{p;q} (5)

řěăńĺğşěšś£ śńěďş¿źĺň őąřăğőň. Ćőğĳňěň p-ňěřŋş¿ łńěšłş ąăğż. Ďń£ ŋěě ěśšĳ ţăřăłšěřĺśšĺůěśłőě őšőąřăęěŋĺě ’ : (D^p; @D^p) → (B_p; B_{p−1});

őŕřěďěń£¿źěě čőňěőňőřťĺğň D^p \ @D^p ŋă ¡šş łńěšłş. Ŋăď ÿăřőň řăśśňăšřĺćăěň ĺŋďşűĺřőćăŋŋőě řăśśńőěŋĺě ~X → D^p; čďě

~X = {(x; y) ∈ (D^p × X)| ’(x) = ı(y)};

ă ŕřőěłűĺ£ ~X → D^p ğăďăěšś£ ğăążćăŋĺěň ¡ńěňěŋšă y ŕăřż (x; y). İšő řăśśńőěŋĺě ĺğőňőřťŋő šřĺćĺăńĳŋőňş řăśśńőěŋĺ¿ D^p × F ĺ ŕřőśšřăŋśšćő ~X čőňěőňőřťŋő D^p × F: Ťĺłśĺřşěň šăłőľ čőňěőňőřťĺğň. Ěśńĺ ğăďăŋ q-ňěřŋżľ űĺłń ¸ ć F; šő ćőğŋĺłăěš (q + p)-ňěřŋă£ űěŕĳ D^p ×¸ ć D^p × F: (Ŕřĺ ŕőňőźĺ łőŋśšřşłűĺĺ łńěšőůŋżţ űěŕěľ ŕř£ňőě ŕřőĺğćěďěŋĺě űěŕěľ ňőęŋő řăśśňăšřĺćăšĳ łăł űěŕĳ ć ŕř£ňőň ŕřőĺğćěďěŋĺĺ.) Ŕřĺ ¡šőň

@(D^p × ¸) ⊂ S^{p−1} × F

(ňż şůńĺ, ůšő @¸ = 0), šő ěśšĳ ¡šă űěŕĳ £ćń£ěšś£ őšŋőśĺšěńĳŋżň űĺłńőň ŕăřż (D^p ×F; S^{p−1} × F ). Śőŕőśšăćĺň łăęďőľ šőůłě (x; y) ∈ ~X šőůłş y ∈ X: Ŕřĺ ¡šőň űěŕĳ D^p × ¸ ŕěřěľďěš ć űěŕĳ ć ŕřőśšřăŋśšćě X_p; ŕřĺůěň ěčő čřăŋĺűă @(D^p × ¸) ŕěřěľďěš ć űĺłń, ńěęăźĺľ ć ŕřőśšřăŋśšćě X_{p−1}: Šăłĺň őąřăğőň, ňż ŕőńşůăěň őšŋőśĺšěńĳŋżľ łńăśś čőňőńőčĺľ X_p ŕő ňőďşń¿ X_{p−1}: Ďěńă£ šő ęě śăňőě ďń£ łăęďőľ p-ňěřŋőľ łńěšłĺ ć B, ňż ćś£łőňş ¡ńěňěŋšş čřşŕŕż C_p(B; H_q(F )) śőŕőśšăćĺň ¡ńěňěŋš ĺğ H_{p+q}(X_p=X_{p−1}): İšő ğăďăěš šřěąşěňżľ ĺğőňőřťĺğň (5).

Ğăľňěňś£ ćżůĺśńěŋĺěň ůńěŋă E^2: Ďń£ ¡šőčő ŋşęŋő řăśśňőšřěšĳ ďĺťťěřěŋűĺăń @^1, ďěľśšćş¿źĺľ ŋă čřşŕŕż E^1_{p;q} ć ŋăŕřăćńěŋĺĺ ←−; šő ěśšĳ ŕěřěćőď£źĺľ ŋěłőšőřş¿ čřşŕŕş, ĺğőňőřťŋş¿ C_p(B; H_q(F )), ć čřşŕŕş, ĺğőňőřťŋş¿ C_{p−1}(B; H_q(F )).

Ţőůěšś£ \şčăďăšĳ őšćěš:" E^2_{p;q} = H_p(B; H_q(F )); ŋő ¡šő, ćőőąźě čőćőř£, ąşďěš ŋěćěřŋő. Ŕřőąńěňă ć šőň, ůšő ŕőśšřőěŋŋżľ ćżÿě ĺğőňőřťĺğň (5) ŋě łăŋőŋĺůěśłĺľ. Ďń£ ěčő ŕőśšřőěŋĺ£ ňż ťĺłśĺřőćăńĺ ŋěłőšőřżě čőňěőňőřťĺğňż ňěęďş śšăŋďăřšŋżň śńőěň F ŋăÿěčő řăśśńőěŋĺ£ ĺ śńő£ňĺ ŋăď űěŋšřăńĳŋżňĺ šőůłăňĺ x_k p-ňěřŋżţ łńěšőł. Ěśńĺ ďń£ ŋěłőšőřőľ łńěšłĺ ňż ğăňěŋĺň šăłőľ čőňěőňőřťĺğň f : F → ı^{−1}(x_k) ŋă ăŋăńőčĺůŋżľ čőňěőňőřťĺğň f^′, šő ć (5) őŕěřăšőř –^{−1} ĺğňěŋĺšś£ śńěďş¿źĺň őąřăğőň: ŋă śńăčăěňőě H_q(F ) ć ńěćőľ ůăśšĺ (5), śőőšćěšśšćş¿źěě ¡šőľ łńěšłě, ŋşęŋő ŕőďěľśšćőćăšĳ ĺğőňőřťĺğňőň ((f^′)^{−1} ∘ f)_∗ : H_q(F ) → H_q(F ):

Ďń£ šőčő, ůšőąż ŕřăćĺńĳŋő őŕřěďěńĺšĳ ďĺťťěřěŋűĺăńż @^2, ŋşęŋő őšőęďěśšćĺšĳ čőňőńőčĺĺ śńőěć ŋăď űěŋšřăńĳŋżňĺ šőůłăňĺ łńěšőł řăğňěřŋőśšĺ p ĺ ńěęăźĺţ ć ĺţ čřăŋĺűě łńěšőł řăğňěřŋőśšĺ p − 1. Šăłĺě őšőęďěśšćńěŋĺě ňőęŋő ŕřőĺğćěśšĺ, śőěďĺŋĺć šőůłĺ ŕşš£ňĺ, ńěęăźĺňĺ ŕőůšĺ ŕőńŋőśšĳ¿ ć ą«őńĳÿěľ łńěšłě (řăğňěřŋőśšĺ p) ĺ ńĺÿĳ ć ŕőśńěďŋĺľ ňőňěŋš ŕřĺţőď£źĺňĺ ć šőůłş ňěŋĳÿěľ łńěšłĺ. Ń¿ąőľ šăłőľ ŕşšĳ l : [0; 1] → B ğăďăěš ĺğőňőřťĺğň ňěęďş čőňőńőčĺ£ňĺ śńőěć ŋăď ěčő ŋăůăńĳŋőľ ĺ łőŋěůŋőľ šőůłőľ. Ťőřňăńĳŋőě őŕřěďěńěŋĺě ¡šőčő ĺğőňőřťĺğňă šăłőćő. Řăśśňőšřĺň řăśśńőěŋĺě X^′ → [0; 1]; ĺŋďşűĺřőćăŋŋőě ¡šĺň ŕşšěň l ĺğ ĺśţőďŋőčő řăśśńőěŋĺ£, ĺ ğăťĺłśĺřşěň ŕřőĺğćőńĳŋş¿ šřĺćĺăńĺğăűĺ¿ ¡šőčő řăśśńőěŋĺ£ ŋăď [0; 1]. İšă šřĺćĺăńĺğăűĺ£ ğăďăěš őšőęďěśšćńěŋĺě ňěęďş čřşŕŕăňĺ čőňőńőčĺľ ćśěţ śńőěć řăśśńőěŋĺ£, ć ůăśšŋőśšĺ śńőěć ŋăď ŋăůăńĳŋőľ ĺ łőŋěůŋőľ šőůłăňĺ. Ńěčłő ćĺďěšĳ, ůšő ¡šő őšőęďěśšćńěŋĺě ŋě ğăćĺśĺš őš ćżąőřă šřĺćĺăńĺğăűĺĺ ĺŋďşűĺřőćăŋŋőčő řăśśńőěŋĺ£. Ś ďřşčőľ śšőřőŋż, ć śĺńş őŕřěďěńěŋĺ£ ĺŋďşűĺřőćăŋŋőčő řăśśńőěŋĺ£ śńőĺ ŋăď łőŋűěćżňĺ šőůłăňĺ őšřěğłă őšőęďěśšćń£¿šś£ śő śńő£ňĺ ĺśţőďŋőčő řăśśńőěŋĺ£ ŋăď šőůłăňĺ l(0) ĺ l(1). Ŕő¡šőňş ňż ŕőńşůĺńĺ ĺğőňőřťĺğň H_∗(ı^{−1}(l(0))) ≃ H_∗(ı^{−1}(l(1))). Őŋ ğăćĺśĺš šőńĳłő őš čőňőšőŕĺůěśłőčő łńăśśă ŕşšĺ l ć łńăśśě ŕşšěľ ś ťĺłśĺřőćăŋŋżňĺ łőŋűăňĺ.

Ć ůăśšŋőśšĺ, ěśńĺ ŋăůăńő ĺ łőŋěű ŋăÿěčő ŕşšĺ śőćŕăďă¿š, l(0) = l(1); šő őŋ ğăďăěš ăćšőňőřťĺğň čřşŕŕż H_∗(ı^{−1}(l(0))) ć śěą£, ğăćĺś£źĺľ šőńĳłő őš łńăśśă ¡šőčő ŕşšĺ ć ťşŋďăňěŋšăńĳŋőľ čřşŕŕě ąăğż; šěň śăňżň ğăďăěšś£ čőňőňőřťĺğň ı_1(B) → AutH_∗(F ); łőšőřżľ ŋăğżćăěšś£ ŕřěďśšăćńěŋĺěň ňőŋőďřőňĺĺ ďń£ ŋăÿěčő řăśśńőěŋĺ£.

Őďŋăłő ěśńĺ ňěŋĳÿă£ łńěšłă ŋěśłőńĳłő řăğ ćţőďĺš ć čřăŋĺűş ąőńĳÿěľ (šăłőćă ŋăŕřĺňěř śĺšşăűĺ£ śő śšăŋďăřšŋżň łńěšőůŋżň řăğąĺěŋĺěň ŕřőěłšĺćŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă), šő łăęďőňş šăłőňş ćţőęďěŋĺ¿ śőőšćěšśšćşěš śćőľ ŕşšĳ ć ąőńĳÿěľ łńěšłě, śőěďĺŋ£¿źĺľ ĺţ űěŋšřż, ă śńěďőćăšěńĳŋő śćőě (ćőőąźě čőćőř£ ŋě őďŋő ĺ šő ęě) őšőęďěśšćńěŋĺě čřşŕŕ čőňőńőčĺľ śńőěć ŋăď ŋĺňĺ.

Ŋăŕőňŋĺň, ůšő ŕřĺ ćżůĺśńěŋĺĺ łńěšőůŋżţ łőčőňőńőčĺľ łńěšőůŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă B, śłăęěň ś łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ ć Z; čřăŋĺůŋżľ őŕěřăšőř C_p → C_{p−1} ć łőňŕńěłśě łńěšőůŋżţ űěŕěľ őŕřěďěń£ńś£ ć šěřňĺŋăţ łő¡ťťĺűĺěŋšőć ĺŋűĺďěŋšŋőśšĺ: čřăŋĺűă p-ňěřŋőľ łńěšłĺ a^p_i řăćŋă ∑ k[a^p_i : a^{p−1}_k ]a^{p−1}_k ; čďě ĺŋďěłś k ŋşňěřşěš ćśě (p − 1)-ňěřŋżě łńěšłĺ a^{p−1}_k ; ă [a^p_i : a^{p−1}_k ] | ¡šő ĺ ěśšĳ łő¡ťťĺűĺěŋš ĺŋűĺďěŋšŋőśšĺ őřĺěŋšĺřőćăŋŋżţ łńěšőł a^p_i ĺ a^{p−1}_k , řăćŋżľ ăńčěąřăĺůěśłőňş ůĺśńş ćţőęďěŋĺľ łńěšłĺ a^{p−1}_k ć čřăŋĺűş a^p_i . Ěčő ňőęŋő őŕřěďěń£šĳ ŕřĺ ŕőňőźĺ ŕőŋ£šĺ£ śšěŕěŋĺ őšőąřăęěŋĺ£. Ĺňěŋŋő, ŕřĺ řăğşňŋőň ćżąőřě ţăřăłšěřĺśšĺůěśłőčő őšőąřăęěŋĺ£ ffl^p_i : D^p → B ďń£ łńěšłĺ a^p_i ĺ \űěŋšřăńĳŋżţ" šőůěł ć łńěšłăţ a^{p−1}_k ; ń¿ąă£ šăłă£ űěŋšřăńĳŋă£ šőůłă őąńăďăěš őłřěśšŋőśšĳ¿ ¸_k ∈ a^{p−1}_k šăłőľ ůšő (ffl^p_i )^{−1}(¸_k) £ćń£ěšś£ ŋěść£ğŋżň őąžěďĺŋěŋĺěň ŋěśłőńĳłĺţ (p − 1)-ňěřŋżţ ÿăřőć ć S^{p−1} = @D^p ĺ őčřăŋĺůěŋĺě ffl^p_i ŋă łăęďżľ ĺğ ŋĺţ | čőňěőňőřťĺğň ŋă ¸_k: Ďń£ ń¿ąőľ ĺğ šăłĺţ łőňŕőŋěŋš fi_j ć S^{p−1} őŕřěďěńĺň ěě ĺŋďěłś, řăćŋżľ 1 ĺńĺ −1 ć ğăćĺśĺňőśšĺ őš šőčő, śőćŕăďăěš ĺńĺ ŋěš śőąśšćěŋŋă£ őřĺěŋšăűĺ£ ¸_k (ĺŋďşűĺřőćăŋŋă£ ĺğ ťĺłśĺřőćăŋŋőľ őřĺěŋšăűĺĺ łńěšłĺ a^{p−1}_k ) c őřĺěŋšăűĺěľ, ĺŋďşűĺřőćăŋŋőľ őšőąřăęěŋĺěň ffl^p_k ĺğ śšăŋďăřšŋőľ őřĺěŋšăűĺĺ S^{p−1} : Łő¡ťťĺűĺěŋš [a^p_i : a^{p−1}_k ] řăćěŋ śşňňě ¡šĺţ ĺŋďěłśőć ŕő ćśěň łőňŕőŋěŋšăň fi_j:

Šěŕěřĳ ćěřŋěňś£ ł śńşůă¿ čřăŋĺůŋőčő őŕěřăšőřă @^1 : C_p(B; H_q(F )) → C_{p−1}(B; H_q(F )); şůăśšćş¿źěčő ć ćżůĺśńěŋĺĺ ůńěŋă E^2 śŕěłšřăńĳŋőľ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ řăśśńőěŋĺ£. Ŋăň ŋşęŋő ďń£ ń¿ąőľ p-ňěřŋőľ łńěšłĺ a_i ĺ ń¿ąőčő ¡ńěňěŋšă ‚ čřşŕŕż H_q(F ) őŕřěďěńĺšĳ čřăŋĺűş űěŕĺ, řăćŋőľ ‚ ŋă ¡šőľ łńěšłě ĺ ŋşń¿ ŋă ćśěţ őśšăńĳŋżţ. İšă čřăŋĺűă ćŋőćĳ řăćŋă śşňňě łńěšőł a^{p−1}_k ; ćğ£šżţ ś ŋěłőšőřżňĺ łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ, ŕřĺŋăďńěęăźĺňĺ čřşŕŕě H_q(F ): Šăłőľ łő¡ťťĺűĺěŋš, śőőšćěšśšćş¿źĺľ łńěšłě a^{p−1}_k , ćŋőćĳ řăćěŋ śşňňě ŋěśłőńĳłĺţ ¡ńěňěŋšőć, śőőšćěšśšćş¿źĺţ łőňŕőŋěŋšăň fi_j ňŋőęěśšćă (ffl^p_i )^{−1}(¸_k). Ĺňěŋŋő, ń¿ąőľ šăłőľ łőňŕőŋěŋšě śőőšćěšśšćşěš ŋěłőšőřżľ ĺğőňőřťĺğň „_j : H_q(F ) → H_q(F ): Őŋ őŕřěďěń£ěšś£ łăł łőňŕőğĺűĺ£ ă) łăŋőŋĺůěśłőčő ĺğőňőřťĺğňă H_q(F ) → H_q(ı^{−1}(x_i)) (čďě x_i | űěŋšř łńěšłĺ a^p_i ), ğăďăŋŋőčő čőňěőňőřťĺğňőň F → ı^{−1}(x_i); şůăśšćş¿źĺň ć ŕőśšřőěŋĺĺ ĺğőňőřťĺğňă (5);

ą) ĺğőňőřťĺğňă H_q(ı^{−1}(x_i)) → H_q(ı^{−1}(x_k)) (čďě x_k | űěŋšř łńěšłĺ a^{p−1}_k ), ğăďăŋŋőčő ŕşšěň ć a^p_i , £ćń£¿źĺňś£ őąřăğőň ŕşšĺ ć D^p; śőěďĺŋ£¿źěčő űěŋšřż łńěšłĺ a^p_i ĺ ÿăřĺłă ¸_j;

ć) ĺğőňőřťĺğňă H_q(ı^{−1}(x_k)) → H_q(F ) ğăďăŋŋőčő łăŋőŋĺůěśłĺň čőňěőňőřťĺğňőň F → ı^{−1}(x_k); şůăśšćş¿źĺň ć ŕőśšřőěŋĺĺ ĺğőňőřťĺğňă (5) ć řăğňěřŋőśšĺ p − 1.

Šőčďă čřăŋĺűă ŋăÿěčő ¡ńěňěŋšă (a^p_i ; ‚) ∈ C_p(B; H_q(F )) řăćŋă ∑ k(a^{p−1}_k ; ‚_k); čďě ćŋőćĳ k ŕřőąěčăěš ĺŋďěłśż ćśěţ (p − 1)-ňěřŋżţ łńěšőł, ă ‚_k ∈ H_q(F ) | śőőšćěšśšćş¿źĺě łő¡ťťĺűĺěŋšż ĺŋűĺďěŋšŋőśšĺ; őŋĺ őŕřěďěń£¿šś£ łăł śşňňă ŕő ćśěň łőňŕőŋěŋšăň fi_j ¡ńěňěŋšőć ±„_j(‚); čďě ğŋăł ± őŕřěďěń£ěšś£ śřăćŋěŋĺěň őřĺěŋšăűĺľ šőůŋő šăł ęě, łăł ć őŕřěďěńěŋĺĺ łő¡ťťĺűĺěŋšőć ĺŋűĺďěŋšŋőśšĺ śő ğŋăůěŋĺ£ňĺ ć Z.

Ćśěţ ¡šĺţ śńőęŋőśšěľ ňőęŋő ĺğąěęăšĳ, ŋăŕřĺňěř, ěśńĺ ąăğă B őďŋőść£ğŋă. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ğăďăďĺňś£ ćőŕřőśőň: ŋěńĳğ£ ńĺ ćżąřăšĳ ćśě łăŋőŋĺůěśłĺě čőňěőňőřťĺğňż F → ı^{−1}(x_i) ďń£ ćśěţ űěŋšřăńĳŋżţ šőůěł x_i ćśěţ łńěšőł ćśěţ řăğňěřŋőśšěľ šăłĺň őąřăğőň, ůšőąż ćśě őŕěřăšőřż „_j ążńĺ šőęďěśšćěŋŋżňĺ? Ńěčłő ćĺďěšĳ, ůšő ¡šő ¡łćĺćăńěŋšŋő śńěďş¿źěňş şśńőćĺ¿: ŕřěďśšăćńěŋĺě ňőŋőďřőňĺĺ čřşŕŕż ı_1(B) šřĺćĺăńĳŋő (šő ěśšĳ őšőąřăęăěš ćś¿ ¡šş čřşŕŕş ć ěďĺŋĺůŋżľ ¡ńěňěŋš čřşŕŕż AutH_∗(F )). Łőŋěůŋő, ¡šő şśńőćĺě ćżŕőńŋěŋő, ěśńĺ ı_1(B) = 0; ŋő ĺňěěšś£ ňŋőčő ŕřĺňěřőć, łőčďă ı_1(B) ≠ 0; ă őŋő ćśě ęě ćżŕőńŋěŋő. İšő śćőľśšćő ŋăğżćăěšś£ šăł: řăśśńőěŋĺě X → B čőňőńőčĺůěśłĺ ŕřőśšő.

Šěőřěňă 2 Ěśńĺ řăśśńőěŋĺě X → B čőňőńőčĺůěśłĺ ŕřőśšő, (ŋăŕřĺňěř, ěśńĺ ěčő ąăğă őďŋő-

ść£ğŋă) šő ďń£ śőőšćěšśšćş¿źěľ śŕěłšřăńĳŋőľ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ E^2_{p;q} ≃ H_p(B; H_q(F )):

Ğăňěšĺň, ůšő ć ňőňěŋš E^2 ŋăÿă śŕěłšřăńĳŋă£ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ŕěřěśšăńă ğăćĺśěšĳ őš ŕřőĺğćőńă ć ćżąőřě łńěšőůŋőčő řăğąĺěŋĺ£ ąăğż. Ŋĺęě ňż şćĺďĺň, ůšő ¡šő ęě ćěřŋő ĺ ďń£ ŕřőĺğćőńĳŋőčő (ŋě čőňőńőčĺůěśłĺ ŕřőśšőčő) řăśśńőěŋĺ£. Ŋă şřőćŋě, šřěąş¿źěň ŋěłőšőřżţ şšőůŋěŋĺľ, ¡šő őąž£śŋ£ěšś£ šăł: ňż ňőčńĺ ŕřĺľšĺ ł šőňş ęě řěğşńĳšăšş, řăśśňăšřĺćă£ čřşŕŕş ćśěţ śĺŋčşń£řŋżţ űěŕěľ ŕřőśšřăŋśšćă řăśśńőěŋĺ£ ĺ ććőď£ ŋă ŋěľ ĺŋćăřĺăŋšŋő őŕřěďěńěŋŋş¿ ťĺńĳšřăűĺ¿: ěě p-ľ ůńěŋ śőśšőĺš ĺğ ćśěţ űěŕěľ, ŕřőěłűĺ£ łőšőřżţ ć ąăğş ŋě ąőńěě ůěň p-ňěřŋă (ůšő ąż ¡šő ŋĺ ğŋăůĺńő).

Ŕřĺňěř ŋě čőňőńőčĺůěśłĺ ŕřőśšőčő řăśśńőěŋĺ£ | ąşšżńłă Łńěľŋă, řăśśňăšřĺćăěňă£ łăł řăśśńőěŋĺě ŋăď S^1 śő śńőěň S^1 , ŕřĺůěň őąţőď ćďőńĳ őąřăğş¿źěľ ć ťşŋďăňěŋšăńĳŋőľ čřşŕŕě ąăğż ňěŋ£ěš őřĺěŋšăűĺ¿ őąřăğş¿źěľ čřşŕŕż H_1(F ) = Z:

3 Ńěłűĺ£ 3

Ŕşśšĳ ı : X^F−→ B | ńőłăńĳŋő šřĺćĺăńĳŋőě řăśśńőěŋĺě śő śńőěň F: Ůńěŋ E^1 śŕěłšřăńĳŋőľ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ ¡šőčő řăśśńőěŋĺ£ ğăďăěšś£ ťőřňşńőľ E^1_{p;q} ∼= C_p(B; H_q(F )), śň. (5) Ŋă ŕřěďżďşźěľ ńěłűĺĺ ňż čőćőřĺńĺ, ůšő ğăďăůă őŕĺśăŋĺ£ ďĺťťěřěŋűĺăńă

C_p(B; H_q(F )) → C_{p−1}(B; H_q(F )); (∗)

ćőŕřěłĺ őęĺďăŋĺ£ň, ŋě šăł şę ŕřőśšă.

Ţőšěńőśĳ ąż ŋăŕĺśăšĳ, ůšő (∗) | őążůŋżľ čřăŋĺůŋżľ čőňőňőřťĺğň űěŕŋőčő łőňŕńěłśă ĺ, łăł śńěďśšćĺě, E^2_{p;q} = H_p(B; H_q(F )): Ŋő ŕřĺ ŕőśšřőěŋĺĺ ĺğőňőřťĺğňă (5) ňż ĺśŕőńĳğőćăńĺ šő, ůšő čőňőńőčĺĺ ŕřőőąřăğă ćŋşšřěŋŋěľ šőůłĺ łńěšłĺ őšőęďěśšćń£¿šś£ ś čőňőńőčĺ£ňĺ śńő£ F: İšő őšőęďěśšćńěŋĺě ğăćĺśĺš őš ćżąőřă čőňěőňőřťĺğňă ŕřőőąřăğă ś ăąśšřăłšŋżň śńőěň F: Šăłĺě čőňěőňőřťĺğňż ŋşęŋő ćżąřăšĳ śőčńăśőćăŋŋżň őąřăğőň. İšő őğŋăůăěš śńěďş¿źěě. Ć łăęďőľ łńěšłě ćżąĺřăěň šőůłş ∗ ĺ ťĺłśĺřşěň ŋěłőšőřżľ čőňěőňőřťĺğň ı^{−1}(∗) ∼ F: Ěśńĺ čřăŋĺűă őďŋőľ łńěšłĺ śőďěřęĺš ďřşčş¿ łńěšłş, šő ĺňěěšś£ ďřşčőľ čőňěőňőřťĺğň. Ă ĺňěŋŋő, ňż śőěďĺŋ£ěň šőůłĺ ¡šĺţ łńěšőł ŕşšěň, űěńĺłőň ńěęăźĺň ćŋşšřĺ ąőńĳÿěľ łńěšłĺ. Ŋăď ŋĺň řăśśńőěŋĺě šřĺćĺăńĺğşěšś£, ĺ ¡šő ďăěš čőňěőňőřťĺğň ňěęďş śńő£ňĺ ŋăď łőŋűăňĺ ŕşšĺ. Ć řěğşńĳšăšě ŕőńşůăěň šřĺ čőňěőňőřťĺğňă:

ı^{−1}(a) ∼ F; ı^{−1}(b) ∼ F; ı^{−1}(a) ∼ ı^{−1}(b):

İšĺ čőňěőňőřťĺğňż ĺŋďşűĺřş¿š ĺğőňőřťĺğňż čřşŕŕ čőňőńőčĺľ. Şśńőćĺě śőčńăśőćăŋŋőśšĺ őğŋăůăěš, ůšő ĺğőňőřťĺğňż čőňőńőčĺľ ďă¿š łőňňşšăšĺćŋş¿ ďĺăčřăňňş ďń£ ń¿ąőľ ąőńĳÿőľ (p-ňěřŋőľ) łńěšłĺ ĺ ďń£ ń¿ąőčő ćţőęďěŋĺ£ ňěŋĳÿĺţ ((p − 1)-ňěřŋżţ) łńěšőł ć ěě čřăŋĺűş.

Śőčńăśőćăŋŋżľ ćżąőř čőňěőňőřťĺğňőć ćőğňőęěŋ šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă ı_1(B) šřĺćĺăńĳŋő ďěľśšćşěš ŋă H_∗(F ): Ĺňěěšś£ ć ćĺďş śńěďş¿źěě ďěľśšćĺě. Řăśśňőšřĺň ğăňłŋşšżľ ŕşšĳ, ŕřěďśšăćń£¿źĺľ ŋěłőšőřżľ ¡ńěňěŋš ťşŋďăňěŋšăńĳŋőľ čřşŕŕż ąăğż. Ĺŋďşűĺřőćăŋŋőě řăśśńőěŋĺě ŋăď őšřěğłőň šřĺćĺăńĺğşěšś£, ŕő¡šőňş ňż ŕőńşůăěň čőňěőňőřťĺğň ňěęďş śńőěň ŋăď ŋăůăńőň őšřěğłă ĺ śńőěň ŋăď łőŋűőň őšřěğłă. Ĺŋďşűĺřőćăŋŋőě ¡šĺň čőňěőňőřťĺğňőň őšőąřăęěŋĺě ć čőňőńőčĺ£ţ őš ćżąőřă šřĺćĺăńĺğăűĺĺ ŋě ğăćĺśĺš.

Řăśśńőěŋĺ£, ďń£ łőšőřżţ ı_1(B) šřĺćĺăńĳŋő ďěľśšćşěš ŋă H_∗(F ); ŋăğżćă¿š čőňőńőčĺůěśłĺ ŕřőśšżňĺ. Ěśńĺ řăśśńőěŋĺě čőňőńőčĺůěśłĺ ŕřőśšő, šő E^2_{p;q} = H_p(B; H_q(F )): Ćăęŋő őšňěšĺšĳ, ůšő ć ¡šőň śńşůăě ůńěŋ E^2_{p;q} şęě ŋě ğăćĺśĺš őš ćżąőřă łńěšőůŋőčő řăğąĺěŋĺ£.

§śŋő, ůšő ěśńĺ ı_1(B) = 0; šő řăśśńőěŋĺě őą£ğăšěńĳŋő čőňőńőčĺůěśłĺ ŕřőśšő. Ŋő ążćă¿š ĺ ďřşčĺě čőňőńőčĺůěśłĺ ŕřőśšżě řăśśńőěŋĺ£. Ŋăŕřĺňěř, šřĺćĺăńĳŋőě řăśśńőěŋĺě X = B × F ćśěčďă čőňőńőčĺůěśłĺ ŕřőśšő ĺ E^2_{p;q} = H_p(B; H_q(F )): Ŋă ¡šőň ůńěŋě śŕěłšřăńĳŋă£ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ćżřőęďăěšś£: E^2 = : : : = E^∞: Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ń¿ąőľ ¡ńěňěŋš čřşŕŕż H_p(B; H_q(F )) őŕřěďěń£ěš ŋăśšő£źĺľ űĺłń ć B × F . Śńěďőćăšěńĳŋő, čřşŕŕż

H_m(B × F ) ĺ ⨁ p+q=m

H_p(B; H_q(F ))

ŕőůšĺ ĺğőňőřťŋż, š.ě. čřăďşĺřőćăŋŋă£ čřşŕŕă, ŕřĺśőěďĺŋěŋŋă£ ł ťĺńĳšřőćăŋŋőľ čřşŕŕě H_m(B ×F ); ĺğőňőřťŋă ⨁ p+q=m Hp(B; Hq(F )): Ňőęŋő ďőłăğăšĳ, ůšő ć ¡šőň śńşůăě řăćěŋśšćő

ŋě ŕřĺąńĺęěŋŋőě, ă šőůŋőě, š.ě. ĺğőňőřťĺğň ňěęďş čřşŕŕăňĺ ŋăśšő£źĺľ. İšő | ťőřňşńă Ł¿ŋŋěšă.

Ďń£ čőňőńőčĺůěśłĺ ŕřőśšőčő řăśśńőěŋĺ£ ťőřňşńă Ł¿ŋŋěšă ŋě ćśěčďă ćěřŋă. Řăśśňőšřĺň, ŋăŕřĺňěř, řăśśńőěŋĺě Ţőŕťă S^{3 S1}−→ S^2 : Ďń£ ŋěčő ůńěŋ E^2 ĺňěěš ćĺď

1 Z 0 Z 0 Z 0 Z

0 1 2 Ďĺťťěřěŋűĺăń @^2 : E^2 → E^2 ďěľśšćşěš ţőďőň łőŋ£. Ůšő-šő ĺğňěŋĺšĳ ňőęěš šőńĳłő čőňőňőřťĺğň, ďěľśšćş¿źĺľ ĺğ ŕřăćőčő ŋĺęŋěčő şčńă ć ńěćżľ ćěřţŋĺľ şčőń. Ŋő čőňőńőčĺĺ S^3 ŋăň ĺğćěśšŋż. Ĺţ ćĺď ŕőłăğżćăěš, ůšő ¡šőš čőňőňőřťĺğň ďőńęěŋ ćś-ě şąĺšĳ, š.ě. őŋ őšőąřăęăěš őąřăğş¿źş¿ čřşŕŕż E^2_{2;0} ∼= Z ć ± őąřăğş¿źş¿ čřşŕŕż E^2_{0;1} ∼= Z (ğŋăł ± ğăćĺśĺš őš ćżąőřă őřĺěŋšăűĺľ ąăğż ĺ śńő£).

Ďěľśšćĺě ďĺťťěřěŋűĺăńă ňőęŋő őŕĺśăšĳ ĺ ŋěŕőśřěďśšćěŋŋő čěőňěšřĺůěśłĺ. \Łńěšőůŋă£" ťĺńĳšřăűĺ£ ąăğż śőśšőĺš ŕő śşźěśšćş ĺğ ďćşţ ůńěŋőć: B_0 = B_1 = (šőůłă), B_2 = S^2: Śőőšćěšśšćěŋŋő ĺ ťĺńĳšřăűĺ£ ŕřőśšřăŋśšćă X = S^3 śőśšőĺš ĺğ ůńěŋőć X_0 = X_1 ∼= S^1 ĺ X_2 = S^3 : Ŕřĺ šăłőň ćżąőřě ťĺńĳšřăűĺĺ E^2_{p;q} ≡ E^1_{p;q}: Ŕő ŕőśšřőěŋĺ¿ ĺğőňőřťĺğňă (5) (śň. ńěłűĺ¿ 2) őąřăğş¿źă£ čřşŕŕż E^1_{2;0} = E^2_{2;0} śšřőĺšś£ śńěďş¿źĺň őąřăğőň. Řăśśňőšřĺň ţăřăłšěřĺśšĺůěśłőě őšőąřăęěŋĺě D^2 → S^2 ěďĺŋśšćěŋŋőľ ďćşňěřŋőľ łńěšłĺ, őšőąřăęă¿źěě @D^2 ć őšňěůěŋŋş¿ šőůłş B_0. Řăśśńőěŋĺě ~X → D^2; ĺŋďşűĺřőćăŋŋőě ¡šĺň ţăřăłšěřĺśšĺůěśłĺň őšőąřăęěŋĺěň ĺğ řăśśńőěŋĺ£ Ţőŕťă, šřĺćĺăńĳŋő: ~X ∼ D^2 × S^1 : Řăśśňőšřĺň ń¿ąőě ŋěŕřěřżćŋőě śěůěŋĺě ¡šőčő řăśśńőěŋĺ£, ŋăŕřĺňěř ňŋőęěśšćő ćĺďă D^2 × u ďń£ ŕřőĺğćőńĳŋőľ šőůłĺ u ∈ S^1: Łăŋőŋĺůěśłőě őšőąřăęěŋĺě ~X → X ŕěřěćőďĺš ¡šő śěůěŋĺě ć őšŋőśĺšěńĳŋżľ śťěřőĺď ŕăřż (X_2; X_0): Ěčő čřăŋĺűă ć čřşŕŕě ı_1(X_0) ∼= H_1(X_0 ) = E^2_{0;1} ≃ Z őŕĺśżćăěšś£ šěň, śłőńĳłő řăğ čřăŋĺůŋă£ őłřşęŋőśšĳ ¡šőčő őšŋőśĺšěńĳŋőčő śťěřőĺďă ŋăňăšżćăěšś£ ŋă śńőľ X_0 = S^1 : İšő ůĺśńő ćśšřěůăńőśĳ ŋăň ŕřĺ őŕĺśăŋĺĺ čřăŋĺůŋőčő čőňőňőřťĺğňă ı_2(B) = ı_2(X; F ) → ı_1(F ) ć čőňőšőŕĺůěśłőľ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ. Ďń£ řăśśńőěŋĺ£ Ţőŕťă ¡šőš čőňőňőřťĺğň £ćń£ěšś£ ĺğőňőřťĺğňőň, šő ěśšĳ čřăŋĺűă őšŋőśĺšěńĳŋőčő śťěřőĺďă | őąřăğş¿źă£ ťşŋďăňěŋšăńĳŋőľ čřşŕŕż śńő£.

Ĺňěěšś£ ňŋőčő řăśśńőěŋĺľ ćĺďă X^{S1}−→ S^2 : Ďń£ ćśěţ šăłĺţ řăśśńőěŋĺľ ćšőřőľ ůńěŋ śŕěłšřăńĳŋőľ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ ąşďěš šěň ęě śăňżň. Ćś£ řăğŋĺűă ńĺÿĳ ć čőňőňőřťĺğňě E^2_{2;0} → E^2_{0;1}: Őŋ ňőęěš ążšĳ ŕřőĺğćőńĳŋżň. Ŋăŕřĺňěř, čőňőňőřťĺğň, ŕěřěćőď£źĺľ őąřăğş¿źş¿ čřşŕŕż E^2_{2;0} ć şďćőěŋŋş¿ őąřăğş¿źş¿ E^2_{0;1}, ćőğŋĺłăěš, ěśńĺ X | ŕřőśšřăŋśšćő ěďĺŋĺůŋżţ łăśăšěńĳŋżţ ćěłšőřőć ł S^2 (őůěćĺďŋő ďĺťťěőňőřťŋőě čřşŕŕě Ńĺ SO(3), šő ěśšĳ ňŋőęěśšćş őřšőŋőřňĺřőćăŋŋżţ řěŕěřőć ć R^3), ă ŕřőěłűĺ£ śőŕőśšăćń£ěš łăśăšěńĳŋőňş ćěłšőřş ł S^2 šőůłş ěčő ŕřĺńőęěŋĺ£ (ĺńĺ, ¡łćĺćăńěŋšŋő, őřšőŋőřňĺřőćăŋŋőňş řěŕěřş | ěčő ŕěřćżľ ćěłšőř).

Ğăďăůă. Ďőłăğăšĳ, ůšő ďń£ ń¿ąőčő űěńőčő n śşźěśšćşěš řăśśńőěŋĺě ćĺďă X^{S1}−→ S^2; ďń£ łőšőřőčő čőňőňőřťĺğň E^2_{2;0} → E^2_{0;1} ŕěřěćőďĺš őąřăğş¿źş¿ ć n-łřăšŋş¿ őąřăğş¿źş¿.

Ťşŋłšőřĺăńĳŋőśšĳ

Ěśńĺ ğăďăŋż řăśśńőěŋĺě ŋăď B ĺ őšőąřăęěŋĺě ’ : B^′ → B; šő ŋăď B^′ ćőğŋĺłăěš ĺŋďşűĺřőćăŋŋőě řăśśńőěŋĺě, ĺ ňż ŕőńşůăěň łőňňşšăšĺćŋş¿ ďĺăčřăňňş

X^′ −→ X ↓ F ↓ F B^{′ ’}−→ B

Ěśńĺ ĺśţőďŋőě řăśśńőěŋĺě čőňőńőčĺůěśłĺ ŕřőśšő, šő ĺŋďşűĺřőćăŋŋőě řăśśńőěŋĺě šőęě čőňőńőčĺůěśłĺ ŕřőśšő. (Őąřăšŋőě ŋěćěřŋő: ňőęŋő řăśśňőšřěšĳ őšőąřăęěŋĺě ’; ŕěřěćőď£źěě B^′ ć šőůłş.)

Ďń£ śŕěłšřăńĳŋżţ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšěľ ć ¡šőň śńşůăě ćőğŋĺłăěš čőňőňőřťĺğň, š.ě. ćśě ďĺăčřăňňż łőňňşšĺřş¿š. İšő ćěřŋő ŋě šőńĳłő ć śńşůăě čőňőńőčĺůěśłĺ ŕřőśšżţ řăśśńőěŋĺľ.

Ąőńěě őąźĺň őąřăğőň, ŕşśšĳ X^′ → B^′ ĺ X → B | ďćă řăśśńőěŋĺ£, ćőőąźě čőćőř£ ś řăğŋżňĺ śńő£ňĺ F^′ ĺ F . Őšőąřăęěŋĺě X^′ → X ŋăğżćăěšś£ ŕőśńőľŋżň, ěśńĺ őŋő ŕěřěćőďĺš śńőĺ ć śńőĺ, šő ěśšĳ ĺňěěš ňěśšő łőňňşšăšĺćŋă£ ďĺăčřăňňă, ăŋăńőčĺůŋă£ ŕřĺćěďěŋŋőľ ćżÿě, ŋő ś F ğăňěŋěŋŋżň ŋă F^′ ć ŕěřćőň śšőńąűě. Ć ¡šőň śńşůăě šăłęě ćőğŋĺłăěš čőňőňőřťĺğň śŕěłšřăńĳŋżţ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšěľ řăśśńőěŋĺ£. Ěśńĺ őšőąřăęěŋĺě B^′ → B | łńěšőůŋőě, šő ¡šőš čőňőňőřťĺğň őŕřěďěńěŋ şęě ŋăůĺŋă£ ś ůńěŋőć E^0. Ŋő ć śĺńş šěőřěňż ő łńěšőůŋőľ ăŕŕřőłśĺňăűĺĺ ń¿ąőě ŕőśńőľŋőě őšőąřăęěŋĺě čőňőšőŕŋő őšőąřăęěŋĺ¿ ś łńěšőůŋżň őšőąřăęěŋĺěň ąăğ, ŕő¡šőňş ŋăůĺŋă£ ś ůńěŋă E^2 łőřřěłšŋő őŕřěďěńěŋ čőňőňőřťĺğň śŕěłšřăńĳŋżţ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšěľ, ść£ğăŋŋżľ ś ŕřőĺğćőńĳŋżň őšőąřăęěŋĺěň ąăğ.

Šěŕěřĳ ňż ććěďěň £ğżł, ŋă łőšőřőň ěśšěśšćěŋŋő őŕĺśżćăěšś£ ůńěŋ E^2 śŕěłšřăńĳŋőľ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ řăśśńőěŋĺ£ ć śńşůăě čőňőńőčĺůěśłĺ ŋěŕřőśšżţ řăśśńőěŋĺľ. (Ćŕřőůěň, ¡šĺ ŕőŋ£šĺ£ őůěŋĳ ćăęŋż ĺ śăňĺ ŕő śěąě, ŕőňĺňő ¡šőčő ĺţ ŕřĺńőęěŋĺ£.)

Ńőłăńĳŋżě śĺśšěňż čřşŕŕ ĺ ĺţ čőňőńőčĺĺ

Ŕşśšĳ B | ŋě őůěŋĳ ŕńőţőě šőŕőńőčĺůěśłőě ŕřőśšřăŋśšćő; ŋăŕřĺňěř, ńĺŋěľŋő ść£ğŋőě ĺ ńőłăńĳŋő őďŋőść£ğŋőě. Ńőłăńĳŋă£ śĺśšěňă ŋă B | ¡šő ŋăłřżšĺě M → B; ć łăęďőň śńőě łőšőřőčő ĺňěěšś£ śšřşłšşřă ăąěńěćőľ čřşŕŕż, ŋěŕřěřżćŋő ğăćĺś£źă£ őš śńő£. Ŋěŕřěřżćŋă£ ğăćĺśĺňőśšĳ őğŋăůăěš śńěďş¿źěě. Ćőğĳňěň ďćă ŕřőőąřăğă šőůłĺ a ∈ B; ńěęăźĺě ŋă ŋěłőšőřżţ ďćşţ ńĺśšăţ, ĺ śńőęĺň ĺţ. Ć řěğşńĳšăšě ŕőńşůĺň šřěšĳ¿ šőůłş ĺğ ŕřőőąřăğă šőľ ęě śăňőľ šőůłĺ a: Řăśśňőšřĺň šěŕěřĳ ŕřőőąřăğ šőůłĺ a^′; ąńĺğłőľ ł šőůłě a (šő ěśšĳ ńěęăźěľ ć ěě łőőřďĺŋăšŋőľ őłřěśšŋőśšĺ, ŋăď łőšőřőľ ŋăłřżšĺě šřĺćĺăńĺğşěšś£). Ćżąěřěň šőůłĺ ŕřőőąřăğă a^′ ŋă šěţ ęě śăňżţ ďćşţ ńĺśšăţ ĺ śńőęĺň ĺţ. Ć řěğşńĳšăšě ňż ďőńęŋż ŕőŕăśšĳ ŋă šőš ęě śăňżľ šřěšĺľ ńĺśš. Ăŋăńőčĺůŋő őŕĺśżćăěšś£ şśńőćĺě ŋěŕřěřżćŋőśšĺ ďń£ őŕěřăűĺĺ ŕěřěţőďă ł ŕřőšĺćőŕőńőęŋőňş ¡ńěňěŋšş.

§śŋő, ůšő ćśě śńőĺ ĺğőňőřťŋż łăł ăąěńěćż čřşŕŕż, ŋő ¡šĺ ĺğőňőřťĺğňż ŋě łăŋőŋĺůěśłĺě. Ŕřőśšěľÿĺň ŕřĺňěřőň ńőłăńĳŋőľ śĺśšěňż čřşŕŕ śńşęĺš šřĺćĺăńĳŋă£ ńőłăńĳŋă£ śĺśšěňă G × B → B:

Řăśśňőšřĺň šěŕěřĳ ńőłăńĳŋżě śĺśšěňż ś ąăğőľ S^1 ĺ śńőěň R^1 (ĺňěěšś£ ć ćĺďş ăďďĺšĺćŋă£ čřşŕŕă R^1 ś ďĺśłřěšŋőľ šőŕőńőčĺěľ). Őąţőď ćďőńĳ őłřşęŋőśšĺ ŕřĺćőďĺš ł ăćšőňőřťĺğňş śńő£ ŋăď őšňěůěŋŋőľ šőůłőľ, ĺ ¡šĺňĺ ăćšőňőřťĺğňăňĺ, śőőšćěšśšćş¿źĺňĺ ćśěň (őąřăğş- ¿źĺň) ¡ńěňěŋšăň ťşŋďăňěŋšăńĳŋőľ čřşŕŕż ąăğż, ńőłăńĳŋă£ śĺśšěňă ŕőńŋőśšĳ¿ őŕřěďěń£- ěšś£ (ś šőůŋőśšĳ¿ ďő ěśšěśšćěŋŋőčő őšŋőÿěŋĺ£ ¡łćĺćăńěŋšŋőśšĺ). Śřěďĺ ăćšőňőřťĺğňőć R^1 ěśšĳ ŋěŕřěřżćŋżě ăćšőňőřťĺğňż, łőšőřżě ğăďă¿šś£ şňŋőęěŋĺěň ŋă ŕřőĺğćőńĳŋőě ŋěŋşńěćőě ůĺśńő. Ŋő ěśšĳ ěźě ĺ řăğřżćŋżě ăćšőňőřťĺğňż, łőšőřżě řěăńĳŋő ć ŕřĺńőęěŋĺ£ţ šěőřĺĺ ńőłăńĳŋżţ čřşŕŕ ŋĺłőčďă ŋě ćśšřěůă¿šś£. Šăłĺň őąřăğőň, ćśě \ĺŋšěřěśŋżě" ńőłăńĳŋżě śĺśšěňż ŋăď S^1 śő śńőěň R^1 őďŋőğŋăůŋő ţăřăłšěřĺğş¿šś£ ŋěŋşńěćżň ćěźěśšćěŋŋżň ůĺśńőň | łő¡ťťĺűĺěŋšőň řăśš£ęěŋĺ£ śńő£ ŕřĺ őąţőďě ćďőńĳ ąăğż.

Šěőřěňă 3 Ńőłăńĳŋżě śĺśšěňż ŋăď B ś śńőěň G; řăśśňăšřĺćăěňżě ś šőůŋőśšĳ¿ ďő ¡łćĺćă-

ńěŋšŋőśšĺ, ŋăţőď£šś£ ćő ćğăĺňŋő őďŋőğŋăůŋőň śőőšćěšśšćĺĺ ś ŕřěďśšăćńěŋĺ£ňĺ ı_1(B) → Aut (G): (Ďćă ŕřěďśšăćńěŋĺ£ śůĺšă¿šś£ ¡łćĺćăńěŋšŋżňĺ, ěśńĺ őŋĺ śőŕř£ęěŋż.)

Čőňőńőčĺĺ ńőłăńĳŋőľ śĺśšěňż

Ŕşśšĳ p : M → B | ńőłăńĳŋă£ śĺśšěňă; ´^k | k-ňěřŋżľ śĺňŕńěłś; ’_1 : ´^k → M ĺ ’_2 : ´^k → M | šăłĺě śĺŋčşń£řŋżě śĺňŕńěłśż ć M; ůšő p’_1 = p’_2: Šőčďă ňőęŋő őŕřěďěńĺšĳ ŕőšőůěůŋő śşňňş ¡šĺţ śĺŋčşń£řŋżţ śĺňŕńěłśőć (’_1 + ’_2) : ´^k → M:

Čřşŕŕőľ k-ňěřŋżţ űěŕěľ ńőłăńĳŋőľ śĺśšěňż ŋăğżćă¿š čřşŕŕş śĺŋčşń£řŋżţ űěŕěľ ŕřőśšřăŋśšćă M; ŕřőťăłšőřĺğőćăŋŋş¿ ŕő ŕőďčřşŕŕě, ŕőřőęďěŋŋőľ śőőšŋőÿěŋĺ£ňĺ ćĺďă ’_1+’ = (’_1 + ’_2):

Čřăŋĺűż űěŕěľ őŕřěďěń£¿šś£ ěśšěśšćěŋŋżň őąřăğőň. İšő őŕřěďěńěŋĺě śőčńăśőćăŋő ś ťăłšőřĺğăűĺěľ ŕő őŕĺśăŋŋżň śőőšŋőÿěŋĺ£ň. Ć řěğşńĳšăšě ŕőńşůăěň űěŕŋőľ łőňŕńěłś ĺ ćżůĺśń£ěň ěčő čőňőńőčĺĺ. İšĺ čőňőńőčĺĺ ŋăğżćă¿šś£ čőňőńőčĺ£ňĺ ąăğż ś łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ ć ńőłăńĳŋőľ śĺśšěňě L (ĺńĺ ŕřőśšő čőňőńőčĺ£ňĺ ńőłăńĳŋőľ śĺśšěňż L) ĺ őąőğŋăůă¿šś£ H_∗(B; L): Ŋăŕřĺňěř, ďń£ šřĺćĺăńĳŋőľ ńőłăńĳŋőľ śĺśšěňż G × B ŕőńşůĺň őążůŋżě čőňőńőčĺĺ ąăğż B ś łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ ć śńőě G.

Śłăęěň, ďń£ šřĺćĺăńĳŋőčő ŋăłřżšĺ£ B×Z śĺŋčşń£řŋżľ śĺňŕńěłś ´ ĺğ ąăğż, şňŋőęěŋŋżľ ŋă k; ňőęŋő řăśśňăšřĺćăšĳ łăł ¡ńěňěŋš k´; šő ěśšĳ śĺňŕńěłś ´; ŕőďŋ£šżľ ć ńĺśš ŋăłřżšĺ£, śőőšćěšśšćş¿źĺľ ¡ńěňěŋšş k ∈ Z: Ć ůăśšŋőśšĺ, ć čřşŕŕě ěśšĳ ¡ńěňěŋš 0. Ŕřĺ ŕěřěţőďě ł śőśěďŋĺň ńĺśšăň 0 ŕěřěţőďĺš ć śěą£, š.ě. ŋşńěćőľ ńĺśš ćżďěńěŋ. Ń¿ąőľ śĺŋčşń£řŋżľ śĺňŕńěłś, őąřăğ łőšőřőčő ńěęĺš ć ŋşńěćőň ńĺśšě, őšőęďěśšćń£ěšś£ ś ŕşśšőľ űěŕĳ¿. Ĺŋżňĺ śńőćăňĺ, ąřăšĳ śĺňŕńěłś ś łő¡ťťĺűĺěŋšőň 0 | ¡šő šő ęě śăňőě, ůšő ŋě ąřăšĳ ěčő ćőőąźě.

Ğăďăůă. Śłőńĳłő ĺňěěšś£ ńőłăńĳŋżţ śĺśšěň ŋăď S^1 śő śńőěň Z?

§śŋő, ůšő ćśě őŕěřăűĺĺ ŋăď ăąěńěćżňĺ čřşŕŕăňĺ (ŋăŕřĺňěř, ŕř£ňă£ śşňňă, šěŋğőřŋőě ŕřőĺğćěďěŋĺě, ťăłšőřĺğăűĺ£ čřşŕŕż ŕő ŕőďčřşŕŕě, Hom ĺ š.ď.) ŕěřěŋőś£šś£ ŋă ńőłăńĳŋżě śĺśšěňż.

Ŕşśšĳ ğăďăŋő ńőłăńĳŋő šřĺćĺăńĳŋőě řăśśńőěŋĺě X^F−→ B: Šőčďă čřşŕŕż čőňőńőčĺľ śńőěć őąřăğş¿š ńőłăńĳŋş¿ śĺśšěňş. (Ŕřőśšřăŋśšćő ŋăłřżšĺ£ M śőśšőĺš ĺğ ŕăř ćĺďă (šőůłă a ∈ B; ¡ńěňěŋš čřşŕŕż H_∗(ı^{−1}(a)):) Ć śăňőň ďěńě, ŋăď ďőśšăšőůŋő ňăńőľ őłřěśšŋőśšĳ¿ řăśśńőěŋĺě šřĺćĺăńĳŋő, ŕő¡šőňş ćőğŋĺłăěš őšőęďěśšćńěŋĺě čřşŕŕ čőňőńőčĺľ śńőěć ŋăď šőůłăňĺ ¡šőľ őłřěśšŋőśšĺ, ŕřĺůěň ¡šő őšőęďěśšćńěŋĺě ŋě ğăćĺśĺš őš ćżąőřă šřĺćĺăńĺğăűĺĺ. İšş ńőłăńĳŋş¿ śĺśšěňş ąşďěň őąőğŋăůăšĳ {H_q(F )}:

Šěőřěňă 4 Ďń£ ń¿ąőčő ńőłăńĳŋő šřĺćĺăńĳŋőčő řăśśńőěŋĺ£ ŋăď ŋě őůěŋĳ ŕńőţőľ (śłăęěň,

łńěšőůŋőľ) ąăğőľ ĺňěěš ňěśšő ěśšěśšćěŋŋżľ ĺğőňőřťĺğň E^2_{p;q} ∼= H_p(B; {H_q(F )}): (Ĺňě- ¿šś£ ć ćĺďş čőňőńőčĺĺ ś łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ ć ńőłăńĳŋőľ śĺśšěňě čřşŕŕ.)

Ğăďăůă. Řăśśňőšřĺšě řăśśńőěŋĺě K^{S1}−→ S^1; čďě K | ąşšżńłă Łńěľŋă. Ćżŕĺÿĺšě ďń£ ŋěčő śŕěłšřăńĳŋş¿ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ĺ ćż£śŋĺšě, łăł ćżčń£ďĺš ńőłăńĳŋă£ śĺśšěňă.

Ěśšĳ ěźě őďŋă ğŋăňěŋĺšă£ ńőłăńĳŋă£ śĺśšěňă čřşŕŕ | őřĺěŋšĺřş¿źĺľ ŕşůőł ňŋőčőőąřăğĺ£ B: Ěśńĺ ňŋőčőőąřăğĺě B őřĺěŋšĺřşěňő, šő ďń£ ŋěčő őřĺěŋšĺřş¿źĺľ ŕşůőł | šřĺćĺăńĳŋżľ śő śńőěň Z: Ďń£ ŋěőřĺěŋšĺřşěňőčő ňŋőčőőąřăğĺ£ B ĺňěěšś£ őšőąřăęěŋĺě ı_1(B) → Z_2 = Aut (Z) (ŕěšń£ śőţřăŋ£ěš ĺńĺ ĺğňěŋ£ěš őřĺěŋšăűĺ¿). Ŕő¡šőňş ŋăď B ćőğŋĺłăěš ńőłăńĳŋă£ śĺśšěňă čřşŕŕ Or śő śńőěň Z: Ŕěšń£ l ∈ ı_1(B) ďěľśšćşěš ć ěě śńőě łăł şňŋőęěŋĺě ŋă 1 ĺńĺ −1 ć ğăćĺśĺňőśšĺ őš šőčő, śőţřăŋ£ěšś£ ĺńĺ ŋăřşÿăěšś£ ćďőńĳ ŋěě őřĺěŋšăűĺ£ B:

Šěőřěňă 5 Ěśńĺ B | łőňŕăłšŋőě ńĺŋěľŋő ść£ğŋőě ňŋőčőőąřăğĺě řăğňěřŋőśšĺ m ąěğ łřă£,

šő H_m(B; Or) ∼= Z.

Šěőřěňă 6 Ŋă ŋěőřĺěŋšĺřşěňőň ňŋőčőőąřăğĺĺ B řăğňěřŋőśšĺ n śşźěśšćşěš ďćőľśšćěŋ-

ŋőśšĳ Ŕşăŋłăřě ć ąőńěě śěřĳěğŋőň śňżśńě, ůěň šőš, ő łőšőřőň čőćőřĺńőśĳ ć ŕřěďżďşźěň łşřśě. Ă ĺňěŋŋő, őŕřěďěńěŋő ŋěćżřőęďěŋŋőě śŕăřĺćăŋĺě (ĺŋďěłś ŕěřěśěůěŋĺ£) H_k(B; Z) ⊗ H_{n−k}(B; Or) → Z:

Ěśńĺ B őřĺěŋšĺřşěňő, šő Or = Z; ĺ ŕőńşůăěň śšăŋďăřšŋş¿ šěőřěňş ďćőľśšćěŋŋőśšĺ Ŕşăŋłăřě.

Ćőš ěźě őďĺŋ ŕřĺňěř, őůěŋĳ ćăęŋżľ ďń£ šěőřĺĺ śŕěűťşŋłűĺľ ć ŠŤŁŔ (ć őśőąěŋŋőśšĺ čĺŕěřčěőňěšřĺůěśłĺţ ťşŋłűĺľ.) Řăśśňőšřĺň ńőłăńĳŋş¿ śĺśšěňş ś ąăğőľ B = C^1 \ {k šőůěł} ĺ śńőěň G = C^1 : Ŋăś ąşďşš ĺŋšěřěśőćăšĳ šőńĳłő šăłĺě śĺśšěňż, ďń£ łőšőřżţ ćśě ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ śńő£, ğăďăŋŋżě ¡ńěňěŋšăňĺ čřşŕŕż ı_1(B); £ćń£¿šś£ ŋěŕřěřżćŋżňĺ ăćšőňőřťĺğňăňĺ

C^1; šő ěśšĳ şňŋőęěŋĺ£ňĺ ŋă ŋěŋşńěćőě łőňŕńěłśŋőě ůĺśńő. Šăłă£ ńőłăńĳŋă£ śĺśšěňă ğăďă-

ěšś£ k ůĺśńăňĺ ¸_1; : : :; ¸_k ∈ C^∗: ŕřĺ őąţőďě ćőłřşč i-ľ šőůłĺ (ŕřőšĺć ůăśőćőľ śšřěńłĺ) śńőľ şňŋőęăěšś£ ŋă ¸_i:

Őŕĺÿěň, łăł şśšřőěŋż čőňőńőčĺĺ ś łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ ć ¡šőľ ńőłăńĳŋőľ śĺśšěňě L_¸. Ěśńĺ ćśě ¸_i řăćŋż 1, šő H_0 = C ĺ H_1 = C^k:

Šěőřěňă 7 Ěśńĺ ţőš£ ąż őďŋő ĺğ ůĺśěń ¸i ŋě řăćŋő 1, šő H0(B; L¸) = 0 ĺ H1(B; L¸) = C^{k−1}:

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Čřşŕŕă H_0(B; L_¸) ŕőřőęďăěšś£ ŕăřăňĺ ćĺďă (šőůłă a ∈ B; ŋěŋşńěćőľ ¡ńěňěŋš z śńő£ ŋăď a). Řăśśňőšřĺň ŕěšń¿ ć B; ćżţőď£źş¿ ĺğ a, ĺďşźş¿ ł šőľ ĺğ ćżąřőÿěŋŋżţ k šőůěł, łőšőřőľ śőőšćěšśšćşěš ŋěěďĺŋĺůŋżľ łő¡ťťĺűĺěŋš ňőŋőďřőňĺĺ ¸_i, őąţőď£źş¿ ćőłřşč ¡šőľ šőůłĺ ĺ ćőğćřăźă¿źş¿ś£ ŕő šőňş ęě ŕşšĺ, śň. řĺś. 3.

Ŕőďŋĺňěň ¡šőš ŕşšĳ ć ŋăłřżšĺě M šăł, ůšőąż ěčő ŋăůăńő śőćŕăďăńő ś šőůłőľ z, šőčďă łőŋěű ąşďěš śőćŕăďăšĳ ś šőůłőľ ¸_iz ć šőň ęě śńőě. Ć ůăśšŋőśšĺ, ¡šőš ŕşšĳ ğăďăěš 1-űěŕĳ ć M; čřăŋĺűă łőšőřőľ ć łőňŕńěłśě űěŕěľ ś łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ ć L_¸ řăćŋă (a; (¸_iz −z)): Ŕőśłőńĳłş ¸_i ≠ 1; şňŋőęă£ ¡šş űěŕĳ ŋă 1=(¸_i − 1) ňż ŕőńşůĺň űěŕĳ, čřăŋĺűă łőšőřőľ śőćŕăďăěš ś (a; z): Ĺšăł, H_0(B; L_¸) = 0:

u `ȷ́ı-œ ai 6 a Řĺś. 3: Ŕřőśšă£ ŕěšń£

   -`ȷ^6´ı
œœ¸

¯˘^-

? Øø ¯ ˘^6

œ

”! Øø_{?ai al}

Řĺś. 4: Ďćőľŋă£ ŕěšń£

Čřşŕŕż čőňőńőčĺľ ś łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ ć ńőłăńĳŋőľ śĺśšěňě ňőęŋő ćżůĺśń£šĳ ś ŕőňőźĳ¿ łńěšőůŋőčő łőňŕńěłśă, őąřăğş¿źĺě łőšőřőčő | ¡šő ŕăřż ćĺďă (łńěšłă, őąřăğş¿źă£ śńő£ ŋăď ŕřőĺğćőńĳŋőľ ćŋşšřěŋŋěľ šőůłőľ łńěšłĺ). Čřăŋĺůŋżě őŕěřăšőřż ňěęďş ŋĺňĺ ğăďă¿šś£ ś ŕőňőźĳ¿ łő¡ťťĺűĺěŋšőć ĺŋűĺďěŋšŋőśšĺ; łăł őŋĺ őŕřěďěń£¿šś£ ňż ćĺďěńĺ ć łőŋűě ńěłűĺĺ 2 ŋă ŕřĺňěřě ńőłăńĳŋőľ śĺśšěňż {H_q(F )}.

Ć ń¿ąőň śńşůăě ¡ľńěřőćă ţăřăłšěřĺśšĺłă ďń£ ćśěţ ńőłăńĳŋżţ śĺśšěň ś őďŋőňěřŋżň śńőěň ąşďěš őďŋă ĺ šă ęě: ěśńĺ ąăğă łőňŕăłšŋă (šő ěśšĳ ŕřěďśšăćń£ěš śőąőľ łőŋěůŋżľ CW - łőňŕńěłś), šő ¡šő | ăńĳšěřŋĺřőćăŋŋă£ śşňňă ůĺśěń łńěšőł řăğŋżţ řăğňěřŋőśšěľ, ć śńşůăě ęě ŋěłőňŕăłšŋőľ ąăğż ďőśšăšőůŋő řăśśňőšřěšĳ ěě łőňŕăłšŋżľ ďěťőřňăűĺőŋŋżľ řěšřăłš. Ŋăŕřĺňěř, ć ŋăÿěň śńşůăě ąăğă śš£čĺćăěšś£ ŋă ŋěłőšőřżľ śćőľ 1-ňěřŋżľ łőŋěůŋżľ ŕőďłőňŕńěłś; ¡ľńěřőćă ţăřăłšěřĺśšĺłă ěčő řăćŋă 1−k (¡šő śńěďşěš ĺğ řăśśňőšřěŋĺ£ čőňőńőčĺľ ś ŕőśšő£ŋŋżňĺ łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ). Śńěďőćăšěńĳŋő šőńĳłő čřşŕŕă H_1(B; L_¸) ňőęěš ążšĳ őšńĺůŋă őš ŋşń£, ĺ ěě řăğňěřŋőśšĳ řăćŋă ňĺŋşś ¡ľńěřőćőľ ţăřăłšěřĺśšĺłě, šő ěśšĳ k − 1. Šěőřěňă ďőłăğăŋă.

Śĺšşăűĺ£ ś ¸_i ≠ 1 ćőğŋĺłăěš ŕřĺ ĺğşůěŋĺĺ ňŋőčőğŋăůŋżţ ďĺťťěřěŋűĺăńĳŋżţ ťőřň ćĺďă

(z − a_1)^{’1} · · · (z − a_k)^{’k} dz; (6)

šőčďă ¸_i = exp(2ı √ −1’_i):

Šăłĺě ťőřňż ůăśšő ćśšřěůă¿šś£ ć šěőřĺĺ śŕěűĺăńĳŋżţ ťşŋłűĺľ.

Šĺŕĺůŋă£ őąřăğş¿źă£ čřşŕŕż H_1(B; L_¸) = C^{k−1} ĺğőąřăęěŋă ŋă řĺś. 4 (ğďěśĳ ŕřěďŕőńăčăěšś£ ůšő őąă łő¡ťťĺűĺěŋšă ňőŋőďřőňĺĺ ¸_i; ¸_l, śőőšćěšśšćş¿źĺě őţćăšżćăěňżň šőůłăň, őšńĺůŋż őš 1). Ŋă śăňőň ďěńě őąřăğş¿źă£ ńěęĺš ć ŕřőśšřăŋśšćě ŋăłřżšĺ£ | řĺňăŋőćőľ ŕőćěřţŋőśšĺ ťőřňż (6); ŋěśńőęŋő ŕřőćěřĺšĳ, ůšő őŋă šşďă ŕőďŋĺňăěšś£: ďěľśšćĺšěńĳŋő, ŋăÿă łřĺćă£ őąţőďĺš łăęďş¿ šőůłş ćěšćńěŋĺ£ őďĺŋ řăğ ć ŕőńőęĺšěńĳŋőň ŋăŕřăćńěŋĺĺ, ă ďřşčőľ | ć őšřĺűăšěńĳŋőň.

Ğăďăůă. Ěśńĺ śńşůăľŋő ¸_i = ¸_l ĺńĺ ¸_i¸_l = 1; šő łřĺćş¿ ś řĺś. 4 ňőęŋő şŕřőśšĺšĳ. Łăł?

4 Ńěłűĺ£ 4

Ŋă ¡šőľ ńěłűĺĺ ňż řăğąěřěň ŋěłőšőřżě ŕřĺňěřż ćżůĺśńěŋĺ£ čőňőńőčĺľ ś ŕőňőźĳ¿ śŕěłšřăńĳŋőľ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ.

Şŕőř£ďőůěŋŋőě łőŋťĺčşřăűĺőŋŋőě ŕřőśšřăŋśšćő

Ŕşśšĳ X | šőŕőńőčĺůěśłőě ŕřőśšřăŋśšćő, šőčďă ůěřěğ F(X; k) őąőğŋăůăěšś£ ňŋőęěśšćő şŕőř£ďőůěŋŋżţ ŋăąőřőć ĺğ k ŕőŕăřŋő řăğńĺůŋżţ šőůěł (x_1; : : :; x_k) ŕřőśšřăŋśšćă X: Šőŕőńőčĺ£ ŋă ňŋőęěśšćě F(X; k) ććőďĺšś£ ěśšěśšćěŋŋżň őąřăğőň: F(X; k) £ćń£ěšś£ ŕőďňŋőęěśšćőň ć ďěłăřšőćőň ŕřőĺğćěďěŋĺĺ X^k; ă ĺňěŋŋő, F(X; k) = X^k \ ´; čďě ´ | \ďĺăčőŋăńĳ", śőśšő£źă£ ĺğ ćśěţ ŋăąőřőć (x_1; : : :; x_k); x_i ∈ X; šăłĺţ ůšő x_i = x_j ţőš£ ąż ďń£ őďŋőľ ŕăřż ĺŋďěłśőć i ≠ j.

Ďń£ řăğŋżţ X ążćăěš ŋşęŋő ćżůĺśńĺšĳ čőňőńőčĺĺ ŕřőśšřăŋśšćă F(X; k): Ňż řăśśňőšřĺň ŕřőśšěľÿĺľ śńşůăľ: X = R^n, n ≥ 2:

Šěőřěňă 8

H_∗(F(X; k)) ∼= H_∗(S^{n−1} × ⋁ 2 S^{n−1} × ⋁ 3 S^{n−1} × · · · × ⋁ k−1 S^{n−1})

∼= H_∗(R^n \ {őďŋă šőůłă} × R^n \ {ďćě šőůłĺ} × · · · × R^n \ {k − 1 šőůłă}):

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŕřőśšőľ śńşůăľ n > 2: Śőŕőśšăćĺň ŋăąőřş ĺğ k šőůěł ěčő ŕěřćş¿ k − 1 šőůłş. Ć řěğşńĳšăšě ŕőńşůĺň ńőłăńĳŋő šřĺćĺăńĳŋőě řăśśńőěŋĺě

F(R^n; k) R^n ąěğ^{k−1} šőůłĺ

−→ F(R^n; k − 1): (7)

Ďěľśšćĺšěńĳŋő, śńőľ ŋăď ŋăąőřőň ĺğ k − 1 šőůěł | ¡šő ňŋőęěśšćő ćśěţ śŕőśőąőć ďőąăćĺšĳ k-¿ šőůłş šăł, ůšőąż őŋă ŋě śőćŕăďăńă ś ďăŋŋżňĺ k − 1 šőůłăňĺ. İšő łăł řăğ ĺ ěśšĳ R^n ąěğ k − 1 šőůłĺ:

Ŕřĺ n > 2 ąăğă ¡šőčő řăśśńőěŋĺ£ őďŋőść£ğŋă. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, F(R^n; k − 1) ŕřěďśšăćń£ěš śőąőľ ŕřőśšřăŋśšćő R^{nk}; ĺğ łőšőřőčő ćżąřőÿěŋż ŕńőśłőśšĺ, ğăďăŋŋżě şśńőćĺ£ňĺ {x_i = x_j}; x_i ∈ R^n ∋ x_j: Łőřăğňěřŋőśšĳ łăęďőľ šăłőľ ŕńőśłőśšĺ řăćŋă n ≥ 3: Ă ěśńĺ ĺğ ěćłńĺďőćă ŕřőśšřăŋśšćă ćżąřőśĺšĳ ŕőďňŋőęěśšćő łőřăğňěřŋőśšĺ ≥ 3; šő ć řěğşńĳšăšě ŕőńşůĺň őďŋőść£ğŋőě ŕřőśšřăŋśšćő.

Śńěďőćăšěńĳŋő, ďń£ śŕěłšřăńĳŋőľ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ ¡šőčő řăśśńőěŋĺ£ ćżŕőńŋ£ěšś£ řăćěŋśšćő E^2_{p;q} = H_p(B; H_q(F )); čďě B = F(R^n; k − 1) ĺ F = R^n ąěğ k − 1 šőůłĺ. Čőňőńőčĺĺ śńő£ F ŋěŋşńěćżě ńĺÿĳ ć řăğňěřŋőśš£ţ q = 0 ĺ q = n − 1: Ŕő¡šőňş ş ůńěŋă E^2_{p;q} ŋěŋşńěćżňĺ ąşďşš ńĺÿĳ śšřőłĺ ś ŋőňěřăňĺ q = 0 ĺ q = n − 1: Ă ĺňěŋŋő, ć ŋşńěćőľ śšřőłě śšő£š čőňőńőčĺĺ ąăğż, ă ć śšřőłě ś ŋőňěřőň q = n − 1 śšő£š čőňőńőčĺĺ ąăğż, şňŋőęěŋŋżě ŋă śěą£ k − 1 řăğ. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ć śšřőłě ś ŋőňěřőň q = n − 1 śšő£š čőňőńőčĺĺ ąăğż ś łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ Z^{k−1}:

Ŕő ŕřěďŕőńőęěŋĺ¿ ĺŋďşłűĺĺ čőňőńőčĺĺ ąăğż ŋěšřĺćĺăńĳŋż ńĺÿĳ ŕřĺ p = 0; n − 1; 2(n − 1); : : :; (k − 2)(n − 1): Ŋăŕřĺňěř, ŕřĺ n = 3 ŕőńşůĺň šăąńĺűş

2 0 2 0 2 0 · · ·

0 0 0 0 0 0 · · ·

2 0 2 0 2 0 · · ·

Ć ŋěľ ŋěŋşńěćżě ůńěŋż ňőčşš śšő£šĳ šőńĳłő ć łńěšłăţ, őąőğŋăůěŋŋżţ łćăďřăšĺłăňĺ. Ŋă ¡šş šăąńĺűş ŋě ňőčşš ďěľśšćőćăšĳ ŋěšřĺćĺăńĳŋżě ďĺťťěřěŋűĺăńż @^r. (Śšřőčő čőćőř£ ¡šő őğŋăůăěš śńěďş¿źěě: ďěľśšćĺě ŋă ŋěľ @^2 šřĺćĺăńĳŋő, śńěďőćăšěńĳŋő E^3 = E^2. Ďěľśšćĺě ďĺťťěřěŋűĺăńă @^3 ŋă E^3 šăłęě šřĺćĺăńĳŋő, śńěďőćăšěńĳŋő E^4 = E^3 = E^2 ĺ š.ď.) Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ďń£ ćśěţ ŋěšřĺćĺăńĳŋżţ łńěšőł E_{p;q} šőšăńĳŋă£ řăğňěřŋőśšĳ p+q łřăšŋă n − 1, śńěďőćăšěńĳŋő ćśě čřşŕŕż E_{p−r;q+r−1} ; ć łőšőřżě ňőčńĺ ąż ďěľśšćőćăšĳ ĺğ ŋĺţ ŋěšřĺćĺăńĳŋżě ďĺťťěřěŋűĺăńż, ĺňě¿š šőšăńĳŋş¿ řăğňěřŋőśšĳ ćĺďă k(n − 1) − 1; ůšő ŕřĺ n > 2 ŋě ňőęěš ążšĳ łřăšŋő n − 1; šő ěśšĳ ćśě ¡šĺ čřşŕŕż šřĺćĺăńĳŋż.

Šăłĺň őąřăğőň, śŕěłšřăńĳŋă£ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ćżřőęďăěšś£ ćő ćšőřőň ůńěŋě, š.ě. E^2_{p;q} = E^∞_{p;q}: Ŕő¡šőňş E^∞_{p;q} = H_p(B; H_q(F )); ć šőůŋőśšĺ łăł ěśńĺ ąż ćňěśšő řăśśńőěŋĺ£ (7) ňż śůĺšăńĺ čőňőńőčĺĺ ŕřőśšřăŋśšćă šřĺćĺăńĳŋőčő řăśśńőěŋĺ£ F(R^n; k − 1) × (R^n \ k − 1 šőůłă). Ć ůăśšŋőśšĺ H_∗(F(R^n; k)) ≃ H_∗(B × F ); ŕřĺůěň ĺğőňőřťĺğň ŋăśšő£źĺľ, šăł łăł ćśě čřşŕŕż śćőąőďŋżě.

Śńşůăľ n = 2: İšőš śńşůăľ ŕńőţ śřăğş ŕő ďćşň ŕřĺůĺŋăň:

1) ąăğă ŋěőďŋőść£ğŋă, ŕő¡šőňş řăśśńőěŋĺě ňőęěš őłăğăšĳś£ ŋě čőňőńőčĺůěśłĺ ŕřőśšżň; 2) ŋě ćżŕőńŋ£ěšś£ ŋěřăćěŋśšćő n − 1 > 1; ŕő¡šőňş ďĺťťěřěŋűĺăńż ňőčşš ążšĳ ŋěŋşńěćżňĺ.

Łăł ňż śěľůăś şąěďĺňś£, ŋĺ šőľ ŋĺ ďřşčőľ ŋěŕřĺ£šŋőśšĺ ŋě ŕřőĺśţőďĺš. Čőňőńőčĺůěśłă£ ŕřőśšőšă řăśśńőěŋĺ£ śńěďşěš ŋěŕőśřěďśšćěŋŋő ĺğ őŕřěďěńěŋĺ£ łőŋťĺčşřăűĺőŋŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă. Śńőľ řăśśňăšřĺćăěňőčő řăśśńőěŋĺ£ | R^2 ąěğ k − 1 šőůłĺ. Čřşŕŕă őďŋőňěřŋżţ čőňőńőčĺľ śńő£ ğăďăěšś£ k − 1 őłřşęŋőśšĳ¿, łăęďă£ ĺğ łőšőřżţ őąţőďĺš őďŋş ĺğ ¡šĺţ šőůěł ć ŕőńőęĺšěńĳŋőň ŋăŕřăćńěŋĺĺ. Ťşŋďăňěŋšăńĳŋă£ čřşŕŕă ąăğż šřĺćĺăńĳŋő ďěľśšćşěš ŋă őďŋőňěřŋżţ čőňőńőčĺ£ţ: őłřşęŋőśšĺ ćőğćřăźă¿šś£ ŋă śćőĺ ňěśšă. Ŋă ŋşńĳňěřŋżţ čőňőńőčĺ£ţ ďěľśšćĺě ćśěčďă šřĺćĺăńĳŋő (ěśńĺ śńőľ | ńĺŋěľŋő ść£ğŋőě ŕřőśšřăŋśšćő).

Őśšăěšś£ ďőłăğăšĳ, ůšő śŕěłšřăńĳŋă£ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ćżřőęďăěšś£, š.ě. E^2_{p;q} = E^∞_{p;q}: Řăśśňőšřĺň ŕřőĺğćőńĳŋőě ńőłăńĳŋő šřĺćĺăńĳŋőě řăśśńőěŋĺě X^F−→ B ś ńĺŋěľŋő ść£ğŋżň śńőěň. Ďń£ śŕěłšřăńĳŋőľ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ ¡šőčő řăśśńőěŋĺ£ ćżŕőńŋ£ěšś£ řăćěŋśšćő ⨁ p+q E^∞_{p;q}(X) = čřăďşĺřőćăŋŋă£ čřşŕŕă, ŕřĺśőěďĺŋěŋŋă£ ł ťĺńĳšřőćăŋŋőľ čřşŕŕě H_{p+q}(X):

Ś ŕőňőźĳ¿ śŕěłšřăńĳŋőľ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ ňőęŋő őŕĺśăšĳ őšőąřăęěŋĺě H_∗(X) → H_∗(B) śńěďş¿źĺň őąřăğőň. Ŋĺęŋ££ śšřőłă ůńěŋă E^2 śőćŕăďăěš ś čőňőńőčĺ£ňĺ ąăğż: E^2_{p;0}(X) ∼= H_p(B): Ś řőśšőň r čřşŕŕż E^r_{p;0} ¡šőľ śšřőłĺ ŕőśńěďőćăšěńĳŋő şňěŋĳÿă¿šś£: E^∞_{p;0}(X) ⊂ E^2_{p;0}(X) = H_p(B): Ś ďřşčőľ śšőřőŋż, ďń£ ąăğż šőęě ňőęŋő řăśśňőšřěšĳ śŕěłšřăńĳŋş¿ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ, ğăďăŋŋş¿ ěě ťĺńĳšřăűĺěľ őśšőćăňĺ. Őŋă ćżřőęďăěšś£ ć ůńěŋě E^2(B) ≡ E^∞(B): Śŕřăćěďńĺćż śńěďş¿źĺě şšćěřęďěŋĺ£:

1) Ŕřőěłűĺ£ X → B ğăďăěš čőňőňőřťĺğň ¡šĺţ ďćşţ śŕěłšřăńĳŋżţ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšěľ. 2) İšőš čőňőňőřťĺğň şśšřőěŋ śńěďş¿źĺň őąřăğőň. Ğă čřşŕŕş m-ňěřŋżţ čőňőńőčĺľ X őšćěůăěš ďĺăčőŋăńĳ {p + q = m} ć šăąńĺűě E^∞_{p;q}(X). Ć ěě łńěšłě E^∞_{0;m} śšőĺš čřşŕŕă ćśěţ łńăśśőć čőňőńőčĺľ, łőšőřżě ňőęŋő řěăńĺğőćăšĳ űĺłńăňĺ, ńěęăźĺňĺ ć śńőě ŋăď őďŋőľ šőůłőľ. Ć łńěšłě E^∞_{1;m−1} | čřşŕŕă ćśěţ łńăśśőć čőňőńőčĺľ, řěăńĺğşěňżţ űĺłńăňĺ, ŕřőěłűĺĺ łőšőřżţ | őďŋőňěřŋżě łőňŕńěłśż, ŕřőťăłšőřĺğőćăŋŋă£ ŕő ŕřěďżďşźěľ ŕőďčřşŕŕě E^∞_{0;m}; ĺ š.ď. Ŕřĺ ŕřőěłűĺĺ ćśě łńěšłĺ ďĺăčőŋăńĺ, łřőňě ŕőśńěďŋěľ čřşŕŕż E^∞_{m;0}, őšőąřăęă¿šś£ ć ŋşńĳ.

§ďřő őšőąřăęěŋĺ£ H_m(X) → H_m(B), ğăďăŋŋőě ŕřőěłűĺěľ, ŋăš£ŋşšő ŋă ćśě ¡šĺ čřşŕŕż. Ŋěšřĺćĺăńĳŋă£ ůăśšĳ ¡šőčő őšőąřăęěŋĺ£ | šőęďěśšćěŋŋőě ćńőęěŋĺě ŕőďčřşŕŕż E^∞_{m;0}(X) ć E^2_{m;0}(X) ≡ E^∞_{m;0}(B):

Ćěřŋěňś£ ł ďőłăğăšěńĳśšćş šőčő, ůšő śŕěłšřăńĳŋă£ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ řăśśńőěŋĺ£ (7) ćżřőęďăěšś£ ć ůńěŋě E^2 ĺ ŕřĺ n = 2. Ďőŕşśšĺň, ůšő ďń£ ŋěłőšőřőčő p ĺňěěšś£ ŋěŋşńěćőľ ďĺťťěřěŋűĺăń @^2 : E^2_{p;0} → E^2_{p−2;1} (ďřşčĺţ ŋěŋşńěćżţ ďĺťťěřěŋűĺăńőć @^r; r > 2; ążšĳ ŋě ňőęěš \ŕő śőőąřăęěŋĺ£ň řăğňěřŋőśšĺ"). İšő őğŋăůăěš, ůšő šă čřşŕŕă E_{p;0}, łőšőřă£ ążńă, şňěŋĳÿăěšś£, š.ě. ŋě ćś£ čřşŕŕă čőňőńőčĺľ ąăğż ŕőřőęďăěšś£ űĺłńăňĺ, łőšőřżě ńěęăš ć őąřăğě ŕřőěłűĺĺ. Ŋő řăśśňăšřĺćăěňă£ ŕřőěłűĺ£ ğăďăěš ć čőňőńőčĺ£ţ őšőąřăęěŋĺě ŋă, ŕőšőňş ůšő ş ŋăÿěčő řăśśńőěŋĺ£ ěśšĳ ŋěŕřěřżćŋőě śěůěŋĺě. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ŕşśšĳ z_1; : : :; z_{k−1} ∈ C | ŕőŕăřŋő řăğńĺůŋżě šőůłĺ. Śőŕőśšăćĺň ŋăąőřş (z_1; : : :; z_{k−1}) šőůłş z_k; čďě ℜz_k = max_{i=1;:::;k−1}(ℜz_i + 1); Im z_k = 0: Ć řěğşńĳšăšě ŕőńşůĺň ŋěŕřěřżćŋőě śěůěŋĺě řăśśńőěŋĺ£: ℜz_k > ℜz_i; ŕő¡šőňş z_k ≠ z_i: Šăłĺň őąřăğőň, ń¿ąőľ łńăśś čőňőńőčĺľ ąăğż ŕőńşůăěšś£ ŕřőěłűĺěľ ĺğ łńăśśă čőňőńőčĺľ šőšăńĳŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă. Śŕěłšřăńĳŋă£ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ śŋőćă ćżřőďĺńăśĳ.

Ŕřőśšřăŋśšćő ŕěšěńĳ śťěřż S^n

Ŕřőśšřăŋśšćő ŕěšěńĳ ˙X šőŕőńőčĺůěśłőčő ŕřőśšřăŋśšćă X | ¡šő ŕřőśšřăŋśšćő őšőąřăęěŋĺľ ’ : I = [0; 1] → X; ďń£ łőšőřżţ ’(0) = ’(1) = x_0; čďě x_0 | őšňěůěŋŋă£ šőůłă. Šőŕőńőčĺ£ ŋă ŕřőśšřăŋśšćě ŕěšěńĳ (łăł ĺ őążůŋő ďń£ ŕřőśšřăŋśšćă ŋěŕřěřżćŋżţ őšőąřăęěŋĺľ Y → X ś łőňŕăłšŋżň Y ) | ¡šő \őšłřżšő{ğăňłŋşšă£ šőŕőńőčĺ£": ěě ąăğş őąřăğş¿š ćśě šăłĺě ŕőďňŋőęěśšćă, ůšő ...........

Ć ŋăÿěň śńşůăě (łőčďă Y = I) őŋă őąńăďăěš śńěďş¿źĺň ŕőńěğŋżň śćőľśšćőň: ďń£ łőňŕăłšŋőčő ňŋőęěśšćă D őšőąřăęěŋĺě ’ : D → ˙X ŋěŕřěřżćŋő šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă ŋěŕřěřżćŋő őŕřěďěń£ěňőě ĺň őšőąřăęěŋĺě D × I → X; ŕěřěćőď£źěě šőůłş (y; t) ∈ D × I ć ’(y)(t):

Ğăľňěňś£ ćżůĺśńěŋĺěň H_∗(˙S^n) ŕřĺ n ≥ 2:

Řăśśńőěŋĺě Śěřřă

Őąőğŋăůĺň ůěřěğ ffX ŕřőśšřăŋśšćő ŋěŕřěřżćŋżţ őšőąřăęěŋĺľ ’ : I = [0; 1] → X šăłĺţ ůšő ’(0) = x_0: Řăśśňőšřĺň őšőąřăęěŋĺě ffX^{ΩX}−→ X; łőšőřőě łăęďőňş őšőąřăęěŋĺ¿ śőŕőśšăćń£ěš ’(1): İšő őšőąřăęěŋĺě ć ŋěłőšőřőň řăğşňŋőň śňżśńě | řăśśńőěŋĺě (ďń£ ŋěčő ňőęŋő ŋăŕĺśăšĳ śŕěłšřăńĳŋş¿ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ). İšő őšőąřăęěŋĺě ŋăğżćă¿š řăśśńőěŋĺěň Śěřřă. Őŋő ğăňěůăšěńĳŋő šěň, ůšő šőšăńĳŋőě ŕřőśšřăŋśšćő ffX śš£čĺćăěňő.

Řăśśńőěŋĺě ć śňżśńě Śěřřă

Řăśśńőěŋĺěň ć śňżśńě Śěřřă ŋăğżćă¿š őšőąřăęěŋĺě X → Y; ďń£ łőšőřőčő ćżŕőńŋěŋő şśńőćĺě ŋăłřżćă¿źěľ čőňőšőŕĺĺ. Ćśě śńőĺ řăśśńőěŋĺ£ ć śňżśńě Śěřřă čőňőšőŕĺůěśłĺ ¡łćĺćăńěŋšŋż. Ďń£ řăśśńőěŋĺ£ ć śňżśńě Śěřřă šőęě ňőęŋő ŋăŕĺśăšĳ śŕěłšřăńĳŋş¿ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ řăśśńőěŋĺ£.

Řăśśńőěŋĺě Śěřřă ffX^{ΩX}−→ X £ćń£ěšś£ řăśśńőěŋĺěň ć śňżśńě Śěřřă. Ěčő šőšăńĳŋőě ŕřőśšřăŋśšćő ffX őůěćĺďŋő śš£čĺćăěňő, ă śńőľ ŋăď šőůłőľ x_0 ∈ S^n | ¡šő ć šőůŋőśšĺ ˙S^n:

Ďń£ řăśśńőěŋĺ£ Śěřřă ffS^{n ΩSn}−→ S^n ğăŕĺÿěň śŕěłšřăńĳŋş¿ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ. Ąăğă őďŋőść£ğŋă, ŕő¡šőňş E^2_{p;q} = H_p(B; H_q(F )): Ňż ţőšĺň ćżůĺśńĺšĳ H_q(F ): Čőňőńőčĺĺ ąăğż B = S^n ŋăň ĺğćěśšŋż. Ŋěŋşńěćżě ůńěŋż ěśšĳ šőńĳłő ć ďćşţ śšőńąűăţ, ŕřĺůěň ¡šĺ śšőńąűż őďĺŋăłőćżě: H_0(S^n; G) = H_n(S^n; G) ďń£ ń¿ąőľ čřşŕŕż G; ć ůăśšŋőśšĺ ďń£ G = H_∗(F ): Śńőľ ńĺŋěľŋő ść£ğěŋ, ŕő¡šőňş ć ŋşńěćőľ śšřőłě śšő£š ďćě čřşŕŕż Z: §śŋő, ůšő E^2 = : : : = E^n; šăł łăł śőőšćěšśšćş¿źĺě ďĺťťěřěŋűĺăńż ĺğ ŋěŋşńěćőčő śšőńąűă ś ŋőňěřőň p = n ďěľśšćş¿š ć ŋşńěćżě śšőńąűż. Ŋă E^n ďĺťťěřěŋűĺăń ĺğ ŋěŋşńěćőčő śšőńąűă ś ŋőňěřőň p = n ďěľśšćşěš ć ŋěŋşńěćőľ śšőńąěű ś ŋőňěřőň p = 0; ŕřĺůěň ¡šő ěďĺŋśšćěŋŋżľ ňőňěŋš, łőčďă ňőęěš şŋĺůšőęĺšĳś£ čřşŕŕă Z; śšő£źă£ ć łńěšłě E^2_{n;0}: Ć łőŋűě ćś-ě (łřőňě čřşŕŕż Z ć łńěšłě E_{0;0}) ďőńęŋő ĺśůěğŋşšĳ, ŕőśłőńĳłş šőšăńĳŋőě ŕřőśšřăŋśšćő śš£čĺćăěňő. Śńěďőćăšěńĳŋő, řăśśňăšřĺćăěňżľ ďĺťťěřěŋűĺăń | ĺğőňőřťĺğň, ă ğŋăůĺš, ć łńěšłě E^2_{0;n−1} śšőĺš čřşŕŕă Z: Ĺğ řăćěŋśšćă ďćşţ śšőńąűőć ŕőńşůăěň, ůšő E^2_{n;n−1} ∼= Z, ĺ š.ď. Ć ĺšőčě ŕőńşůăěň

H_i(˙S^n) = { Z ŕřĺ i łřăšŋőň n − 1;

0 ŕřĺ i ŋě łřăšŋőň n − 1:

Łőčďă řăśśłăğżćă¿š ŕřő śŕěłšřăńĳŋş¿ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ řăśśńőěŋĺ£, ćśěčďă şŕőňĺŋă¿š šřĺ śćőľśšćă. Őďŋő ĺğ ŋĺţ şęě őąśşęďăńőśĳ: łăł ć šěřňĺŋăţ śŕěłšřăńĳŋőľ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ őŕĺśżćăěšś£ őšőąřăęěŋĺě ĺğ čőňőńőčĺľ šőšăńĳŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă ć čőňőńőčĺĺ ąăğż.

Ěźě ěśšĳ őšőąřăęěŋĺě ĺğ čőňőńőčĺľ śńő£ ć čőňőńőčĺĺ šőšăńĳŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă: H_∗(F ) → H_∗(X): §śŋő, ůšő H_m(F ) = E^2_{0;m}(X) (ğďěśĳ ňż ŕřěďŕőńăčăěň, ůšő ąăğă ńĺŋěľŋő ść£ğŋă, ă řăśśńőěŋĺě čőňőńőčĺůěśłĺ ŕřőśšő). Čřşŕŕă H_m(X) őŕĺśżćăěšś£ ůěřěğ čřşŕŕż E^∞_{p;q}(X); p+q = m: Őŋă śőďěřęĺš ŕőďčřşŕŕş, ĺğőňőřťŋş¿ E^∞_{0;m}(X): Ś ďřşčőľ śšőřőŋż, ĺňěěšś£ őšőąřăęěŋĺě E^2_{0;m}(X) → E^∞_{0;m}(X); ğăďăŋŋőě őšőąřăęěŋĺěň ťăłšőřĺğăűĺĺ ŕő őąřăğăň ćśěćőğňőęŋżţ ďĺťťěřěŋűĺăńőć @^r; r ≥ 2; ŕőśńěďőćăšěńĳŋő ďěľśšćş¿źĺţ ć łńěšłĺ E^r_{0;m} ĺğ łńěšőł E^r_{;m−r+1} : İšő ĺ ěśšĳ őŕĺśăŋĺě őšőąřăęěŋĺ£ čőňőńőčĺľ śńő£ ć čőňőńőčĺĺ šőšăńĳŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă (ć ůăśšŋőśšĺ, ¡šő őšőąřăęěŋĺě ďěľśšćşěš ć ŕőďčřşŕŕş E^∞_{0;m} ⊂ H_m(X):

Śńěďş¿źěě ğăňěůăŋĺě ść£ğăŋő ś šřăŋśčřěśśĺěľ. Šăł ŋăğżćă¿š őůěřěďŋőľ ďĺťťěřěŋűĺăń @^p, ďěľśšćş¿źĺľ ĺğ ŋĺęŋěľ śšřőłĺ ć ńěćżľ śšőńąěű, šő ěśšĳ ĺğ čřşŕŕż E^p_{;0} ć E^p_{0;p−1}: İńěňěŋšż ăŋăńőčĺůŋżţ ůńěŋőć šăąńĺűż E^2 £ćń£¿šś£ čőňőńőčĺ£ňĺ ąăğż ĺ śńő£: E^2_{p;0} = H_p(B); E^2_{0;p−1} = H_{p−1}(F ) .

Šăłĺň őąřăğőň, šřăŋśčřěśśĺ£ | ¡šő ůăśšĺůŋőě ňŋőčőğŋăůŋőě őšőąřăęěŋĺě ĺğ H_p(B) ć H_{p−1}(F ): Ůăśšĺůŋőě ŕőšőňş, ůšő őŋő őŕřěďěńěŋő ŋă ŋěłőšőřőľ ŕőďčřşŕŕě ć H_p(B) (ă ĺňěŋŋő, ŋă E^p_{;0}). Ňŋőčőğŋăůŋőě ŕőšőňş, ůšő őąřăğ | ¡ńěňěŋš ŋě čřşŕŕż H_{p−1}(F ); ă ńĺÿĳ ěě ťăłšőřčřşŕŕż E^p_{0;p−1}; š.ě. śňěęŋżľ łńăśś.

Šřăŋśčřěśśĺ£ ążćăěš şďőąŋă ŕřĺ řăğŋżţ ćżůĺśńěŋĺ£ţ.

Ş šřăŋśčřěśśĺĺ ěśšĳ ŋěłőšőřżľ čěőňěšřĺůěśłĺľ śňżśń. Ďń£ řăśśńőěŋĺ£ ěśšĳ šőůŋă£ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ čőňőšőŕĺůěśłĺţ čřşŕŕ

: : :ı_i(F ) → ı_i(X) → ı_i(B) → ı_{i−1}(F ) → : : :

Ďń£ čőňőńőčĺľ šăłőľ šőůŋőľ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ ŋěš. Ŋő ěśšĳ ěě ŋěďőďěńăŋŋżľ ćăřĺăŋš | ¡šő ĺ ěśšĳ čěőňěšřĺůěśłă£ ĺŋšěřŕřěšăűĺ£ šřăŋśčřěśśĺĺ. Šřăŋśčřěśśĺ£ őŕřěďěńěŋă ŋă őąřăğě őšőąřăęěŋĺ£ H_p(X; F ) → H_p(B; b_0) = ~H_p(B):

Ąěřěň ¡ńěňěŋš őąřăğă ¡šőčő őšőąřăęěŋĺ£ ĺ ŕőďŋĺňăěň ěčő łăłĺň-šő őąřăğőň (ŋěőďŋőğŋăůŋő) ďő ¡ńěňěŋšă čřşŕŕż H_p(X; F ). Ğăšěň ąěřěň čřăŋĺűş ¡šőčő ¡ńěňěŋšă, šő ěśšĳ ¡ńěňěŋš čřşŕŕż H_{p−1}(F ). Ĺğ-ğă ŕřőĺğćőńă ć ćżąőřě ŕřőőąřăğă řěğşńĳšăš ňőęěš ĺğňěŋĺšĳś£ ŋă ¡ńěňěŋš čřşŕŕż, ŕő łőšőřőľ ťăłšőřĺğşěň, ŕěřěţőď£ ł ďřşčĺň ůńěŋăň śŕěłšřăńĳŋőľ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ. Ŕőńşůěŋŋőě őšőąřăęěŋĺě śőćŕăďăěš ś šřăŋśčřěśśĺěľ, őŕřěďěńěŋŋőľ ćżÿě ć šěřňĺŋăţ śŕěłšřăńĳŋżţ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšěľ.

Łőčőňőńőčĺůěśłă£ śŕěłšřăńĳŋă£ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ

Łăł őążůŋő ć šěőřĺĺ čőňőńőčĺľ, ćś¿ďş ćżÿě ňż ňőčńĺ ŕěřěľšĺ ł ďćőľśšćěŋŋżň őąžěłšăň, őąřăšĺšĳ ćśě śšřěńőůłĺ ğă śůěš ŕěřěţőďă ł śőŕř£ęěŋŋżň őšőąřăęěŋĺ£ň, ĺ ŕřĺśŕőśőąĺšĳ ćś¿ šěőřĺ¿ śŕěłšřăńĳŋżţ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšěľ ł ćżůĺśńěŋĺ¿ łőčőňőńőčĺľ.

Ğăďăůă 1 Łăł ćżčń£ď£š ďń£ łőčőňőńőčĺľ ăŋăńőčĺ ćśěčő šőčő, ůšő ążńő śďěńăŋő ďń£ čőňő-

ńőčĺľ?

Ŋő, łăł ňż ćĺďěńĺ ć ŕřěďżďşźěň łşřśě, ďń£ łőčőňőńőčĺľ ŕő£ćń£ěšś£ ĺ ŋěůšő ŋőćőě | ňşńĳšĺŕńĺłăšĺćŋă£ śšřşłšşřă. Šăłă£ śšřşłšşřă ěśšĳ ĺ ş śŕěłšřăńĳŋőľ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ řăśśńőěŋĺ£.