Ć. Ă. Ćăśĺńĳěć

Šőŕőńőčĺ£

Śŕěűĺăńĳŋżľ łşřś, őśěŋŋĺľ śěňěśšř 1997 č.

1 Ńěłűĺ£ 13

Ć ŕřőÿńżľ řăğ őąśşęďăńś£ ŕřĺŋűĺŕ Śňěľńă | Ţĺřÿă ĺ ć ść£ğĺ ś ŋĺň őąśşęďăńś£ šăłőľ ŕřĺňěř. Ŕşśšĳ ŕőďŕřőśšřăŋśšćő F ⊂ C^∞(R^1, R^1) śőśšőĺš ĺğ ťşŋłűĺľ, šőęďěśšćěŋŋő řăćŋżţ 1 ŋă ąěśłőŋěůŋőśšĺ. Řăśśňőšřĺň ć F ŕőďňŋőęěśšćő

˚_k = {f|∃x : f(x) = f^′(x) = . . . = f^{(k−1)} = 0}.

Ňż ąşďěň ŕřěďŕőńăčăšĳ, ůšő k ≥ 3. Čőňőńőčĺĺ ŕřőśšřăŋśšćă F \ ˚_k šăłĺě ęě, łăł čőňőńőčĺĺ ŕřőśšřăŋśšćă ˙(S^{k−1}). İšő ŋě ŕřőśšő śńşůăľŋőě śőćŕăďěŋĺě. Ďěńő ć šőň, ůšő őšőąřăęěŋĺě F \ ˚_k → ˙(R^k \ 0) ∼ ˙(S^{k−1}), śőŕőśšăćń£¿źěě ťşŋłűĺĺ ěě (k − 1)-śšřşľŋőě řăśÿĺřěŋĺě, ŕřĺ k ≥ 3 ĺŋďşűĺřşěš čőňőšőŕĺůěśłş¿ ¡łćĺćăńěŋšŋőśšĳ. Ŕřĺ k > 3 ŕřőśšřăŋśšćő F \ ˚_k őďŋőść£ğŋő, ŕő¡šőňş ďőśšăšőůŋő ďőłăğăšĳ, ůšő ¡šő őšőąřăęěŋĺě ĺŋďşűĺřşěš ĺğőňőřťĺğň čőňőńőčĺľ. Ŕřĺ k = 3 şšćěřęďěŋĺě ő čőňőšőŕĺůěśłőľ ¡łćĺćăńěŋšŋőśšĺ šăłęě ćěřŋő, ŋő ďőłăğżćăěšś£ śńőęŋěě.

Ĺğőňőřťĺğň čőňőńőčĺľ ďőłăğżćăěšś£ śńěďş¿źĺň őąřăğőň. Ŕřĺ ćżůĺśńěŋĺĺ čőňőńőčĺľ ŕřőśšřăŋśšćă F \ ˚_k ňż ăŕŕřőłśĺňĺřőćăńĺ ěčő łőŋěůŋőňěřŋżňĺ ŕřőśšřăŋśšćăňĺ P_d \ ˚_k. Čőňőńőčĺĺ ŕřőśšřăŋśšćă ˙(R^k \ 0) ćżůĺśń£¿šś£ ăŋăńőčĺůŋő: ¡šő ŕřőśšřăŋśšćő ăŕŕřőłśĺňĺřşěšś£ ŕřőśšřăŋśšćăňĺ ˝(m, k) \ ˚(m, k). Ğďěśĳ ˝(m, k) | ŕřőśšřăŋśšćő śĺśšěň ĺğ k ňŋőčőůńěŋőć x^m + a^1x^{m−1} + · · · + a^m_1 , · · · x^m + a^1_kx^{m−1} + · · · + a^m_k .

(Ŋă śăňőň ďěńě, ŋă ąěśłőŋěůŋőśšĺ ňŋőčőůńěŋż ćěďşš śěą£ ŋě šăł, łăł ŋşęŋő. Ŋő ĺţ ňőęŋő ŕřĺčńăďĺšĳ ĺ ŕőńşůĺšĳ őšőąřăęěŋĺě ć őšňěůěŋŋş¿ šőůłş.) Ŕřőśšřăŋśšćő ˚(m, k) śőőšćěšśšćşěš śĺśšěňăň, ĺňě¿źĺň őąźěě řěÿěŋĺě. Čřşŕŕż čőňőńőčĺľ ĺ łőčőňőńőčĺľ ŕřőśšřăŋśšć ˝(m, k) \ ˚(m, k) ŕřĺ m → ∞ śţőď£šś£ ł ăŋăńőčĺůŋżň čřşŕŕăň ŕřőśšřăŋśšćă ˙(R^k \ 0), š.ě. ďń£ ń¿ąőčő i ŋăľďěšś£ m_0 = m_0(i) šăłőě ůšő ŕřĺ ćśěţ m ≥ m_0 ĺňě¿šś£ ĺğőňőřťĺğňż H^j(˝(m, k) \ ˚(m, k)) ≃ H^j(˙(R^k \ 0)) ŕřĺ j < i. Ąőńěě šőčő, ¡šő ęě ćěřŋő ĺ ďń£ ćśěţ čőňőšőŕĺůěśłĺţ čřşŕŕ.

Čőňőńőčĺĺ ŕřőśšřăŋśšćă ˝(m, k) \ ˚(m, k) ćżůĺśń£¿šś£ šőůŋő šăł ęě, łăł ĺ čőňőńőčĺĺ ŕřőśšřăŋśšćă P_d \˚_k. Ă ĺňěŋŋő, ŕőńĳğş£śĳ ďćőľśšćěŋŋőśšĳ¿ Ăńěłśăŋďěřă śćőďĺň ¡šş ğăďăůş ł ćżůĺśńěŋĺ¿ ğăňłŋşšżţ čőňőńőčĺľ őśőąőčő ňŋőęěśšćă ˚(m, k), ğăšěň śšřőĺšś£ śĺňŕńĺűĺăńĳŋőě řăğřěÿěŋĺě ¡šőčő ňŋőęěśšćă, ĺ ŋă ¡šőň řăğřěÿěŋĺĺ ąěřěšś£ ťĺńĳšřăűĺ£ F_1 ⊂ F_2 ⊂ . . . ,

čďě F_i \ F_{i−1} | řăśśńőěŋĺě ŋăď B(R^1, i) śő śńőěň^∘´^{i−1} ×R^{(m−i)k}. Śŕěłšřăńĳŋă£ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ćżčń£ďĺš šőůŋő šăł ęě, ĺ ňőęŋő śřăćŋĺšĳ ŋăŕř£ňş¿ ăŕŕřőłśĺňĺřş¿źĺě ŕřőśšřăŋśšćă. Ěśńĺ şďăśšś£ ďőłăğăšĳ ěśšěśšćěŋŋş¿ ĺğőňőřťŋőśšĳ čřşŕŕ čőňőńőčĺľ ¡šĺţ ŕřőśšřăŋśšć, šő ŕřěďěńĳŋżň ŕěřěţőďőň ŕőńşůĺň ĺśłőňżľ ĺğőňőřťĺğň ňěęďş łőčőňőńőčĺ£ňĺ ąěśłőŋěůŋőňěřŋżţ ŕřőśšřăŋśšć ˙(R^k \ 0) ĺ F \ ˚_k.

Ŋă śăňőň ďěńě ĺňěěš ňěśšő čőřăğďő ąőńěě šőůŋżľ ťăłš: ŕřőśšřăŋśšćă P_{mk} \˚_k ĺ ˝(m, k)\ ˚(m, k) čőňőšőŕĺůěśłĺ ¡łćĺćăńěŋšŋż. Ďőłăğżćăěšś£ ¡šő ďőćőńĳŋő śńőęŋő, ć ůăśšŋőśšĺ ŕőšőňş ůšő ŕőśšřőĺšĳ őšőąřăęěŋĺ£, £ćń£¿źĺěś£ čőňőšőŕĺůěśłĺňĺ ¡łćĺćăńěŋšŋőśš£ňĺ, ŋěńěčłő. Ďń£ ¡šőčő ĺţ ŋşęŋő śŋăůăńă ćńőęĺšĳ ć őďŋő ĺ šő ęě ŕřőśšřăŋśšćő, ă ĺňěŋŋő, ć ŕřőśšřăŋśšćő śĺśšěň ňŋőčőůńěŋőć x^{mk} + · · · x^{mk−1} + · · · · · · x^{mk−k+1} + · · · (1)

Ŕřőśšřăŋśšćő P_{mk} ćłńăďżćăěšś£ śńěďş¿źĺň őąřăğőň: łăęďőňş ŕőńĺŋőňş śőŕőśšăćń£ěň ěčő śăňőčő ĺ ěčő ŕřőĺğćőďŋżě (šőůŋěě čőćőř£, ŕřőĺğćőďŋżě, ďěńěŋŋżě ŋă ŋěłőšőřőě ůĺśńő, ůšőąż śšăřÿĺľ łő¡ťťĺűĺěŋš ňŋőčőůńěŋă ążń řăćěŋ 1).

Ŕřőśšřăŋśšćő ˝(m, k) ćłńăďżćăěšś£ śńěďş¿źĺň őąřăğőň: łăęďőľ ŕőńĺŋőňĺăńĳŋőľ śĺśšěňě śőŕőśšăćń£ěšś£ ąőńĳÿőľ őšřěğőł, ćŋě łőšőřőčő őŋă ŋě ňőęěš ĺňěšĳ őąźĺţ łőřŋěľ. Ğăšěň ŕőńĺŋőňż ĺğ ŋăÿěľ śĺśšěňż ďőňŋőęă¿šś£ ŋă ŕőńĺŋőňż ŕőďţőď£źĺţ śšěŕěŋěľ, ćśě łőřŋĺ łőšőřżţ ńěęăš ďăńěłő ğă ŕřěďěńăňĺ ¡šőčő őšřěğłă ĺ ğăćěďőňő ćśě řăğńĺůŋż. İšĺ ćńőęěŋĺ£ őšőąřăęă¿š ďĺśłřĺňĺŋăŋšŋżě ňŋőęěśšćă ć ďĺśłřĺňĺŋăŋšŋőě ňŋőęěśšćő ĺ ŕőďŋĺňă¿šś£ ďő ćńőęěŋĺľ śĺňŕńĺűĺăńĳŋżţ řăğřěÿěŋĺľ ¡šĺţ ŕřőśšřăŋśšć. Ĺğ śőćŕăďěŋĺ£ ŕěřćżţ ůńěŋőć śŕěłšřăńĳŋżţ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšěľ ś ŕőňőźĳ¿ ńěňňż Ąőřśşłă ďőłăğżćăěšś£, ůšő ¡šĺ ćńőęěŋĺ£ ŕřőďőńęă¿šś£ ďő čőňőšőŕĺůěśłőľ ¡łćĺćăńěŋšŋőśšĺ ŕőďţőď£źĺţ łřăšŋżţ ŋăďśšřőěł őďŋőšőůěůŋżţ łőňŕăłšĺťĺłăűĺľ ŕřőśšřăŋśšć řăğřěÿěŋĺľ σ_k ĺ σ(m, k) ŋă őďŋőšőůěůŋş¿ łőňŕăłšĺťĺłăűĺ¿ m-čő ůńěŋă ťĺńĳšřăűĺĺ řăğřěÿěŋĺ£ ďĺśłřĺňĺŋăŋšă ć ŕřőśšřăŋśšćě śĺśšěň (1). Őšś¿ďă şęě śńěďşěš, ůšő ŋăÿĺ ćńőęěŋĺ£ ĺŋďşűĺřş¿š ĺğőňőřťĺğň čřşŕŕ łőčőňőńőčĺľ őąőĺţ ŕřőśšřăŋśšć P_{mk} \ ˚_k ĺ ˝(m, k) \ ˚(m, k) ŋă ŋěłőšőřżľ ŋăůăńĳŋżľ őšřěğőł čřşŕŕż łőčőňőńőčĺľ ňŋőęěśšćă ŋěřěğşńĳšăŋšŋżţ śĺśšěň ćĺďă (1). Őšś¿ďă ćżćőďĺšś£ (ś ĺśŕőńĳğőćăŋĺěň śŕěűĺťĺůěśłĺţ śćőľśšć ŕřőśšřăŋśšć ŕěšěńĳ) ůšő őąă ŕřőśšřăŋśšćă čőňőšőŕĺůěśłĺ ¡łćĺćăńěŋšŋż m-ňěřŋőňş őśšőćş ŕőśńěďŋěčő ŕřőśšřăŋśšćă, ă šăłęě ĺ ŕřőśšřăŋśšćă ˙S^{k−1}. Čřşŕŕż łőś ĺ ĺţ čőňőńőčĺĺ

Ěśńĺ X | šőŕőńőčĺůěśłőě ŕřőśšřăŋśšćő, šő ůěřěğ B(X, k) őąőğŋăůăěšś£ ěčő k-ě łőŋťĺčşřăűĺőŋŋőě ŕřőśšřăŋśšćő, š.ě. ňŋőęěśšćő ćśěţ ŋěşŕőř£ďőůěŋŋżţ ŋăąőřőć ĺğ k ŕőŕăřŋő řăğńĺůŋżţ šőůěł ć X; F (X, k) | ŕřőśšřăŋśšćő şŕőř£ďőůěŋŋżţ ŋăąőřőć, š.ě. F (X, k) = X^k \ ´, čďě

´ = {x_1, . . . , x_k)|x_i = x_j ďń£ ŋěłőšőřżţ i ≠ j}.

Šőŕőńőčĺ£ ŋă F (X, k) őŕřěďěń£ěšś£ őůěćĺďŋżň őąřăğőň. Ŋă F (X, k) ďěľśšćşěš čřşŕŕă ŕőďśšăŋőćőł S(k) ĺ B(X, k) = F (X, k)/S(k). İšő ŕőğćőń£ěš őŕřěďěńĺšĳ (ťăłšőř)šőŕőńőčĺ¿ ŋă B(X, k). Őŕřěďěńěŋĺě. Čřşŕŕă łőś ĺğ k ŋĺšěľ, Br(k), ¡šő čřşŕŕă π_1(B(R^2 , k)). Ŕřěďńőęěŋĺě. B(R^2, k) | ŕřőśšřăŋśšćő šĺŕă K(Br(k), 1), š.ě. ćśě őśšăńĳŋżě čőňő-

šőŕĺůěśłĺě čřşŕŕż ŋşńěćżě. Ăŋăńőčĺůŋő, F (R^2, k) šăłęě ŕřőśšřăŋśšćő šĺŕă K(π, 1) ďń£ ŋěłőšőřőľ čřşŕŕż, łőšőřă£ őąőğŋăůăěšś£ I(k) ĺ ŋăğżćăěšś£ čřşŕŕőľ łřăÿěŋżţ łőś ĺğ k ŋĺšěľ.

Ďń£ ďőłăğăšěńĳśšćă ¡šőčő şšćěřęďěŋĺ£ ňőęŋő řăśśňőšřěšĳ šőůŋş¿ čőňőšőŕĺůěśłş¿ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ řăśśńőěŋĺ£ F (R^2, k) → F (R^2, k − 1) śő śńőěň R^2 \ {k − 1 šőůłă}. Ş R^2 \ {k − 1 šőůłă} ćśě čőňőšőŕĺůěśłĺě čřşŕŕż ŕőř£ďłă ≥ 2 ŋşńěćżě, ŕő¡šőňş ňőęŋő ŕřĺňěŋĺšĳ ĺŋďşłűĺ¿. §śŋő šăłęě, ůšő ćśě čőňőšőŕĺůěśłĺě čřşŕŕż ŕőř£ďłă ≥ 2 ş ŕřőśšřăŋśšć B(R^2, k) ĺ F (R^2, k) őďĺŋăłőćżě.

Řăśśňőšřĺň šěŕěřĳ őąžěłšż, łőšőřżě, śőąśšćěŋŋő, ĺ ŋăğżćă¿šś£ łőśăňĺ. Řăśśňőšřĺň łćăďřăš, ćńőęěŋŋżľ ć R^3. Őšňěšĺň ŋă ńěćőľ ĺ ŕřăćőľ śšőřőŋăţ łćăďřăšă ŕő k šőůěł, ńěęăźĺţ šőůŋő ŋăŕřőšĺć ďřşč ďřşčă, ĺ śőěďĺŋĺň łăęďş¿ šőůłş ś ńěćőľ śšőřőŋż ś ŋěłőšőřőľ šőůłőľ ŋă ŕřăćőľ śšőřőŋě śĺśšěňőľ ŋěŕěřěśěłă¿źĺţś£ C^1-čńăďłĺţ ŋĺšěľ ć R^3, ŕřĺ ¡šőň ŕřĺ ďćĺęěŋĺĺ šőůłĺ ŕő ŋĺšĺ ěě łőőřďĺŋăšă ŋă čőřĺğőŋšăńĳŋőľ őśĺ ďőńęŋă ążšĳ śšřőčő ňőŋőšőŋŋőľ ťşŋłűĺěľ, š.ě. ŕřĺ ďćĺęěŋĺĺ őš őďŋőľ śšőřőŋż łćăďřăšă ł ďřşčőľ śšőřőŋě ŋĺšĳ ŋě ďőńęŋă ŕőćőřăůĺćăšĳ őąřăšŋő. Ďćě łőśż ¡łćĺćăńěŋšŋż, ěśńĺ ĺţ ňőęŋő ŕěřěćěśšĺ ďřşč ć ďřşčă ŋěŕřěřżćŋőľ ďěťőřňăűĺěľ ć ŕřőśšřăŋśšćě ćśěţ łőś, śň. ŋăŕřĺňěř řĺśşŋłĺ ŋĺęě.

Ŕřĺłńăďżćă£ ŕřăćş¿ śšőřőŋş őďŋőčő łćăďřăšă ł ńěćőľ śšőřőŋě ďřşčőčő łćăďřăšă, śšĺřă£ ¡šş śšőřőŋş, ă ğăšěň śęĺňă£ ŕőńşůěŋŋżľ ŕř£ňőşčőńĳŋĺł, ŕőńşůăěň čřşŕŕőćş¿ őŕěřăűĺ¿ ŋă ňŋőęěśšćě łńăśśőć ¡łćĺćăńěŋšŋőśšĺ łőś.

İšă ĺŋšěřŕřěšăűĺ£ čřşŕŕż łőś ńěčłő ŕőńşůăěšś£ ĺğ ŕřěďżďşźěľ: ćżąěřěň ć ŕřőśšřăŋśšćě

B(R^2, k) ć łăůěśšćě őšňěůěŋŋőľ šőůłĺ łőŋťĺčşřăűĺ¿ ĺğ k šőůěł, ńěęăźĺţ ŋă ěďĺŋĺůŋőň

őšřěğłě ĺ őšőęďěśšćĺň ¡šőš őšřěğőł ś ńěćőľ śšőřőŋőľ łćăďřăšă. Ć łăůěśšćě ŋĺęŋěľ śšőřőŋż ćżąěřěň őśĳ t. Šőčďă ¡ńěňěŋš čřşŕŕż Br(k) = π_1(B(R^2, k)) łăł řăğ ĺ ąşďěš ŕřěďśšăćńěŋ šăłőľ łőśőľ, ŕőšőňş ůšő ŕřĺ t = 1 ňż ćőğćřăźăěňś£ ć őšňěůěŋŋş¿ šőůłş.

Őąřăšŋżľ ¡ńěňěŋš čřşŕŕż łőś ŕőńşůăěšś£ łăł ğěřłăńĳŋőě őšřăęěŋĺě łőśż. Šřěšĳě őŕřěďěńěŋĺě čřşŕŕż łőś | ăńčěąřăĺůěśłőě, ś ŕőňőźĳ¿ őąřăğş¿źĺţ ĺ śőőšŋőÿěŋĺľ. Čřşŕŕă łőś Br(k) | ¡šő čřşŕŕă ś őąřăğş¿źĺňĺ a_1, . . . , a_{k−1} ĺ śőőšŋőÿěŋĺ£ňĺ a_ia_j = a_ja_i, ěśńĺ |i − j| ≥ 2; a_ia_{i+1}a_i = a_{i+1}a_ia_{i+1}.

Őąřăğş¿źĺě a_1, . . . , a_{k−1} | ¡šő ¡ńěňěŋšăřŋżě łőśż, š.ě. łőśż ś őďŋĺň ŕěřěłřěśšłőň. Ěśńĺ i-£ ŋĺšĳ ŕřőţőďĺš ŕőď (i + 1)-ľ, šő ŕőńşůăěň őąřăğş¿źş¿ a_i, ă ěśńĺ i-£ ŋĺšĳ ŕřőţőďĺš ŋăď (i + 1)-ľ, šő ŕőńşůăěň őąřăğş¿źş¿ a^{−1}_i .

Ń¿ąş¿ łőśş ňăńżň ÿěćěńěŋĺěň ňőęŋő ŕřĺćěśšĺ ł šăłőňş ćĺďş, ůšő šőůłĺ ŕěřěśěůěŋĺ£ (ŕěřěłřěśšłĺ) ąşďşš ńěęăšĳ ŋă řăğŋżţ ćěřšĺłăńĳŋżţ ŕř£ňżţ. Ŕřőćěď£ ćěřšĺłăńĳŋżě řăğřěğż šăł, ůšőąż ňěęďş ń¿ążňĺ ďćşň£ ćěřšĺłăńĳŋżňĺ ŕř£ňżňĺ ążń řăśŕőńőęěŋ šőńĳłő őďĺŋ ŕěřěłřěśšőł, ŕőńşůĺň ŕřěďśšăćńěŋĺě łőśż ć ćĺďě łőňŕőğĺűĺĺ ¡ńěňěŋšăřŋżţ łőś.

Śőőšŋőÿěŋĺ£ ćőğŋĺłă¿š ĺğ ŕřěőąřăğőćăŋĺľ, ĺğőąřăęěŋŋżţ ŋă řĺśşŋłě. Ĺňěěšś£ ŋěšřĺćĺăńĳŋżľ čőňőňőřťĺğň Br(k) → Z. Ă ĺňěŋŋő, łăęďőňş śńőćş, śőśšăćńěŋŋőňş ĺğ őąřăğş¿źĺţ, ňőęŋő śőŕőśšăćĺšĳ śşňňş śšěŕěŋěľ őąřăğş¿źĺţ.

Šěŕěřĳ ůěšćěřšőě őŕřěďěńěŋĺě: Br(k) = π_1(P C_k \ ˚_2), čďě P C_k | ŕřőśšřăŋśšćő ŕőńĺŋőňőć x^k +λ_1x^{k−1} +· · ·+λ_k ś łőňŕńěłśŋżňĺ łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ; ĺğ ¡šőčő ŕřőśšřăŋśšćă ćżąřăśżćăěšś£ ňŋőęěśšćő ˚_2 ŕőńĺŋőňőć ś łřăšŋżňĺ łőňŕńěłśŋżňĺ łőřŋ£ňĺ. Ćő ňŋőčĺţ śĺšşăűĺ£ţ ¡šő őŕřěďěńěŋĺě śăňőě şďőąŋőě.

u u u u

u u u u

u u u u

u u u u

PPPP
   P
!! ı

   ı

      PPPP

   P !!ı
    ı

                PPPP

             P !!ı
              ı
          PPPP
             P
          !! ı

             ı

¸ u u

u u u

u u u

u u u

u

HHH
   HHH
     HHH
ȷȷ

  "" QQQ
       Q

       �
     æ
    ææ

          HHH
            HHH
               HHH�!!aaaaaȷȷ �

              �

                �

¸

Śšăąĺńĳŋă£ čřşŕŕă łőś

Řăśśňőšřĺň ćńőęěŋĺě Br(k) ⊂ Br(k + r), şśšřőěŋŋőě śńěďş¿źĺň őąřăğőň: ł łőśě ĺğ Br(k) ŕřĺřĺśőćżćăěň śŋĺğş r šřĺćĺăńĳŋżţ (čőřĺğőŋšăńĳŋżţ) ŋĺšěľ. Ŕřěďěń (őąžěďĺŋěŋĺě) šăłĺţ čřşŕŕ | ¡šő śšăąĺńĳŋă£ čřşŕŕă łőś Br.

Ŕő-ďřşčőňş ćńőęěŋĺě Br(k) ⊂ Br(k+r) ňőęŋő őŕĺśăšĳ śńěďş¿źĺň őąřăğőň. Ł ŋăąőřş šőůěł (z_1, . . . , z_k) ďőąăćń£ěň šőůłş z_{k+1} = (max |z_i| +1, 0) ∈ R^2. Ğăšěň ŕőćšőř£ěň ¡šş ŕřőűěďşřş ěźě r − 1 řăğ.

Ŕřăćĺńĳŋă£ ğăďăůă | ćżůĺśńěŋĺě čőňőńőčĺľ čřşŕŕ Br(k). (Ŋăŕőňŋĺň, ůšő čőňőńőčĺ- £ňĺ šőŕőńőčĺůěśłőľ čřşŕŕż g ŋăğżćă¿šś£ čőňőńőčĺĺ śőőšćěšśšćş¿źěčő łńăśśĺťĺűĺřş¿- źěčő ŕřőśšřăŋśšćă, šő ěśšĳ, ć śńşůăě ďĺśłřěšŋżţ čřşŕŕ, ŕřőśšřăŋśšćă K(g, 1). Ć ůăśšŋőśšĺ, H^∗(Br(k)) ≡ H^∗(B(R^2, k)) ≡ H^∗(P C_k \ ˚_2).)

Ďń£ łő¡ťťĺűĺěŋšőć Z_2 ¡šş ğăďăůş řěÿĺń Ď.Ą.Ťşłś (1970).

Ŕěřćőě ŋăąń¿ďěŋĺě ŕřĺŋăďńěęĺš Ăřŋőńĳďş: H^i(B(C^1 , k), G) = 0 ŕřĺ i ≥ k ďń£ ń¿ąőľ čřşŕŕż łő¡ťťĺűĺěŋšőć G. İšő ćżšěłăěš ĺğ ćěśĳňă őąźěľ šěőřěňż. Ŕşśšĳ ĺňěěšś£ łőňŕńěłśŋőě ăťťĺŋŋőě ăńčěąřăĺůěśłőě ňŋőčőőąřăğĺě M^d ⊂ C^N (d | łőňŕńěłśŋă£ řăğňěřŋőśšĳ). Šőčďă H^i(M^d, G) = 0 ŕřĺ i > d. İšő ďőłăğżćăěšś£ ś ŕőňőźĳ¿ šěőřĺĺ Ňőřśă: śşźěśšćşěš ťşŋłűĺ£ Ňőřśă, ş łőšőřőľ ĺŋďěłś ń¿ąőľ łřĺšĺůěśłőľ šőůłĺ ŋě ŕřěćőśţőďĺš d. Ł řăśśňăšřĺćăěňőľ śĺšşăűĺĺ ¡šő ŕřĺňěŋ£ěšś£ śńěďş¿źĺň őąřăğőň. Ŕőďňŋőęěśšćő ˚_2 ⊂ C^k ğăďăěšś£ ŕőńĺŋőňĺăńĳŋżň şřăćŋěŋĺěň ´(λ) = 0 (´ | ďĺśłřĺňĺŋăŋš őąźěčő ŕőńĺŋőňă śšěŕěŋĺ k ś łő- ¡ťťĺűĺěŋšăňĺ λ = (λ_1, . . . , λ_k)). Řăśśňőšřĺň ŕřőśšřăŋśšćő C^{k+1} ś łőőřďĺŋăšăňĺ λ_1, . . . , λ_k, t ĺ ć ¡šőň ŕřőśšřăŋśšćě řăśśňőšřĺň čĺŕěřŕőćěřţŋőśšĳ ´(λ)t = 1. Ŕřőěłűĺ£ ¡šőľ čĺŕěřŕőćěřţŋőśšĺ ŋă C^k ćŋě ňŋőęěśšćă ˚_2 ⊂ C^k £ćń£ěšś£ ďĺťťěőňőřťĺğňőň. Ŕő¡šőňş ŕřőśšřăŋśšćő

C^k \˚2 ďĺťťěőňőřťŋő ăńčěąřăĺůěśłőňş ăťťĺŋŋőňş ňŋőčőőąřăğĺ¿ řăğňěřŋőśšĺ k, ă ğŋăůĺš,

ş ŋěčő ŋěš čőňőńőčĺľ řăğňěřŋőśšĺ ąőńĳÿě k.

Ŋő şšćěřęďăńőśĳ ŋěůšő ąőńĳÿěě, ă ĺňěŋŋő, ůšő ŋěš čőňőńőčĺľ ĺ ć řăğňěřŋőśšĺ k. Ůšőąż ďőłăğăšĳ ¡šő, ŋşęŋő ćőśŕőńĳğőćăšĳś£ šěň, ůšő ŋă ŕăřě (C^k, ˚_2) śćőąőďŋő ďěľśšćşěš čřşŕŕă śďćĺčőć ăřčşňěŋšă z, š.ě. ňőęŋő ŕěřěľšĺ ł ŕřőśšřăŋśšćş řăğňěřŋőśšĺ k − 1.

Ŕőńĳğş£śĳ ďćőľśšćěŋŋőśšĳ¿ Ŕşăŋłăřě, ćňěśšő čřşŕŕż H^∗(B(R^2 , k), Z_2) ąşďěň ćżůĺśń£šĳ ĺğőňőřťŋş¿ ěľ čřşŕŕş čőňőńőčĺľ őďŋőšőůěůŋőľ łőňŕăłšĺťĺłăűĺĺ, —H_{2k−∗}(B(R^2, k), Z_2). İšă łőňŕăłšĺťĺłăűĺ£ şśšřőěŋă šăł: ćśě şţőďż šőůěł ŋăÿĺţ k šőůěł ŋă ąěśłőŋěůŋőśšĳ ć R^2 ĺ śšăńłĺćăŋĺ£ (śńĺ£ŋĺ£) řăğŋżţ šőůěł śőőšćěšśšćş¿š śšřěňńěŋĺ¿ ł ďőąăćńěŋŋőľ \ąěśłőŋěůŋő şďăńěŋŋőľ" šőůłě. Łńěšőůŋőě řăğąĺěŋĺě őďŋőšőůěůŋőľ łőňŕăłšĺťĺłăűĺĺ śšřőĺšś£ śńěďş- ¿źĺň őąřăğőň. Ććěďěň ŋă ŕńőśłőśšĺ R^2 łőőřďĺŋăšż (x, y). Łőŋťĺčşřăűĺĺ ĺğ k šőůěł śőŕőśšăćĺň ŋăąőř ůĺśěń (ňşńĳšĺĺŋďěłś) (m_1, . . . , m_t), čďě ∑ m_i = k. Ďń£ ¡šőčő řăśśňőšřĺň ćěřšĺłăńĳŋş¿ ŕř£ňş¿, ďćĺęşźş¿ś£ ĺğ −∞, ĺ řăśśňőšřĺň ŕěřćőě ěě ŕőńőęěŋĺě, łőčďă őŋă ŋăšăńłĺćăěšś£ ŋă šőůłş ĺğ łőŋťĺčşřăűĺĺ. Ŕşśšĳ m_1 | łőńĺůěśšćő šőůěł łőŋťĺčşřăűĺĺ, łőšőřőě őłăęěšś£ ć ¡šőš ňőňěŋš ŋă ŕř£ňőľ. Ćő ćšőřőľ řăğ ŋă ŕř£ňőľ őłăęěšś£ m_2 šőůěł, ĺ š.ď.

Ńěčłő ŕřőćěřĺšĳ, ůšő ňŋőęěśšćő šőůěł ś ďăŋŋżň ňşńĳšĺĺŋďěłśőň (m_1, . . . , m_t) | őšłřżšă£ łńěšłă łőřăğňěřŋőśšĺ k−t. Ćśě ¡šĺ łńěšłĺ (ŕń¿ś ďőąăćńěŋŋă£ šőůłă) őąřăğş¿š łńěšőůŋőě řăğąĺěŋĺě őďŋőšőůěůŋőľ łőňŕăłšĺťĺłăűĺĺ łőŋťĺčşřăűĺőŋŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă. Ć ůăśšŋőśšĺ, čőňőńőčĺĺ ¡šőľ łőňŕăłšĺťĺłăűĺĺ ňőęŋő ćżůĺśń£šĳ ś ŕőňőźĳ¿ śőőšćěšśšćş¿źěčő łńěšőůŋőčő łőňŕńěłśă, čřşŕŕż C_i łőšőřőčő ŕőřőęďěŋż ćśěćőğňőęŋżňĺ łńěšłăňĺ řăğňěřŋőśšĺ i, ă čřăŋĺůŋżě őŕěřăšőřż ğăďă¿šś£ łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ ĺŋűĺďěŋšŋőśšĺ łńěšőł śőśěďŋĺţ řăğňěřŋőśšěľ, š.ě. ś śőśěďŋĺňĺ ğŋăůěŋĺ£ňĺ ůĺśěń t.

Šăłĺě łńěšłĺ ĺŋűĺďěŋšŋż čěőňěšřĺůěśłĺ šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă śőőšćěšśšćş¿źĺě ĺň ĺŋďěłśż (m_1, . . . , m_t) ĺ (m^′_1 , . . ., m^′_{t−1}) ŕőůšĺ śőćŕăďă¿š, ĺ šőńĳłő ďń£ őďŋőčő ğŋăůěŋĺ£ i = 1, 2, . . ., t − 1 ĺňěěň m_i + m_{i+1} = m^′_i (ďăńĳÿě m_{i+2} = m^′_{i+1} , ĺ š.ď.). Ŋăś ĺŋšěřěśş¿š łő¡ťťĺűĺěŋšż ĺŋűĺďěŋšŋőśšĺ ŕő ňőďşń¿ 2. Őřĺěŋšăűĺĺ ć šăłőň śńşůăě ŋăś ŋě ĺŋšěřěśş¿š. Ńěčłő ćĺďěšĳ, ůšő šăłőľ łő¡ťťĺűĺěŋš ĺŋűĺďěŋšŋőśšĺ řăćěŋ

(_{mi+mi}+1

m_i ) . Ğăďăůă 1 Ŕřőćěśšĺ ćżůĺśńěŋĺě ćśěţ čőňőńőčĺľ mod 2 ďń£ ŋěąőńĳÿĺţ k ŕřĺ ŕőňőźĺ şłăğăŋ-

ŋőčő łńěšőůŋőčő łőňŕńěłśă.

İšĺ (ĺ ďăęě, ąőńěě šőčő, űěńőůĺśńěŋŋżě) čőňőńőčĺĺ ňőęŋő ćżůĺśń£šĳ ĺ ś ŕőňőźĳ¿ śĺňŕńĺűĺăńĳŋőčő řăğřěÿěŋĺ£ ďĺśłřĺňĺŋăŋšă ˚_2 ⊂ P C_k . İšő śĺňŕńĺűĺăńĳŋőě řăğřěÿěŋĺě £ćń£- ěšś£ ěśšěśšćěŋŋő ťĺńĳšřőćăŋŋżň ŕřőśšřăŋśšćőň, ŕřĺůěň ůńěŋ F_i \ F_{i−1} ¡šőľ ťĺńĳšřăűĺĺ |

řăśśńőěŋĺě ŋăď B(C^1 , i) śő śńőěň^∘´^{i−1} ×C^{k−2i}. Ŕřĺ ¡šőň

E^1_{i,q} = —H_{i+q} (F_i \ F_{i−1}, Z) = —H_{i+q−(i−1)−2(k−2i)}(B(C^1 , i), ±Z),

čďě ±Z | ńőłăńĳŋă£ śĺśšěňă čřşŕŕ, ńőłăńĳŋő ĺğőňőřťŋżţ Z, ŋő ňěŋ£¿źĺţ őřĺěŋšăűĺ¿ ŕřĺ őąţőďě ćďőńĳ ŕşšĺ ć ąăğě, ğăďă¿źěčő ŋěůěšŋş¿ ŕěřěśšăŋőćłş k šőůěł. İšă čřşŕŕă ńőłăńĳŋżţ łő¡ťťĺűĺěŋšőć ćőğŋĺłăěš ĺğ-ğă šőčő, ůšő řăśśńőěŋĺě śĺňŕńěłśőć ŋěőřĺěŋšĺřőćăŋő ĺ ňěŋ£ěš őřĺěŋšăűĺ¿ ć šőůŋőśšĺ łőčďă ćěřÿĺŋż ¡šĺţ śĺňŕńěłśőć ŕěřěśšăćń£¿šś£ ŋěůěšŋżň őąřăğőň. Ŋő ďń£ łő¡ťťĺűĺěŋšőć Z_2 ¡šő ŋěśşźěśšćěŋŋő.

Łăł ĺ ć śńşůăě ďĺśłřĺňĺŋăŋšőć ć ŕřőśšřăŋśšćě ćěźěśšćěŋŋżţ ŕőńĺŋőňőć, śŕěłšřăńĳŋă£ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ćżřőęďăěšś£ ć ůńěŋě E^1 (őďŋăłő šěŕěřĳ ¡šő şęě őůěŋĳ ŋěŕřőśšă£ šěőřěňă), ŕő¡šőňş ćżůĺśńěŋĺě čřşŕŕż H^∗(Br(k), Z_2) śćőďĺšś£ ł ćżůĺśńěŋĺ¿ ăŋăńőčĺůŋżţ čřşŕŕ H^∗(Br(i), Z_2) ś i ≤ [k/2].

Ŕřĺŋűĺŕ Śňěľńă{Ţĺřÿă ć ¡šőň śńşůăě ćěřěŋ šőńĳłő ć čőňőńőčĺůěśłőľ ťőřňşńĺřőćłě:

Ğăďăůă 2 Ďőłăęĺšě, ůšő H^∗(Br)^∼= H^∗(˙^2S^3 ). Ŕőůěňş ¡šő şšćěřęďěŋĺě ěśšěśšćěŋŋő

śůĺšăšĳ ŕřő£ćńěŋĺěň ŕřĺŋűĺŕă Śňěľńă{Ţĺřÿă?

Ś ďřşčőľ śšőřőŋż, ¡šĺ ŕřőśšřăŋśšćă ŋě čőňőšőŕĺůěśłĺ ¡łćĺćăńěŋšŋż: ďěľśšćĺšěńĳŋő, π_1(˙^2S^3) = π_3(S^3 ) ≃ Z ≠ Br.