7. 1. ðÕÓÔØ A = (a_{ij}), i, j = 1, . . . n | ÍÁÔÒÉÃÁ ëÁÒÔÁÎÁ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÁÑ ÌÉÛØ 0,2 É −1. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÒÅÛÅÔËÕ (= ÓŒÏÂÏÄÎÕÀ ÁÂÅÌÅŒÕ ÇÒÕÐÐÕ) Q, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÕÀ ŒÅËÔÏÒÁÍÉ α_i, i = 1, . . .n. œŒÅÄÅÍ ÎÁ Q ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÐÏ ÐÒÁŒÉÌÕ (α_i, α_j) = a_{ij}. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ R ŒÓÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ α ∈ Q, ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ (α, α) = 2. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ R | ÓÉÓÔÅÍÁ ËÏÒÎÅÊ; ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ´ = {α_1, . . . α_n} ÏÂÒÁÚÕÅÔ ÓÉÓÔÅÍÕ ÐÒÏÓÔÙÈ ËÏÒÎÅÊ Œ R.

2. (a) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÇÏ É ÎÅÐÒÏÓÔÏÇÏ ËÏÒÎÑ α ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÐÒÏÓÔÏÊ ËÏÒÅÎØ β, ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ α − β | ËÏÒÅÎØ.

(b) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÊ ËÏÒÅÎØ ÍÏÖÎÏ ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ÏÔÒÁÖÅÎÉÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÒÏÓÔÙÈ ËÏÒÎÅÊ ÐÅÒÅŒÅÓÔÉ Œ ÐÒÏÓÔÏÊ ËÏÒÅÎØ.

3. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÒÏŒÎÏ ÏÄÎÁ ÓÉÓÔÅÍÁ ËÏÒÎÅÊ Ó ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÄÉÁÇÒÁÍÍ äÙÎËÉÎÁ A_n, D_n, E_6, E_7, E_8 É ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÏÄÎÏÊ ÄÌÑ ÏÓÔÁŒÛÉÈÓÑ ÄÉÁÇÒÁÍÍ äÙÎËÉÎÁ.

4. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÇÒÕÐÐÁ œÅÊÌÑ ÐÏÒÏÖÄÅÎÁ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑÍÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÒÏÓÔÙÈ ËÏÒÎÅÊ (ÐÒÏÓÔÙÅ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑ).

5. ðÕÓÔØ R | ÓÉÓÔÅÍÁ ËÏÒÎÅÊ, Œ ËÏÔÏÒÏÊ ŒÓÅ ËÏÒÎÉ ÉÍÅÀÔ ÏÄÉÎÁËÏŒÕÀ ÄÌÉÎÕ (A, D ÉÌÉ E). íÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÜÔÁ ÄÌÉÎÁ ÒÁŒÎÁ 2. ðÕÓÔØ Q | ÒÅÛÅÔËÁ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÁÑ R (ÔÏ ÅÓÔØ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÅ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÉ Ó ÃÅÌÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ ËÏÒÎÅÊ). æÕÎËÃÉÑ ÁÓÉÍÍÅÔÒÉÉ ÎÁ Q | ÜÔÏ ÔÁËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ε : Q × Q → {±1}, ÞÔÏ (1) ε(α + α^′, β) = ε(α, β)ε(α^′, β); (2) ε(α, β + β^′) = ε(α, β)ε(α, β^′); É (3) ε(α, α) = (−1)^{1/2(α,α)} (ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ (α, α) ŒÓÅÇÄÁ ÞÅÔÎÏ).

(a) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÓÉÓÔÅÍ ËÏÒÎÅÊ ÔÉÐÁ A, D, E ÆÕÎËÃÉÑ ÁÓÉÍÍÅÔÒÉÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ. (b) ðÕÓÔØ α, β ∈ R. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ α + β ∈ R ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ (α, β) = −1. (c) ðÕÓÔØ H | ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÏÂÏÌÏÞËÁ ÎÁÄ C ÒÅÛÅÔËÉ Q. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ L =

H ⊕ L_{α∈R CEα (ÚÄÅÓØ ËÁÖÄÏÅ CEα | ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Ó ÂÁÚÉÓÏÍ Eα. œŒÅÄÅÍ ÎÁ L ÏÐÅÒÁÃÉÀ}

ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÐÏ ÐÒÁŒÉÌÁÍ: [h, h^′] = 0 ÅÓÌÉ h, h^′ ∈ H, [h, E_α] = (h, α)E_α ÅÓÌÉ h ∈ H, α ∈ R, [E_α, E−α] = −α ÅÓÌÉ α ∈ R, [E_α, E_β] = 0 ÅÓÌÉ α, β ∈ R, α + β ∉ R ∪ {0}, [E_α, E_β] = ε(α, β)E_{α+β} ÅÓÌÉ α, β, α + β ∈ R. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ L | ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ìÉ, H | ÅÅ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÁ ëÁÒÔÁÎÁ, É R | ÓÉÓÔÅÍÁ ËÏÒÎÅÊ ÐÁÒÙ (L, H). 6. ðÕÓÔØ R | ÓÉÓÔÅÍÁ ËÏÒÎÅÊ ÔÉÐÁ A_{2n−1}, D_n, E_6, D_4. œ ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ÜÔÉÈ ÓÌÕÞÁÅŒ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÞÅŒÉÄ- ÎÙÊ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍ μ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ äÙÎËÉÎÁ ÐÏÒÑÄËÁ 2 Œ ÐÅÒŒÙÈ ÔÒÅÈ ÓÌÕÞÁÑÈ É 3 Œ ÐÏÓÌÅÄÎÅÍ ÓÌÕÞÁÅ.

(a) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÆÕÎËÃÉÑ ÁÓÉÍÍÅÔÒÉÉ, ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÁÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ μ. (b) äÏËÁÖÉÔÅ, μ ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÄÏ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÁ μ_1 ÁÌÇÅÂÒÙ ìÉ L ÉÚ ÚÁÄÁÞÉ 5. (c) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÙ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÁ μ_1 | ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ìÉ É ÎÁÊÄÉÔÅ ÓÉÓÔÅÍÕ ËÏÒÎÅÊ ÜÔÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ìÉ ŒÏ ŒÓÅÈ ÓÌÕÞÁÑÈ.

7. œÙÞÉÓÌÉÔÅ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÉ ÍÁÔÒÉÃ ëÁÒÔÁÎÁ ŒÓÅÈ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ÓÉÓÔÅÍ ËÏÒÎÅÊ. 8. ðÕÓÔØ L | ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ìÉ É L = L_1 ⊕ . . . ⊕ L_r | ÅÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ Œ ÓÕÍÍÕ ÐÒÏÓÔÙÈ. ðÕÓÔØ H | ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÁ ëÁÒÔÁÎÁ Œ L. ôÏÇÄÁ H = L_1 ∩ H ⊕ . . . ⊕ L_r ∩ H É L_i ∩ H | ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÁ ëÁÒÔÁÎÁ Œ L_i.

9. ðÕÓÔØ L | ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ìÉ. ðÕÓÔØ ÅÅ ÓÉÓÔÅÍÁ ËÏÒÎÅÊ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÁ. ôÏÇÄÁ L ÐÒÏÓÔÁ. 10. ïÐÉÛÉÔÅ ŒÅÓÏŒÙÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÄÌÑ ÔÁŒÔÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÈ ÁÌÇÅÂÒ ìÉ, Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ ÎÁÊÄÉÔÅ ÉÈ ÓÔÁÒÛÉÅ ŒÅÓÁ.

11. îÁÊÄÉÔÅ ŒÅÓÏŒÙÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÄÌÑ ÐÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ ÐÒÏÓÔÙÈ ÁÌÇÅÂÒ ìÉ. óÔÁÒÛÉÊ ŒÅÓ ÐÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÏÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÔÁÒÛÉÍ ËÏÒÎÅÍ. œÏ ŒÓÅÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ŒÙÒÁÚÉÔÅ ÅÇÏ ÞÅÒÅÚ ÐÒÏÓÔÙÅ ËÏÒÎÉ.

12. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÁÌÇÅÂÒÙ ìÉ ÎÁÄ C ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ: sl_2 É so_3; so_4 É sl_2 ⊕ sl_2 ; so_6 É sl_4; so_5 É sp_4.

13. ðÕÓÔØ L | ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ìÉ, d | ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÌÉÛØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÎÅÉÚÏÍÏÒÆÎÙÈ L−ÍÏÄÕÌÅÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ≤ d.