Ńěłűĺ£ 1 Šěŋğőřż

▷Šěŋğőřŋőě ŕřőĺğćěďěŋĺě ▷Śšăŋďăřšŋżě ąăğĺśż ▷Łăŋőŋĺůěśłă£ ďćőľśšćěŋŋőśšĳ ▷Šěŋğőřŋőě ŕřőĺğćěďěŋĺě ńĺŋěľŋżţ őŕěřăšőřőć ▷Šěŋğőřŋă£ ăńčěąřă ćěłšőřŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă ▷Şňŋőęěŋĺ£ ĺ ść-ě-řšłĺ ▷Śĺňňěšřĺůěśłĺě šěŋğőřż ▷Ŕőń£řĺğăűĺ£ őďŋőřőďŋżţ ňŋőčőůńěŋőć ▷Łőśőśĺňňěšřĺůěśłĺě šěŋğőřż ▷Ćŋěÿŋěě şňŋőęěŋĺě

x1. Šěŋğőřŋőě ŕřőĺğćěďěŋĺě ćěłšőřŋżţ ŕřőśšřăŋśšć

1.1. Ŕőńĺńĺŋěľŋżě őšőąřăęěŋĺ£. Ůěřěğ V (ĺńĺ Vi) ňż ćśěčďă ąşďěň őąőğŋăůăšĳ łőŋěůŋőňěřŋőě ćěłšőřŋőě ŕřőśšřăŋśšćő řăğňěřŋőśšĺ d (ĺńĺ d_i) ŋăď ŕřőĺğćőńĳŋżň ŕőńěň k^1. Ěśńĺ řěůĳ ąşďěš ĺďšĺ ŋě őą őďŋőň ŕřőśšřăŋśšćě, ă ő ŋěśłőńĳłĺţ, šő łőńĺůěśšćő ¡šĺţ ŕřőśšřăŋśšć őąőğŋăůăěšś£ ůěřěğ n.

Šěőřěšĺłő-ňŋőęěśšćěŋŋőě ŕřőĺğćěďěŋĺě ŕřőśšřăŋśšć V_1, V_2, . . . , V_n őąőğŋăůăěšś£ ůěřěğ V_1 × V_2 × · · · × V_n. Ěśńĺ ňż ąşďěň řăśśňăšřĺćăšĳ ěčő łăł ćěłšőřŋőě ŕřőśšřăŋśšćő (őšŋőśĺšěńĳŋő śšăŋďăřšŋőľ śšřşłšşřż), šő ąşďěň ŕĺśăšĳ V_1 ⊕ V_2 ⊕ · · · ⊕ V_n.

Ěśńĺ W | ěź-ě őďŋő ćěłšőřŋőě ŕřőśšřăŋśšćő, šő šěőřěšĺłő-ňŋőęěśšćěŋŋőě őšőąřăęěŋĺě V_1 × V_2 × · · · × V_n^’−−→ W ňż ąşďěň ŋăğżćăšĳ ŕőńĺńĺŋěľŋżň, ěśńĺ őŋő ńĺŋěľŋő ŕő łăęďőňş ĺğ ăřčşňěŋšőć (ŕřĺ ťĺłśĺřőćăŋŋżţ őśšăńĳŋżţ). Ŕőńĺńĺŋěľŋżě őšőąřăęěŋĺ£ śő ğŋăůěŋĺ£ňĺ ć őďŋőňěřŋőň ŕřőśšřăŋśšćě W = k ŋăğżćă¿šś£ ŕőńĺńĺŋěľŋżňĺ ťőřňăňĺ.

Ŕőďůěřłŋ-ěň, ůšő ŕőńĺńĺŋěľŋőě őšőąřăęěŋĺě V_1 × V_2 × · · · × V_n^’−−→ W , łăł ŕřăćĺńő, ŋě £ćń£ěšś£ ńĺŋěľŋżň őŕěřăšőřőň ĺğ V_1 ⊕ V_2 ⊕ · · · ⊕ V_n ć W .

Ğăďăůă 1.1. Őŕĺÿĺšě ćśě śńşůăĺ, łőčďă ŕőńĺńĺŋěľŋőě őšőąřăęěŋĺě V_1 × V_2 × · · ·× V_n^’−−→ W ąşďěš őďŋőćřěňěŋŋő £ćń£šĳś£ ńĺŋěľŋżň őŕěřăšőřőň ĺğ ⨁ i V_i ć W , ĺ ćśě śńşůăĺ, łőčďă ńĺŋěľ-

ŋżľ őŕěřăšőř őłăğżćăěšś£ ŕőńĺńĺŋěľŋżň őšőąřăęěŋĺěň.

Ğăďăůă 1.2. Ďőłăęĺšě, ůšő ňŋőęěśšćő ćśěţ ŕőńĺńĺŋěľŋżţ őšőąřăęěŋĺľ V_1 × V_2 × · · · × V_n −→ W śőśšăćń£ěš ćěłšőřŋőě ŕřőśšřăŋśšćő ĺ ŋăľďĺšě ěčő řăğňěřŋőśšĳ.

1.1.1. Ąăğĺś ć ŕřőśšřăŋśšćě ŕőńĺńĺŋěľŋżţ őšőąřăęěŋĺľ. Ŕşśšĳ ć łăęďőň ĺğ ŕřőśšřăŋśšć V_i ğăťĺłśĺřőćăŋ ąăğĺś {e^{(i)}¸ }_16_¸6_{dim Vi} . Ćś£łőě ŕőńĺńĺŋěľŋőě őšőąřăęěŋĺě V_1 × V_2 × · · · × V_n −→ W őďŋőğŋăůŋő ćőśśšăŋăćńĺćăěšś£ ŕő śćőĺň ğŋăůěŋĺ£ň

φ(e^{(1)}_{¸1} , e^{(2)}_{¸2} , . . . , e^{(n)}_{¸n} ) ∈ W

1ęěńă¿źĺě ňőčşš ŕőůšĺ ćěğďě ąěğ şźěřąă ďń£ ŕőŋĺňăŋĺ£ ŕőńăčăšĳ k = C 1 ŋă ćśěćőğňőęŋżţ śőůěšăŋĺ£ţ ąăğĺśŋżţ ćěłšőřőć, ĺ £śŋő, ůšő ¡šőš ŋăąőř ğŋăůěŋĺľ ňőęěš ążšĳ ğăďăŋ ŕřőĺğćőńĳŋő. Šăłĺň őąřăğőň, ć łăůěśšćě ąăğĺśă ć ŕřőśšřăŋśšćě ŕőńĺńĺŋěľŋżţ őšőąřăęěŋĺľ V_1 × V_2 × · · · × V_n^f−−→ W ňőęŋő ćğ£šĳ dim W · ∏ dim V_i őšőąřăęěŋĺľ ε^˛_{(¸1;¸2;:::;¸n)}, łăęďőě ĺğ łőšőřżţ ŕěřěćőďĺš śőőšćěšśšćş¿źĺľ ŋăąőř ąăğĺśŋżţ ćěłšőřőć (e^{(1)}¸_1 , e^{(2)}¸_2 , . . . , e^{(n)}¸_n ) ć ąăğĺśŋżľ ćěłšőř e^˛ ŕřőśšřăŋśšćă W , ă ćśě őśšăńĳŋżě ŋăąőřż ąăğĺśŋżţ ćěłšőřőć | ć ŋşńĳ.

Ğăďăůă 1.3. Ŕşśšĳ (v_1, v_2, . . ., v_n) ∈ V_1 × V_2 × · · · × V_n | ŋěłĺľ ŋăąőř ćěłšőřőć. Ŕřőćěřĳšě, ůšő ćśě v_i őšńĺůŋż őš ŋşń£ šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă śşźěśšćşěš ŕőńĺńĺŋěľŋă£ ťőřňă, ŕřĺŋĺňă¿źă£ ŋěŋşńěćőě ğŋăůěŋĺě ŋă ¡šőň ŋăąőřě ćěłšőřőć.

1.2. Őŕřěďěńěŋĺě. Ŕřőśšřăŋśšćő P ćňěśšě ś ŕőńĺńĺŋěľŋżň őšőąřăęěŋĺěň V1 × V2 × · · · ×

V_n^fi−−→ P ŋăğżćăěšś£ šěŋğőřŋżň ŕřőĺğćěďěŋĺěň ďăŋŋżţ ŕřőśšřăŋśšć V_1, V_2, . . . , V_n , ěśńĺ ćżŕőńŋ£ěšś£ śńěďş¿źěě śćőľśšćő: ćś£łőě ŕőńĺńĺŋěľŋżě őšőąřăęěŋĺ£ ĺğ V_1 ×V_2 × · · ·×V_n ć ń¿ąőě W ěďĺŋśšćěŋŋżň śŕőśőąőň ŕřěďśšăćń£ěšś£ ć ćĺďě łőňŕőğĺűĺĺ τ ĺ ńĺŋěľŋőčő őŕěřăšőřă ĺğ P ć W .

Ĺŋăůě čőćőř£, ďń£ ń¿ąőčő ŕőńĺńĺŋěľŋőčő V_1×V_2 × · · ·×V_n^’−−→ W śşźěśšćşěš ěďĺŋśšćěŋŋżľ ńĺŋěľŋżľ őŕěřăšőř P^{e’}−−→ W , ćłń¿ůă¿źĺľś£ ć łőňňşšăšĺćŋş¿ ďĺăčřăňňş: P

V_1 × V_2 × · · · × V_n^fi -

W

e’

   ?

’ -

Ĺŋšşĺšĺćŋő, šěŋğőřŋőě ŕřőĺğćěďěŋĺě ěśšĳ Àşŋĺćěřśăńĳŋőě ŕőńĺńĺŋěľŋőě őšőąřăęěŋĺěÁ, ŕőğćőń£¿źěě ěďĺŋśšćěŋŋżň őąřăğőň ÀńĺŋěăřĺğőćăšĳÁŕřőĺğćőńĳŋőě ŕőńĺńĺŋěľŋőě őšőąřăęěŋĺě.

Ş ŕřĺćěď-ěŋŋőčő ŋăňĺ őŕřěďěńěŋĺ£ ĺňěěšś£ ŋěŕřĺ£šŋă£ őśőąěŋŋőśšĳ, | őŋő ŋě£ćŋőě, š. ě. ŋě şłăğżćăěš śŕőśőą ŕőśšřőěŋĺ£ őŕřěďěń£ěňőčő őąžěłšă, ĺ ğŋăůĺš, ŋě čăřăŋšĺřşěš ěčő śşźěśšćőćăŋĺ£. Šěň ŋě ňěŋěě, ş ¡šőčő őŕřěďěńěŋĺ£ ěśšĳ ĺ śĺńĳŋă£ śšőřőŋă.

1.2.1. Ěďĺŋśšćěŋŋőśšĳ šěŋğőřŋőčő ŕřőĺğćěďěŋĺ£ (ŕřĺ şśńőćĺĺ, ůšő őŋő śşźěśšćşěš) šăćšőńőčĺůěśłĺ ćżšěłăěš ĺğ ěčő şŋĺćěřśăńĳŋőśšĺ. Ć śăňőň ďěńě, ŕşśšĳ V_1×V_2 × · · ·×V_n^{fi1}−−→ P_1 ĺ V_1 × V_2 × · · · × V_n^{fi2}−−→ P_2 | ďćă őąžěłšă, şďőćńěšćőř£¿źĺě őŕřěďěńěŋĺ¿ Őŕř.1.2. Šőčďă ĺğ şŋĺćěřśăńĳŋőśšĺ P_1 ĺ P_2 śőőšćěšśšćěŋŋő ćőğŋĺłă¿š ńĺŋěľŋżě őŕěřăšőřż P_1^{efi2}−−→ P_2 ĺ P_2 e^{fi1}−−→ P_1, ćłń¿ůă¿źĺěś£ ć ďĺăčřăňňş:

P_1^{IdP1} P_1

V_1 × V_2 × · · · × V_n^{fi1} -

œ^{fi1}

P_2

efi_1

6

Id_{P2}

œ_{fi2 P2}

efi_2

?

fi_2 -

§1: Šěŋğőřŋőě ŕřőĺğćěďěŋĺě ćěłšőřŋżţ ŕřőśšřăŋśšć 3

Łőňŕőğĺűĺ£ P_2^{efi2efi1}−−−→ P_2 £ćń£ěšś£ ńĺŋěľŋżň őŕěřăšőřőň, ğăňżłă¿źĺň ďĺăčřăňňş

P_2

V_1 × V_2 × · · · × V_n^{fi1} - fi2 -

P_1 œ...............................

efi_1

P_2

Id_{P2}

...............................

efi_2 - fi_2 -

ĺ ć śĺńş ěďĺŋśšćěŋŋőśšĺ šăłőčő őŕěřăšőřă (ĺğ şŋĺćěřśăńĳŋőśšĺ P_2) ďőńęŋă śőćŕăďăšĳ ś šőęďěśšćěŋŋżň őŕěřăšőřőň: ~τ_2~τ_1 = Id_{P2} . Ŕő ăŋăńőčĺůŋżň ŕřĺůĺŋăň ~τ_1~τ_2 = Id_{P1} , š. ě. τ_1 ĺ τ_2 { ćğăĺňŋő őąřăšŋżě ĺğőňőřťĺğňż. Ĺšăł, šěŋğőřŋőě ŕřőĺğćěďěŋĺě, ąşďě őŋő śşźěśšćşěš, ěďĺŋśšćěŋŋő ś šőůŋőśšĳ¿ ďő ěďĺŋśšćěŋŋőčő ĺğőňőřťĺğňă ŕěřěśšăŋőćőůŋőčő ś şŋĺćěřśăńĳŋżň ŕőńĺńĺŋěľŋżň őšőąřăęěŋĺěň τ .

1.2.2. Ĺŋćăřĺăŋšŋă£ łőŋśšřşłűĺ£ šěŋğőřŋőčő ŕřőĺğćěďěŋĺ£. Ć őšńĺůĺě őš ěďĺŋśšćěŋŋőśšĺ, śşźěśšćőćăŋĺě ŋĺłăł ŋě őąşśńőćńěŋő ůĺśšőľ ńőčĺłőľ Őŕř.1.2, ĺ ďń£ £ćŋőčő ŕőśšřőěŋĺ£ šěŋğőřŋőčő ŕřőĺğćěďěŋĺ£ ňż ďőńęŋż £ćŋő ćőśŕőńĳğőćăšĳś£ śćőľśšćăňĺ ćěłšőřŋżţ ŕřőśšřăŋśšć.

Řăśśňőšřĺň ąěśłőŋěůŋőňěřŋőě ćěłšőřŋőě ŕřőśšřăŋśšćő V, śőśšő£źěě ĺğ łőŋěůŋżţ ńĺŋěľŋżţ łőňąĺŋăűĺľ ąěśłőŋěůŋőčő śěňěľśšćă ąăğĺśŋżţ ćěłšőřőć, łőšőřżě ćğăĺňŋő őďŋőğŋăůŋő śőőšćěšśšćş¿š ćśěćőğňőęŋżň ťőřňăńĳŋżň ćżřăęěŋĺ£ň ćĺďă v_1 ·v_2 · · · · ·v_n, čďě v_i ŋěğăćĺśĺňő ŕřőąěčă¿š V_i. Řăśśňőšřĺň ć V ŕőďŕřőśšřăŋśšćő E, ŕőřőęď-ěŋŋőě ćśěćőğňőęŋżňĺ łőňąĺŋăűĺ- £ňĺ ćĺďă v_1 · · · v_i · · · v_n − λv_1 · · · v^′_i · · · v_n − μv_1 · · · v^{′′}_i · · · v_n ,

čďě v_i = λv^′_i + μv^{′′}_i . Ŕőńőęĺň P_{ĺŋć} = V/E ĺ ğăďăďĺň V_1 × V_2 × · · · × V_n^fi−−→ P_{ĺŋć} ŕřăćĺńőň

(v_1, v_2, . . . , v_n) −→ v_1 · v_2 · · · · · v_n (mod E) .

Ŕőłăęěň, ůšő P_{ĺŋć} ĺ τ şďőćńěšćőř£¿š őŕřěďěńěŋĺ¿ šěŋğőřŋőčő ŕřőĺğćěďěŋĺ£.

Ŕşśšĳ V_1 × V_2 × · · · × V_n^’−−→ W | ŕřőĺğćőńĳŋőě ŕőńĺńĺŋěľŋőě őšőąřăęěŋĺě. Ůšőąż řăğńőęĺšĳ φ ć łőňŕőğĺűĺ¿ φ = ~φτ , ŋěőąţőďĺňő ĺ ďőśšăšőůŋő őŕřěďěńĺšĳ ńĺŋěľŋżľ őŕěřăšőř ~φ šăł, ůšőąż őŋ ŕěřěćőďĺń łńăśśż v_1 ·v_2 · · · · ·v_n (mod E) ć φ(v_1, v_2, . . . , v_n). Ŕőśłőńĳłş ćěłšőřż v_1 · v_2 · · · · · v_n (mod E) ŕőřőęďă¿š P_{ĺŋć}, šăłőľ őŕěřăšőř ~φ ăćšőňăšĺůěśłĺ ěďĺŋśšćěŋ, ěśńĺ śşźěśšćşěš. Ćňěśšě ś šěň ŕřăćĺńő v_1 · v_2 · · · · · v_n −→ φ(v_1, v_2, . . . , v_n), śőŕőśšăćń££ ąăğĺśŋżň ćěłšőřăň ŕřőśšřăŋśšćă V ćěłšőřż ŕřőśšřăŋśšćă W , őŕřěďěń£ěš ŋěłĺľ ńĺŋěľŋżľ őŕěřăšőř ĺğ V ć W , ŕřĺů-ěň ĺğ ŕőńĺńĺŋěľŋőśšĺ φ ŋěňěďńěŋŋő śńěďşěš, ůšő ŕőďŕřőśšřăŋśšćő E ńěęĺš ć ěčő £ďřě, ĺ śńěďőćăšěńĳŋő, őŋ łőřřěłšŋő ťăłšőřĺğşěšś£ ďő ńĺŋěľŋőčő őŕěřăšőřă P_{ĺŋć} = V/E −→ W , ŕěřěćőď£źěčő łńăśśż v_1 · v_2 · · · · · v_n (mod E) ć φ(v_1, v_2, . . . , v_n), ůšő ĺ šřěąőćăńőśĳ.

1.3. Őąőğŋăůěŋĺ£ ĺ šěřňĺŋőńőčĺ£. Šěŋğőřŋőě ŕřőĺğćěďěŋĺě ŕřőśšřăŋśšć V1, V2, . . . , Vn őąőğŋăůăěšś£ V_1 ⊗ V_2 ⊗ · · · ⊗ V_n ĺńĺ ⨂ i V_i. İńěňěŋšż ¡šőčő ŕřőśšřăŋśšćă ŋăğżćă¿šś£ šěŋğőřăňĺ.

Őąřăğ n-łĺ ćěłšőřőć (v_1, v_2, . . . , v_n) ŕřĺ şŋĺćěřśăńĳŋőň ŕőńĺńĺŋěľŋőň őšőąřăęěŋĺĺ V_1 × V_2 × · · · × V_n^fi−−→ V_1 ⊗ V_2 ⊗ · · · ⊗ V_n őąőğŋăůăěšś£ v_1 ⊗ v_2 ⊗ · · · ⊗ v_n ĺ ŋăğżćăěšś£ šěŋğőřŋżň ŕřőĺğćěďěŋĺěň ¡šĺţ ćěłšőřőć. Ćśě šăłĺě šěŋğőřż ŋăğżćă¿šś£ řăğńőęĺňżňĺ.

Ŋăŕřőšĺć, šěŋğőřż, ŋě ŕőŕăćÿĺě ć őąřăğ τ , ŋăğżćă¿šś£ ŋěřăğńőęĺňżňĺ. Őąřăšĺšě ćŋĺňăŋĺě ŋă šő, ůšő őąřăğ τ ŋě £ćń£ěšś£ ćěłšőřŋżň ŕőďŕřőśšřăŋśšćőň, ĺąő τ ŕőńĺńĺŋěěŋ, ă ŋě ńĺŋěěŋ.

Ğăďăůă 1.4. Ďőłăęĺšě, ůšő šěŋğőřŋőě ŕřőĺğćěďěŋĺě ćěłšőřőć řăćŋő ŋşń¿ šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă őďĺŋ ĺğ śőňŋőęĺšěńěľ řăćěŋ ŋşń¿.

Ğăďăůă 1.5. Ŕşśšĳ ćěłšőřż e_1, e_2, . . ., e_d ńĺŋěľŋő ŋěğăćĺśĺňż ć ŕřőśšřăŋśšćě V , ĺ W | ń¿ąőě ŋěŋşńěćőě ŕřőśšřăŋśšćő. Ďőłăęĺšě, ůšő łăęďőě ĺğ ŕőďŕřőśšřăŋśšć ⟨e_i⟩ ⊗ W ⊂ V ⊗ W ĺğőňőřťŋő W , ă ĺţ śşňňă £ćń£ěšś£ ŕř£ňőľ (ůěřěğ ⟨e_i⟩ őąőğŋăůěŋő őďŋőňěřŋőě ŕőďŕřőśšřăŋśšćő ć V , ŕőřőęď-ěŋŋőě ćěłšőřőň e_i).

Ğăďăůă 1.6. Ŕşśšĳ {e_1, e_2, . . ., e_p} ĺ {ξ_1, ξ_2, . . ., ξ_q} | ąăğĺśż ŕřőśšřăŋśšć V ĺ W . Ďőłăęĺšě, ůšő pq řăğńőęĺňżţ šěŋğőřőć e_i ⊗ ξ_j śőśšăćń£¿š ąăğĺś ć V ⊗ W .

1.4. Ąăğĺś šěŋğőřŋőčő ŕřőĺğćěďěŋĺ£. Ŕşśšĳ ć łăęďőň ĺğ ŕřőśšřăŋśšć Vi ğăťĺłśĺřőćăŋ ąăğĺś {e^{(i)}¸ }_16_¸6_{dim Vi} . Ůšőąż ŕőśšřőĺšĳ ąăğĺś ć šěŋğőřŋőň ŕřőĺğćěďěŋĺĺ V_1 ⊗ V_2 ⊗ · · · ⊗ V_n, ňż ŕřĺćěď-ěň ěź-ě őďŋş (ŋěĺŋćăřĺăŋšŋş¿) łőŋśšřşłűĺ¿ ¡šőčő ŕřőśšřăŋśšćă | ć śńěďśšćĺě ěďĺŋśšćěŋŋőśšĺ őŋő ąşďěš śőćŕăďăšĳ ś ŕőśšřőěŋŋżň ćżÿě P_{ĺŋć}.

Řăśśňőšřĺň ćěłšőřŋőě ŕřőśšřăŋśšćő P_{łřď} řăğňěřŋőśšĺ ∏ dim V_i, ąăğĺśőň ć łőšőřőň £ćń£- ¿šś£ ťőřňăńĳŋżě śĺňćőńż e^{(1)}¸_1 ⊗e^{(2)}¸_2 ⊗· · ·⊗e^{(n)}¸_n , ć łőšőřżţ e^{(i)}¸_i ŋěğăćĺśĺňő ŕřőąěčă¿š ťĺłśĺřőćăŋŋżě ćżÿě ąăğĺśż ŕřőśšřăŋśšć V_1, V_2, . . . , V_n . Śőčńăśŋő n^o 1.1.1, ŕřăćĺńő, śőŕőśšăćń£¿źěě łăęďőňş ŋăąőřş ąăğĺśŋżţ ćěłšőřőć (e^{(1)}¸_1 , e^{(2)}¸_2 , . . . , e^{(n)}¸_n ) ćěłšőř

τ (α_1, α_2, . . . , α_n)^{def}= e^{(1)}_{¸1} ⊗ e^{(2)}_{¸2} ⊗ · · · ⊗ e^{(n)}_{¸n} ∈ P_{łřď}

őďŋőğŋăůŋő ŕřőďőńęăěšś£ ďő ŕőńĺńĺŋěľŋőčő őšőąřăęěŋĺ£ V_1 × V_2 × · · · × V_n^fi−−→ R. Şŋĺćěřśăńĳŋőśšĳ ¡šőčő őšőąřăęěŋĺ£ šăłęě ŋěňěďńěŋŋő śńěďşěš ĺğ n^o 1.1.1. Šăłĺň őąřăğőň, ňż ěź-ě řăğ £ćŋő ŕřěďž£ćĺńĺ šěŋğőřŋőě ŕřőĺğćěďěŋĺě.

Śőčńăśŋő n^o 1.2.1, ĺňěěšś£ ěďĺŋśšćěŋŋżľ ĺğőňőřťĺğň P_{łřď}^∼−−→ P_{ĺŋć}, ŕěřěćőď£źĺľ ŋăÿ ąăğĺś e^{(1)}¸_1 ⊗ e^{(2)}¸_2 ⊗ · · · ⊗ e^{(n)}¸_n ć šěŋğőřŋżě ŕřőĺğćěďěŋĺ£ ąăğĺśŋżţ ćěłšőřőć, ŕőŋĺňăěňżě ć śňżśńě n^o 1.3. Ć ůăśšŋőśšĺ, řăğňěřŋőśšĳ šěŋğőřŋőčő ŕřőĺğćěďěŋĺ£ řăćŋă ŕřőĺğćěďěŋĺ¿ řăğňěřŋőśšěľ ŕřőśšřăŋśšć-śőňŋőęĺšěńěľ, ă ąăğĺś ć šěŋğőřŋőň ŕřőĺğćěďěŋĺĺ śőśšăćń£¿š ćśěćőğňőęŋżě šěŋğőřŋżě ŕřőĺğćěďěŋĺ£ ąăğĺśŋżţ ćěłšőřőć ŕřőśšřăŋśšć-śőňŋőęĺšěńěľ.

x2. Ěśšěśšćěŋŋżě ĺğőňőřťĺğňż

2.1. Ůšő ŕőŋĺňăšĳ ŕőď Àěśšěśšćěŋŋőśšĳ¿Á? Şśńőćĺňś£ ŋăğżćăšĳ ńĺŋěľŋżľ őŕěřăšőř ĺğ ŕřőśšřăŋśšćă V ěśšěśšćěŋŋżň^2, ěśńĺ ěčő ňőęŋő ğăďăšĳ ŕřăćĺńőň, łőšőřőě őŕĺśżćăěš őąřăğ ŕřőĺğćőńĳŋőčő ćěłšőřă v ∈ V šőńĳłő ć ÀĺŋćăřĺăŋšŋżţÁ šěřňĺŋăţ śăňőčő ¡šőčő ćěłšőřă, ąěğ

2šőůŋőě ťőřňăńĳŋőě őŕřěďěńěŋĺě ěśšěśšćěŋŋőśšĺ śň. ć [ŁŇ] ĺńĺ ć ń¿ąőň şůěąŋĺłě ŕő čőňőńőčĺůěśłőľ ăńčěąřě

§2: Ěśšěśšćěŋŋżě ĺğőňőřťĺğňż 5

ĺśŕőńĳğőćăŋĺ£ łőőřďĺŋăš, ąăğĺśőć ĺńĺ łăłĺţ ńĺąő ďřşčĺţ ďőŕőńŋĺšěńĳŋżţ śšřşłšşř ŋă V . Ŋăŕřĺňěř, śşźěśšćşěš ěśšěśšćěŋŋżľ ĺğőňőřťĺğň V^∼−−→ V^{∗∗}, ŋő ŋě śşźěśšćşěš ěśšěśšćěŋŋőčő ĺğőňőřťĺğňă V^∼−−→ V^∗.

Ğăďăůă 1.7. Ŕőśšřőľšě ěśšěśšćěŋŋżě ńĺŋěľŋżě őŕěřăšőřż, ğăďă¿źĺě ĺğőňőřťĺğňż: ă) U ⊗ (V ⊗ W ) ś U ⊗ V ⊗ W ; ą) (U ⊗ V ) ⊗ W ś U ⊗ V ⊗ W ; ć) (U ⊗ V ) ⊗ W ś U ⊗ V ⊗ W ; č) U ⊗ (V ⊕ W ) ś (U ⊗ V ) ⊕ (U ⊗ W ) ;

2.2. Ŕőńĺńĺŋěľŋżě ťőřňż łăł šěŋğőřż. Řăśśňőšřĺň őšőąřăęěŋĺě ĺğ V^∗_1 ×V^∗_2 × · · ·×V^∗_n ć ŕřőśšřăŋśšćő ŕőńĺńĺŋěľŋżţ ťőřň ŋă V_1 × V_2 × · · · × V_n, ŕěřěćőď£źěě ŋăąőř ťşŋłűĺőŋăńőć (ξ_1, ξ_2, . . . , ξ_n) ć ĺţ ŕřőĺğćěďěŋĺě, łőšőřőě łăł ťőřňă ŋă V_1 ×V_2 × · · ·×V_n ďěľśšćşěš ŕő ŕřăćĺńş (v_1, v_2, . . . , v_n) −→ ∏ i ξ_i(v_i) . (2-1)

Őšőąřăęěŋĺě ¡šő, őůěćĺďŋő, ŕőńĺńĺŋěľŋő, ă ŕőšőňş őŕřěďěń£ěš ńĺŋěľŋżľ őŕěřăšőř ĺğ V^∗_1 ⊗ V^∗_2 ⊗ · · · ⊗ V^∗_n ć ŕřőśšřăŋśšćő ŕőńĺńĺŋěľŋżţ ťőřň ŋă V_1 × V_2 × · · · × V_n, ŕěřěćőď£źĺľ řăğńőęĺňżě šěŋğőřż ξ_1 ⊗ ξ_2 ⊗ · · · ⊗ ξ_n ć ťőřňż-ŕřőĺğćěďěŋĺ£ (2-1).

Ğăďăůă 1.8. Şąěďĺšěśĳ, ůšő šăłĺň śŕőśőąőň şśšăŋăćńĺćăěšś£ ĺğőňőřťĺğň ňěęďş V^∗_1 ⊗ V^∗_2 ⊗ · · · ⊗ V^∗_n ĺ ŕřőśšřăŋśšćőň ŕőńĺńĺŋěľŋżţ ťőřň ŋă V_1 × V_2 × · · · × V_n.

Ć ďăńĳŋěľÿěň ňż ąěğ łăłĺţ-ńĺąő śŕěűĺăńĳŋżţ őčőćőřőł ŕőśšő£ŋŋő ąşďěň őšőęďěśšćń£šĳ ¡šĺ ďćă ŕřőśšřăŋśšćă ŕőśřěďśšćőň ŕőśšřőěŋŋőčő šőńĳłő ůšő ĺğőňőřťĺğňă. Ć ůăśšŋőśšĺ, ğăŕĺśĳ V^∗_1 ⊗ V^∗_2 ⊗ · · · ⊗ V^∗_n ąşďěš ĺśŕőńĳğőćăšĳś£ ĺ łăł őąőğŋăůěŋĺě ďń£ ŕřőśšřăŋśšćă ŕőńĺńĺŋěľŋżţ ťőřň ŋă V_1 × V_2 × · · · × V_n.

2.3. Łăŋőŋĺůěśłĺľ ĺğőňőřťĺğň^(V1 ⊗ V2 ⊗ · · · ⊗ Vn^{)∗} −→ V^∗_1 ⊗ V^∗_2 ⊗ · · · ⊗ V^∗_n . Ŕř£ňő ĺğ őŕřěďěńěŋĺ£ šěŋğőřŋőčő ŕřőĺğćěďěŋĺ£ ćżšěłăěš, ůšő ĺňěěšś£ ąĺěłűĺ£ ňěęďş ńĺŋěľŋżňĺ őŕěřăšőřăňĺ ĺğ V_1 ⊗V_2 ⊗ · · · ⊗V_n ć őśŋőćŋőě ŕőńě k ĺ k-ğŋăůŋżňĺ ŕőńĺńĺŋěľŋżňĺ ťőřňăňĺ ŋă V_1×V_2 × · · ·×V_n. Ś şů-ěšőň ŕřěďżďşźěčő ŕşŋłšă ¡šő ďă-ěš łăŋőŋĺůěśłĺľ ńĺŋěľŋżľ ĺğőňőřťĺğň ňěęďş ( V_1 ⊗ V_2 ⊗ · · · ⊗ V_n )_∗ ĺ V^∗_1 ⊗ V^∗_2 ⊗ · · · ⊗ V^∗_n , ŕřĺ łőšőřőň řěğşńĳšăšőň śŕăřĺćăŋĺ£ řăğńőęĺňőčő šěŋğőřă v = v_1 ⊗ v_2 ⊗ · · · ⊗ v_n ∈ V_1 ⊗ V_2 ⊗ · · · ⊗ V_n ś řăğńőęĺňżň šěŋğőřőň ξ = ξ_1 ⊗ ξ_2 ⊗ · · · ⊗ ξ_n ∈ V^∗_1 ⊗ V^∗_2 ⊗ · · · ⊗ V^∗_n £ćń£ěšś£ ŕřőĺğćěďěŋĺě ⟨ v , ξ ⟩_{def} = ∏ i ξ_i(v_i) .

İšő śŕăřĺćăŋĺě ŋăğżćăěšś£ ŕőńŋőľ ść-ěřšłőľ šěŋğőřă ĺğ V_1 ⊗ V_2 ⊗ · · · ⊗ V_n ś šěŋğőřőň ĺğ V^∗_1 ⊗ V^∗_2 ⊗ · · · ⊗ V^∗_n .

2.4. Ńĺŋěľŋżě őŕěřăšőřż łăł šěŋğőřż. Ğăďăďĺň őšőąřăęěŋĺě ĺğ V^∗×W ć ŕřőśšřăŋśšćő Hom(V, W ) ńĺŋěľŋżţ őšőąřăęěŋĺľ ĺğ V ć W őšŕřăćĺć łăęďş¿ ŕăřş (ξ, w) ć śőőšćěšśšćş¿źĺľ őŕěřăšőř ŕřőěłšĺřőćăŋĺ£ ŋă w ćďőńĳ Ann ξ, łőšőřżľ ďěľśšćşěš ŕő ŕřăćĺńş v −→ ⟨ v , ξ ⟩ · w . (2-2)

İšő őšőąřăęěŋĺě, őůěćĺďŋő, ŕőńĺńĺŋěľŋő, ă śšăńő ążšĳ őŕřěďěń£ěš ěďĺŋśšćěŋŋżľ ńĺŋěľŋżľ őŕěřăšőř V^∗ ⊗ W −→ Hom(V, W ), ŕěřěćőď£źĺľ řăğńőęĺňżě šěŋğőřż ξ ⊗ w ć őŕěřăšőřż (2-2).

6 Ńěłűĺ£ 1: Šěŋğőřż

Ğăďăůă 1.9. Şąěďĺšěśĳ, ůšő šăłĺň śŕőśőąőň şśšăŋăćńĺćăěšś£ ĺğőňőřťĺğň ňěęďş V^∗ ⊗ W ĺ Hom(V, W ).

Ğăďăůă 1.10. Ŕşśšĳ {e_i} ĺ {x_i} | śőŕř£ę-ěŋŋżě ąăğĺśż ć V ĺ ć V^∗. Ďőłăęĺšě, ůšő šěŋğőř Łăğĺňĺřă ∑ i x_i ⊗ e_i ∈ V^∗ ⊗ V

ŋě ğăćĺśĺš őš ćżąőřă ąăğĺśă. Łăłőňş ńĺŋěľŋőňş őŕěřăšőřş ŋă V őŋ śőőšćěšśšćşěš? Ğăďăůă 1.11. Ŕşśšĳ őŕěřăšőřż f ĺ g ŕřĺ őšőęďěśšćńěŋĺĺ Hom(V, V ) ś V^∗ ⊗ V ğăŕĺśżćă¿šś£, śőőšćěšśšćěŋŋő, šěŋğőřăňĺ ∑ i φ_i ⊗ u_i ĺ ∑ j ψ_j ⊗ v_i. Ŕřőćěřĳšě, ůšő ĺţ łőňŕőğĺűĺ¿ f ∘ g ňőęŋő ğăŕĺśăšĳ ć ćĺďě ∑ j ψ_j ⊗ w_i ĺ ć ćĺďě ∑ i η_i ⊗ u_i, ĺ ŕőńşůĺšě £ćŋżě ćżřăęěŋĺ£ ďń£ w_j ĺ η_i.

Ğăďăůă 1.12. Ŕőśšřőľšě ěśšěśšćěŋŋżľ ńĺŋěľŋżľ ĺğőňőřťĺğň Hom(W, V ) −→ Hom(V, W )^∗. Şłăęĺšě £ćŋő ć šěřňĺŋăţ ňăšřĺű, łăł ćżůĺśń£šĳ ğŋăůěŋĺě őŕěřăšőřă ĺğ Hom(W, V ) łăł ťşŋłűĺőŋăńă ŋă Hom(V, W ).

Ğăďăůă 1.13. Ěśńĺ ć ŕřěďżďşźěľ ğăďăůě ŕőńőęĺšĳ W = V , šő ŕőńşůĺšś£ łőřřěń£űĺ£ Hom(V, V )^∼−−→ Hom(V, V )^∗ .

Łăłőľ ąĺńĺŋěľŋőľ ťőřňě ŋă Hom(V, V ) őŋă śőőšćěšśšćşěš? Ąşďěš ńĺ ¡šă ťőřňă śĺňňěšřĺůěśłőľ? Łăł őŋă ćżůĺśń£ěšś£ ć šěřňĺŋăţ ňăšřĺű?

2.4.1. Šěŋğőřŋőě ŕřőĺğćěďěŋĺě őŕěřăšőřőć. Ŕşśšĳ ğăďăŋ ŋăąőř ńĺŋěľŋżţ őŕěřăšőřőć

V_i^{fi}−−→ W_i. Šőčďă śşźěśšćşěš ěďĺŋśšćěŋŋżľ ńĺŋěľŋżľ őŕěřăšőř V_1 ⊗ V_2 ⊗ · · · ⊗ V_n^{f1⊗f2⊗ ··· ⊗fn} −−−−−−−−−→ W_1 ⊗ W_2 ⊗ · · · ⊗ W_n , ŕěřěćőď£źĺľ šěŋğőřŋżě ŕřőĺğćěďěŋĺ£ ćěłšőřőć ć šěŋğőřŋżě ŕřőĺğćěďěŋĺ£ ĺţ őąřăğőć:

f_1 ⊗ f_2 ⊗ · · · ⊗ f_n : v_1 ⊗ v_2 ⊗ · · · ⊗ v_n −→ f_1(v_1) ⊗ f_2(v_2) ⊗ · · · ⊗ f_n(v_n) (łăł ĺ řăŋĳÿě, ¡šő śńěďşěš ĺğ ŕőńĺńĺŋěľŋőśšĺ őšőąřăęěŋĺ£ V_1 × V_2 × · · · × V_n −→ W_1 ⊗ W_2 ⊗ · · · ⊗W_n, ŕěřěćőď£źěčő (v_1, v_2, . . . , v_n) ć f_1(v_1)⊗f_2(v_2)⊗ · · · ⊗f_n(v_n)). Őŕěřăšőř f_1 ⊗f_2⊗ · · · ⊗f_n ŋăğżćăěšś£ šěŋğőřŋżň ŕřőĺğćěďěŋĺěň őŕěřăšőřőć f_i.

Ğăďăůă 1.14. Ŕřőćěřĳšě, ůšő ś şů-ěšőň ĺğőňőřťĺğňă

U^∗_1 ⊗ U_2 ⊗ V^∗_1 ⊗ V_2 ≃ (U_1 ⊗ V_1)^∗ ⊗ (U_2 ⊗ V_2) ≃ Hom(U_1 ⊗ V_1, U_2 ⊗ V_2) šěŋğőřŋőě ŕřőĺğćěďěŋĺě őŕěřăšőřőć U_1^f−−→ U_2 ĺ V_1^g−−→ V_2 ěśšĳ ŋě ůšő ĺŋőě łăł šěŋğőřŋżň ŕřőĺğćěďěŋĺěň śőőšćěšśšćş¿źĺţ ĺň šěŋğőřőć ĺğ U^∗_1 ⊗ U_2 ĺ V^∗_1 ⊗ V_2.

Ğăďăůă 1.15. Ŕşśšĳ F | ćńőęěŋĺě, ă Id | ŋěŋşńěćőľ šőęďěśšćěŋŋżľ őŕěřăšőř. Ďőłăęĺšě, ůšő F ⊗ Id | ćńőęěŋĺě.

Ğăďăůă 1.16. Ć śšăŋďăřšŋőň ąăğĺśě ĺğ ğăď.1.6 ćżřăğĺšě ňăšřĺűş šěŋğőřŋőčő ŕřőĺğćěďěŋĺ£ ďćşţ őŕěřăšőřőć f : V −→ V ĺ g : W −→ W ůěřěğ ňăšřĺűż f ĺ g.

Ğăďăůă 1.17. Ŕşśšĳ űĺłńőćőľ šĺŕ ŋĺńĳŕőšěŋšŋőčő őŕěřăšőřă V^F−−→ V ğăďă-ěšś£ ďĺăčřăňňőľ đŋčă a) ą) · · · n ć) · · · n .

§3: Šěŋğőřŋă£ ăńčěąřă ćěłšőřŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă 7

Łăłőć űĺłńőćőľ šĺŕ f ⊗ f ĺ f ⊗ f ⊗ f?

Ğăďăůă 1.18. Ŕşśšĳ őŕěřăšőřż F ĺ G ďĺăčőŋăńĺğşěňż ĺ ĺňě¿š śőąśšćěŋŋżě ůĺśńă {λ_i} ĺ {μ}. Ćěřŋő ńĺ, ůšő F ⊗ G ďĺăčőŋăńĺğşěň? Łăłőćż ěčő śőąśšćěŋŋżě ůĺśńă? Ňőčşš ńĺ őŋĺ ążšĳ łřăšŋżňĺ, ěśńĺ ćśě śőąśšćěŋŋżě ůĺśńă ĺśţőďŋżţ őŕěřăšőřőć ążńĺ őďŋőłřăšŋż?

x3. Šěŋğőřŋă£ ăńčěąřă ćěłšőřŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă

3.1. Šěŋğőřŋżě śšěŕěŋĺ. Ťĺłśĺřşěň ďő łőŋűă ¡šőčő ŕăřăčřăťă őďŋő d-ňěřŋőě ŕřőśšřăŋśšćő V . Ŕřőĺğćěďěŋĺě V^{⊗n def}= V ⊗ V ⊗ · · · ⊗ V n ŋăğżćăěšś£ n-šőľ šěŋğőřŋőľ śšěŕěŋĳ¿ ŕřőśšřăŋśšćă V . Ŕőď V^{⊗0} ćśěčďă ŕőŋĺňăěšś£ őďŋőňěřŋőě ŕřőśšřăŋśšćő k.

Őšňěšĺň, ůšő ŕř£ňă£ śşňňă T(V )^{def}= ⨁ k¿0 V^{⊗k} ŕřěďśšăćń£ěš śőąőľ ăśśőűĺăšĺćŋş¿ ŋěłőňňş-

šăšĺćŋş¿ ăńčěąřş ŋăď ŕőńěň k (ŕřőĺğćěďěŋĺě ĺŋďşűĺřőćăŋő šěŋğőřŋżň ŕřőĺğćěďěŋĺěň ćěłšőřőć). Őŋă ŋăğżćăěšś£ śćőąőďŋőľ ăśśőűĺăšĺćŋőľ ăńčěąřőľ ŋăď k, ŕőřőęď-ěŋŋőľ ŕřőśšřăŋśšćőň V .

3.2. Ść-ěřšłĺ. Řăśśňőšřĺň ŕřőĺğćěďěŋĺě V^∗ ⊗ V^∗ ⊗ · · · ⊗ V^∗ p ⊗ V ⊗ V ⊗ · · · ⊗ V q ĺ ğăťĺłśĺřşěň ďćă ŕőďňŋőęěśšćă ĺŋďěłśőć I = {i_1, i_2, . . . , i_k} ⊂ {1, 2, . . . , p} J = {j_1, j_2, . . . , j_k} ⊂ {1, 2, . . . , q} őďĺŋăłőćőľ ňőźŋőśšĺ #I = #J = k. Śşźěśšćşěš ěďĺŋśšćěŋŋżľ ńĺŋěľŋżľ őŕěřăšőř V^∗ ⊗ V^∗ ⊗ · · · ⊗ V^∗ p ⊗ V ⊗ V ⊗ · · · ⊗ V q c_{IJ}−−−→ V ∗ ⊗ V ∗ ⊗ · · · ⊗ V ∗ p−k ⊗ V ⊗ V ⊗ · · · ⊗ V q−k , łőšőřżľ ďěľśšćşěš ŋă řăğńőęĺňżě šěŋğőřż ŕő ŕřăćĺńş

c_{IJ} (φ_1 ⊗ φ_2 ⊗ · · · ⊗ φ_p ⊗ v_1 ⊗ v_2 ⊗ · · · ⊗ v_q) = k∏ =1 φ_{iν} (v_{jν} ) · ⨂ i∉I φ_i ⊗ ⨂ j∉J v_j .

İšőš őŕěřăšőř c_{IJ} ŋăğżćăěšś£ k-łřăšŋőľ ść-ěřšłőľ ŕő ĺŋďěłśăň ĺğ I ĺ J.

Ğăďăůă 1.19. Ŕřőćěřĳšě łőřřěłšŋőśšĳ őŕřěďěńěŋĺ£ c_{IJ} ĺ őŕĺÿĺšě ěčő ďěľśšćĺě ć łőőřďĺŋăšăţ.

3.2.1. Ść-ěřšłă ŕřőĺğćěďěŋĺ£ ćěłšőřőć ś ŕőńĺńĺŋěľŋőľ ťőřňőľ. Ěśńĺ, śńěďş£ n^o 2.3, ĺŋšěřŕřěšĺřőćăšĳ V^{∗⊗p} ĺńĺ łăł ŕřőśšřăŋśšćő ŕőńĺńĺŋěľŋżţ ťőřň ŋă V , šő ść-ěřšłş ňőęŋő ćőśŕřĺŋĺňăšĳ łăł őšőąřăęěŋĺě, łőšőřőě ŕěřěćőďĺš šěŋğőřŋőě ŕřőĺğćěďěŋĺě

ψ ⊗ v_1 ⊗ v_2 ⊗ · · · ⊗ v_q

8 Ńěłűĺ£ 1: Šěŋğőřż

p-ńĺŋěľŋőľ ťőřňż ψ = ψ(w_1, w_2, . . . , w_p) ŋă řăğńőęĺňżľ šěŋğőř ĺğ V^{⊗q} ć šěŋğőřŋőě ŕřőĺğćěďěŋĺě ćĺďă ~ψ ⊗ ~v , ć łőšőřőň ~ψ ŕőńşůăěšś£ ĺğ ψ ťĺłśăűĺěľ ćěłšőřőć v_{jν} ś j ∈ J ć łăůěśšćě ăřčşňěŋšőć ś ŋőňěřăňĺ i ∈ I ĺ ŕřěďśšăćń£ěš śőąőľ ŕőńĺńĺŋěľŋş¿ ťőřňş őš őśšăńĳŋżţ (p − k) ăřčşňěŋšőć, ă ~v ŕőńşůăěšś£ ĺğ v_1 ⊗v_2⊗ · · · ⊗v_q ćżłĺďżćăŋĺěň ćśěţ ¡šĺţ v_{jν} , ÀŕěřěěţăćÿĺţÁ ć ğăťĺłśĺřőćăŋŋżě ăřčşňěŋšż ťőřňż ψ.

Ğăďăůă 1.20. Şąěďĺšěśĳ, ůšő ść-ěřšłĺ ŕő ŋěŕěřěśěłă¿źĺňś£ ňŋőęěśšćăň ĺŋďěłśőć ŕěřěśšăŋőćőůŋż.

Ść-ěřšłĺ ůăśšő ćőğŋĺłă¿š ć ďćşţ śćőĺţ łřăľŋĺţ ŕřő£ćńěŋĺ£ţ.

3.2.2. Ŕőńŋă£ ść-ěřšłă śőőšćěšśšćşěš śńşůă¿ p = q = n, I = J = {1, 2, · · · , n} ĺ őąőğŋăůăěšś£ ⟨ τ , t ⟩_{def} = c_{{1;2; ··· ;n}{1;2; ··· ;n}}(τ ⊗ t) , čďě τ ∈ V^{∗⊗n} , t ∈ V^{⊗n} . Őŋă ğăďă-ěš łăŋőŋĺůěśłş¿ ďćőľśšćěŋŋőśšĳ ňěęďş ŕřőśšřăŋśšćăňĺ V^{∗⊗n} ĺ V^{⊗n} ĺ şęě őąśşęďăńăśĳ ŋăňĺ ć 2-1.

Ğăďăůă 1.21. Őŕĺÿĺšě ŕőńŋş¿ ść-ěřšłş ć V^∗ ⊗ V ŋă £ğżłě ńĺŋěľŋżţ őŕěřăšőřőć.

3.2.3. Ćŋşšřěŋŋěě ŕřőĺğćěďěŋĺě. Ěśńĺ p = 1, ă q | ń¿ąőě, ĺ I = J = {1}, šő ść-ěřšłă ŋăğżćăěšś£ ćŋşšřěŋŋĺň ŕřőĺğćěďěŋĺěň ćěłšőřă v ∈ V ĺ ŕőńĺńĺŋěľŋőľ ťőřňż φ ∈ V^{∗⊗n}. Őŋă őąőğŋăůăěšś£ V^{∗⊗n iv}−−→ V^{∗⊗(n−1)} : φ −→ i_v(φ)^{def}= c_{11}(v ⊗ φ) ,

ĺ ŕřěďśšăćń£ěš śőąőľ ťĺłśăűĺ¿ ćěłšőřă v ć łăůěśšćě ŕěřćőčő ăřčşňěŋšă ťőřňż φ.

Ďćőľśšćěŋŋżň őąřăğőň, ŕřĺ q = 1 ĺ ń¿ąőň p ćőğŋĺłăěš ść-ěřšłă łőćěłšőřă ξ ∈ V^∗ ĺ ŕőńĺńĺŋěľŋőľ ťőřňż t ∈ V^{⊗n} ŋă V^∗:

V^{⊗n iξ}−−→ V^{⊗(n−1)} : t −→ i(t)^{def}= c_{11}(ξ ⊗ t) .

3.3. Şšćěřęďěŋĺě. Ŕşśšĳ ξ ∈ V^∗ | ťĺłśĺřőćăŋŋżľ łőćěłšőř. Őŕěřăšőřż

V^{⊗n iξ}−−→ V^{⊗(n−1)} : v_1 ⊗ v_2 ⊗ · · · ⊗ v_n −→ ⟨ ξ , v_1 ⟩ v_2 ⊗ · · · ⊗ v_n V^{∗⊗n —ξ}←−− V^{⊗(n−1)} : ζ_1 ⊗ ζ_2 ⊗ · · · ⊗ ζ_{n−1} −→ ξ ⊗ ζ_1 ⊗ ζ_2 ⊗ · · · ⊗ ζ_{n−1} ćŋşšřěŋŋěčő ĺ ńěćőčő šěŋğőřŋőčő şňŋőęěŋĺ£ ŋă ξ ďćőľśšćěŋŋż ďřşč ďřşčş őšŋőśĺšěńĳŋő łăŋőŋĺůěśłőčő śŕăřĺćăŋĺ£ ňěęďş V^{⊗n} ĺ V^{∗⊗n}, ĺŋďşűĺřőćăŋŋőčő ŕőńŋőľ ść-ěřšłőľ.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. İšő ŕőńşůăěšś£ ŕř£ňő ĺğ őŕřěďěńěŋĺľ: ⟨ μ (ζ_1 ⊗ ζ_2 ⊗ · · · ⊗ ζ_{n−1}) , v_1 ⊗ v_2 ⊗ · · · ⊗ v_n ⟩ = = ⟨ ξ , v_1 ⟩ ⟨ ζ_1 , v_2 ⟩ · · · ⟨ ζ_{n−1} , v_n ⟩ = = ⟨ ζ_1 ⊗ ζ_2 ⊗ · · · ⊗ ζ_{n−1} , i(v_1 ⊗ v_2 ⊗ · · · ⊗ v_n) ⟩ � Ğăďăůă 1.22. Śťőřňşńĺřşľšě ĺ ďőłăęĺšě ďćőľśšćěŋŋżľ ćăřĺăŋš ¡šőčő şšćěřęďěŋĺ£, ă šăłęě ěčő őąőąźěŋĺ£ ŋă ść-ěřšłĺ ŕő ąőńĳÿěňş łőńĺůěśšćş ĺŋďěłśőć.

3.4. Ďěľśšćĺě śĺňňěšřĺůěśłőľ čřşŕŕż ŋă V^{⊗n}. Łăęďőľ ŕěřěśšăŋőćłě σ ∈ Sn śőőšćěšśšćşěš ěďĺŋśšćěŋŋżľ ńĺŋěľŋżľ ăćšőňőřťĺğň V^{⊗n ff}−−→ V^{⊗n}, ďěľśšćş¿źĺľ ŋă řăğńőęĺňżě šěŋğőřż ŕő ŕřăćĺńş

σ(v_1 ⊗ v_2 ⊗ · · · ⊗ v_n) = v_{ff(1)} ⊗ v_{ff(2)} ⊗ · · · ⊗ v_{ff(n)} ,

š. ě. ŕőŕřőśšş ŕěřěśšăćń£¿źĺľ śőňŋőęĺšěńĺ.

Ğăďăůă 1.23. Ďőłăęĺšě, ůšő šăłĺň őąřăğőň ćőğŋĺłăěš ńĺŋěľŋőě ŕřěďśšăćńěŋĺě čřşŕŕż S_n ŋă V^{⊗n}.

Łăŋőŋĺůěśłĺ ďćőľśšćěŋŋőě (ć śňżśńě ŕőńŋőľ ść-ěřšłĺ) ł šőńĳłő ůšő řăśśňőšřěŋŋőňş ďěľśšćĺě S_n ŋă V^{∗⊗n} ŕřőĺśţőďĺš ŕőśřěďśšćőň őąřăšŋżţ ŕěřěśšăŋőćőł, ŕőśłőńĳłş ⟨ ξ , σ(t) ⟩ = ⟨ σ^{−1}(ξ) , t ⟩ , š. ł. ∏ i ⟨ ξ_i , t_{ff(i)} ⟩ = ∏ j ⟨ ξ_ff�1_{(j)} , t_j ⟩

Ć ůăśšŋőśšĺ ďěľśšćĺě S_n ŋă ŕőńĺńĺŋěľŋş¿ ťőřňş φ ŕřőĺśţőďĺš ŕő ŕřăćĺńş

σφ (v_1, v_2, . . . , v_n) = φ(v_ff�1_{(1)}, v_ff�1_{(2)}, . . . , v_ff�1_{(n)})

ĺ śćőďĺšś£ ł ŕěřěśšăŋőćłě ăřčşňěŋšőć.

x4. Śĺňňěšřĺůěśłĺě šěŋğőřż.

Ćś¿ďş ć ¡šőň ŕăřăčřăťě ŕřěďŕőńăčăěšś£, ůšő ţăřăłšěřĺśšĺłă őśŋőćŋőčő ŕőń£ k řăćŋă ŋşń¿. 4.1. Śĺňňěšřĺůŋżě šěŋğőřż ĺ śĺňňěšřĺůŋżě ŕőńĺńĺŋěľŋżě ťőřňż. Šěŋğőř t ∈

V^{⊗n} ŋăğżćăěšś£ śĺňňěšřĺůěśłĺň, ěśńĺ σ(t) = t ∀σ ∈ S_n őšŋőśĺšěńĳŋő ěśšěśšćěŋŋőčő ďěľśšćĺ£ S_n ŋă V^{⊗n}, őŕĺśăŋŋőčő ć n^o 3.4. Ăŋăńőčĺůŋő, ŕőńĺńĺŋěľŋőě őšőąřăęěŋĺě V_1 × V_2 × · · · × V_n^’−−→ W ŋăğżćăěšś£ śĺňňěšřĺůŋżň, ěśńĺ

φ(v_{ff(1)}, v_{ff(2)}, . . . , v_{ff(n)}) = φ(v_1, v_2, . . . , v_n) ∀σ ∈S_n

Ğăďăůă 1.24. Ďőłăęĺšě, ůšő śĺňňěšřĺůŋőśšĳ ŕőńĺńĺŋěľŋőčő őšőąřăęěŋĺ£ φ řăćŋőśĺńĳŋă šőňş, ůšő ğŋăůěŋĺě φ(v_1, v_2, . . ., v_n) ŋě ĺğňěŋ£ěšś£ ŕřĺ ŕěřěśšăŋőćłě

ă) ń¿ąőľ ŕăřż ăřčşňěŋšőć v_i ĺ v_j ą) ń¿ąőľ ŕăřż śőśěďŋĺţ ăřčşňěŋšőć v_i ŕřĺů-ěň ¡šĺ şśńőćĺ£ ďőśšăšőůŋő ŕřőćěř£šĳ šőńĳłő ŋă ąăğĺśŋżţ ćěłšőřăţ.

Ğăďăůă 1.25. Şąěďĺšěśĳ, ůšő ń¿ąă£ łőňŕőğĺűĺ£ f ∘φ, čďě f { ńĺŋěľŋżľ őŕěřăšőř, ă φ { ŕőńĺńĺŋěľŋőě śĺňňěšřĺůŋőě őšőąřăęěŋĺě, £ćń£ěšś£ ŕőńĺńĺŋěľŋżň śĺňňěšřĺůŋżň őšőąřăęěŋĺěň.

Śĺňňěšřĺůěśłĺě šěŋğőřż ć V^{⊗n} śőśšăćń£¿š ŕőďŕřőśšřăŋśšćő, ŋăğżćăěňőě ŕřőśšřăŋśšćőň śĺňňěšřĺůěśłĺţ šěŋğőřőć śšěŕěŋĺ n ŋăď V . Ŕőńŋă£ ść-ěřšłă őšőęďěśšćń£ěš ěčő ś ŕřőśšřăŋśšćőň śĺňňěšřĺůŋżţ n-ńĺŋěľŋżţ ťőřň ŋă V^∗ × V^∗ × · · · × V^∗ −→ k. Łăł ŕřăćĺńő, ňż ŋě ąşďěň ďěńăšĳ řăğŋĺűż ňěęďş ¡šĺňĺ ŕřőśšřăŋśšćăňĺ, ĺ ąşďěň őąőğŋăůăšĳ ĺţ őďĺŋăłőćő: Sym^n(V ).

Ğăďăůă 1.26. Ŕőśšřőľšě łăŋőŋĺůěśłĺľ ĺğőňőřťĺğň ňěęďş ŕřőśšřăŋśšćőň ŕőńĺńĺŋěľŋżţ śĺňňěšřĺůŋżţ őšőąřăęěŋĺľ ĺğ V × V × · · · × V ć W ĺ Sym^n(V^∗) ⊗ W .

Ğăďăůă 1.27. Şąěďĺšěśĳ, ůšő šěŋğőřŋă£ śšěŕěŋĳ f^{⊗n def}= f ⊗ f ⊗ · · · ⊗ f n ń¿ąőčő ńĺŋěľŋőčő

őŕěřăšőřă V^f−−→ V ŕěřěćőďĺš ŕőďŕřőśšřăŋśšćő Sym^n(V ) ⊂ V^{⊗n} ć śěą£.

4.2. Śšăŋďăřšŋżľ ąăğĺś śĺňňěšřĺůěśłĺţ šěŋğőřőć. Ďń£ ŕřőĺğćőńĳŋőčő ŋăąőřă ŋěőšřĺűăšěńĳŋżţ űěńżţ ůĺśěń ν = (ν_1, ν_2, . . . , ν_d) ś śşňňőľ |ν| = ∑ ν_i = n őąőğŋăůĺň ůěřěğ e^{[]} śşňňş ćśěţ řăğńőęĺňżţ šěŋğőřőć, £ćń£¿źĺţś£ ŕřőĺğćěďěŋĺěň ν_1 ćěłšőřőć e_1, ν_2 ćěłšőřőć e_2, . . . , ν_d ćěłšőřőć e_d, š. ě. śńőęĺň ćśě ąăğĺśŋżě řăğńőęĺňżě šěŋğőřż, śőśšăćń£¿źĺě őďŋş őřąĺšş śĺňňěšřĺůěśłőľ čřşŕŕż.

Ğăďăůă 1.28. Śłőńĳłő śńăčăěňżţ ąşďěš ć ¡šőľ śşňňě?

Ŕőśłőńĳłş ć řăğńőęěŋĺě śĺňňěšřĺůěśłőčő šěŋğőřă ŕő ąăğĺśş e^{(1)}¸_1 ⊗ e^{(2)}¸_2 ⊗ · · · ⊗ e^{(n)}¸_n ćňěśšě ś łăęďżň ąăğĺśŋżň šěŋğőřőň ćőľďşš (ś šěňĺ ęě łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ) ĺ ćśě šěŋğőřż, ŕőńşůă¿źĺěś£ ĺğ ŋěčő ŕěřěśšăŋőćłăňĺ, śşňňż e^{[]} śőśšăćń£¿š ąăğĺś ć Sym^n(V ). Ć ůăśšŋőśšĺ,

dim Sym^n(V ) = C^n_{n+d−1}

(ůĺśńő śŕőśőąőć řăğąĺšĳ d ć śşňňş n şŕőř£ďőůěŋŋżţ űěńżţ ŋěőšřĺűăšěńĳŋżţ śńăčăěňżţ). 4.3. Ŕőń£řĺğăűĺ£ őďŋőřőďŋżţ ŕőńĺŋőňőć. Ťşŋłűĺ£ F : V −→ k ŋăğżćăěšś£ őďŋőřőď-

ŋżň ŕőńĺŋőňőň n-šőľ śšěŕěŋĺ, ěśńĺ ć ŋěłőšőřőň ąăğĺśě {e_1, e_2, . . . , e_d} ğŋăůěŋĺě F (x_1e_1 + x_2e_2 + · · · + x_de_d) £ćń£ěšś£ őďŋőřőďŋżň ňŋőčőůńěŋőň śšěŕěŋĺ n őš ŕěřěňěŋŋżţ x_i. Śőćőłşŕŋőśšĳ ćśěţ őďŋőřőďŋżţ ŕőńĺŋőňőć n-šőľ śšěŕěŋĺ ňż ąşďěň őąőğŋăůăšĳ ůěřěğ Pol^n(V ) Ğăďăůă 1.29. Ďőłăęĺšě, ůšő śćőľśšćő ťşŋłűĺĺ ążšĳ őďŋőřőďŋżň ŕőńĺŋőňőň n-šőľ śšěŕěŋĺ ŋě ğăćĺśĺš őš ćżąőřă ąăğĺśă.

Ğăďăůă 1.30. Ďőłăęĺšě, ůšő Pol^n(V ) £ćń£ěšś£ ćěłšőřŋżň ŕřőśšřăŋśšćőň, ĺ ćżůĺśńĺšě ěčő řăğňěřŋőśšĳ.

4.3.1. Šěőřěňă. Őšőąřăęěŋĺě Sym^n(V^∗)^{resΔ}−−−→ Pol^n, śőŕőśšăćń£¿źěě śĺňňěšřĺůŋőľ ŕőńĺńĺŋěľŋőľ ŕőńĺńĺŋěľŋőľ ťőřňě φ ∈ Sym^n(V^∗) ě-ě őčřăŋĺůěŋĺ£ ŋă ďĺăčőŋăńĳ ć V × V × · · · × V , š. ě. ťşŋłűĺ¿ V^{’Δ}−−−→ k : φ_´(v)^{def}= φ(v, v, . . . , v) , £ćń£ěšś£ ĺğőňőřťĺğňőň ćěłšőřŋżţ ŕřőśšřăŋśšć (ŕřĺ char k = 0).

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ťĺłśĺřşěň ć V ąăğĺś {e1, e2, . . . , ed} ś łőőřďĺŋăšăňĺ {x1, x2, . . . , xd}, śőśšăćń£¿źĺňĺ ďćőľśšćěŋŋżľ ąăğĺś ć V^∗. Ďń£ łăęďőčő ν = (ν_1, ν_2, . . . , ν_d) ś ∑ ν_i = n őąřăğşěň śĺňňěšřĺůŋżľ šěŋğőř x^{[]}, řăćŋżľ śşňňě ćśěţ řăğńĺůŋżţ ŕřőĺğćěďěŋĺľ ν_1 łőćěłšőřőć x_1, ν_2 łőćěłšőřőć x_2, . . . , ν_d łőćěłšőřőć x_d. Śőčńăśŋő n^o 4.2 ¡šĺ šěŋğőřż śőśšăćń£¿š ąăğĺś ć Sym^n(V^∗). Ŕřĺ őčřăŋĺůěŋĺĺ ŋă ďĺăčőŋăńĳ łăęďőě śńăčăěňőě x^{[]} ŕřěćřăšĺšś£ ć őďŋőůńěŋ x^1_1 x^2_2 · · · x^d_d . Ś şů-ěšőň őąźěčő łőńĺůěśšćă śńăčăěňżţ ć e^{[]}, ŕőńşůăěň

x^{[]}_´ = n! ν_1! ν_2! · · · ν_d!

x^1_1 x^2_2 · · · x^d_d ,

š. ě. ś šőůŋőśšĳ¿ ďő ŋěŋşńěćżţ ŋăšşřăńĳŋżţ ňŋőęĺšěńěľ őąřăğăňĺ śšăŋďăřšŋżţ ąăğĺśŋżţ śĺňňěšřĺůŋżţ ťőřň ĺğSym^n(V ) £ćń£¿šś£ ąăğĺśŋżě ňőŋőňż ć Pol^n(V ). � 4.3.2. Őŕřěďěńěŋĺě. Ěďĺŋśšćěŋŋă£ śĺňňěšřĺůŋă£ ŕőńĺńĺŋěľŋă£ ťőřňă, őčřăŋĺůěŋĺě łőšőřőľ ŋă ďĺăčőŋăńĳ śőćŕăďăěš ś ğăďăŋŋżň őďŋőřőďŋżň ŕőńĺŋőňőň n-šőľ śšěŕěŋĺ F ŋăğżćăěšś£ ŕőńŋőľ ŕőń£řĺğăűĺěľ ňŋőčőůńěŋă F ĺ őąőğŋăůăěšś£ pl^nF .

Ğăďăůă 1.31. Łăłőľ őŕěřăűĺĺ ŋă ŕőńĺŋőňăţ śőőšćěšśšćşěš őŕěřăűĺ£ ćŋşšřěŋŋěčő ŕřőĺğćěďěŋĺ£ ŕőńĺńĺŋěľŋőľ ťőřňż ś ďăŋŋżň ćěłšőřőň v ∈V ?

Ğăďăůă 1.32. Ŕřőćěřĳšě, ůšő ěśńĺ F { łćăďřăšĺůŋă£ ťőřňă (š. ě. őďŋőřőďŋżľ ŕőńĺŋőň ćšőřőľ śšěŕěŋĺ), šő pl^2F (v, w) = 1 2 (F (v + w) − F (v) − F (w)) , ĺ ŕőŕřőąşľšě ŕřĺďşňăšĳ ŕőţőęş¿ ťőřňşńş ďń£ ŕőń£řĺğăűĺĺ łşąĺůěśłőľ ťőřňż.

4.3.3. Ŕőń£řż. Ŕşśšĳ F | ŕőńĺŋőň śšěŕěŋĺ n ŋă V , ă φ = pl^nF ∈ Sym^n(V^∗) { ěčő ŕőńŋă£ ŕőń£řĺğăűĺ£. Ďń£ ŕřőĺğćőńĳŋőčő ŋăąőřă ćěłšőřőć {v_1, v_2, . . . , v_k} ⊂ V ść-ěřšłă φ ś v_1 ⊗ v_2 ⊗ · · · ⊗ v_k ŕő ŕěřćżň k ĺŋďěłśăň £ćń£ěšś£ śĺňňěšřĺůěśłĺň šěŋğőřőň ĺğ Sym^{n−k}(V^∗). Ěčő őčřăŋĺůěŋĺě ŋă ďĺăčőŋăńĳ ŋăğżćăěšś£ k-šőľ ŕőń£řőľ F őšŋőśĺšěńĳŋő ćěłšőřőć {v_1, v_2, . . . , v_k} ĺ őąőğŋăůăěšś£ pl^k_{v1;v2;:::;vk} F ∈ Pol^{n−k}(V ).

Ďń£ ŕěřćżţ ŕőń£ř őążůŋő ćňěśšő pl^1 ŕĺÿşš ŕřőśšő pl. Ěśńĺ ęě ŋăąőř ćěłšőřőć śőśšőĺš ĺğ k ¡łğěňŕń£řőć őďŋőčő ĺ šőčő ęě ćěłšőřă v, šő ŕĺÿşš pl^k_v ĺ ŋăğżćă¿š šăłş¿ ŕőń£řş k-šőľ ŕőń£řőľ F őšŋőśĺšěńĳŋő v.

Ğăďăůă 1.33. Ďőłăęĺšě śńěďş¿źĺě śćőľśšćă ŕőń£ř

ă) Őšőąřăęěŋĺě (v, F ) −→ pl_vF ąĺńĺŋěľŋő ŕő v ĺ F . ą) pl_v ∘ pl_w = pl_w ∘ pl_v = pl^2_{vw} = pl^2_{wv}. ć) pl^n_v F = F (v)∈k.

č) Ěśńĺ (x_1, x_2, . . ., x_d) ĺ {e_1, e_2, . . ., e_d} { ďćőľśšćěŋŋżě ąăğĺśż ć V^∗ ĺ ć V śőőšćěšśšćěŋŋő,

ĺ v = ∑ v_i e_i, šő pl_vF = 1 deg F ∂F ∂v = 1 n d∑ i=1 v_i ∂F ∂x_i . Ĺğ ŕőśńěďŋěľ ğăďăůĺ śńěďşěš, ćő-ŕěřćżţ, ůšő őŕěřăűĺ£ ďĺťťěřěŋűĺřőćăŋĺ£ ć ŋăŕřăćńěŋĺĺ ćěłšőřă ěśšěśšćěŋŋă (ĺńĺ łőćăřĺăŋšŋă) ć šőň śňżśńě, ůšő ∂F/∂v ğăćĺśĺš šőńĳłő őš F ĺ v, ŋő ŋě őš ćżąőřă ąăğĺśă. Ćő-ćšőřżţ, ňż ŕőńşůăěň, ůšő ŕőńŋă£ ŕőń£řĺğăűĺ£ őďŋőřőďŋőčő ňŋőčőůńěŋă F śšěŕěŋĺ n őš ŕěřěňěŋŋżţ x = (x_1, x_2, . . . , x_d) ňőęěš ążšĳ ŕőńşůěŋă ťőřňăńĳŋżň ďĺťťěřěŋűĺřőćăŋĺěň ŕő ŕřăćĺńş

pl^nF ( v^{(1)}, v^{(2)}, . . . , v^{(1)} ) = 1 n! d∑ i_1=1

v^{(1)}_{i1} ∂ ∂x_{i1} d∑ i_2=1

v^{(2)}_{i2} ∂ ∂x_{i2} · · · d∑ in=1

v^{(n)}_n ∂ ∂x_{i1} F (x) , čďě v^{(i)} = (v^{(i)}_1 , v^{(i)}_2 , . . . , v^{(i)}_d ) śşšĳ ŋőćżě n ŋăąőřőć d-ňěřŋżţ ŕěřěňěŋŋżţ, őš łőšőřżţ (ŕőńĺńĺŋěľŋő ĺ śĺňňěšřĺůŋő) ğăćĺśĺš ťőřňă pl^nF .

Ğăďăůă 1.34. Ŕőńĳğş£śĳ śćőľśšćăňĺ ŕőń£ř, řăğńőęĺšě őŕěřăšőř pl^k_{u+v} = (pl_u + pl_v)^n ŕő ťőř-

ňşńě ąĺŋőňă ĺ ďőłăęĺšě ťőřňşńş Š¡ľńőřă: F (v + w) = ∑ k=0 deg F 1 k! ∂^kF ∂v^k (w) ∀F ∈Pol^n(V ).

4.4. Śĺňňěšřĺůěśłă£ ďćőľśšćěŋŋőśšĳ. Řăśśňőšřĺň őčřăŋĺůěŋĺě łăŋőŋĺůěśłőčő śŕăřĺćăŋĺ£ ňěęďş V^{⊗n} ĺ V^{∗⊗n}, ĺŋďşűĺřőćăŋŋőčő ŕőńŋőľ ść-ěřšłőľ, ŋă ŕőďŕřőśšřăŋśšćă śĺňňěšřĺůěśłĺţ šěŋğőřőć Sym^n(V ) ⊂ V^{⊗n} ĺ Sym^n(V^∗) ⊂ V^{∗⊗n}. Ŕşśšĳ {e^{[]}} ĺ {x^{[]}} { śšăŋďăřšŋżě ąăğĺśż ĺğ n^o 4.2, ăśśőűĺĺřőćăŋŋżě ś ŕăřőľ ďćőľśšćěŋŋżţ ąăğĺśőć {e_1, e_2, . . . , e_d} ⊂ V ĺ {x_1, x_2, . . . , x_d} ⊂ V^∗.

Łăęďőě śńăčăěňőě šěŋğőřă e^{[]} ăŋŋşńĺřş¿š ŕřĺ ść-ěřšłě ń¿ąőě śńăčăěňőě ŕřőĺğćőńĳŋőčő e^{[—]} ś μ ≠ ν: ⟨ e^{[—]} , e^{[]} ⟩ = 0 , ŕřĺ μ ≠ ν

12 Ńěłűĺ£ 1: Šěŋğőřż

Ŕřĺ μ = ν łăęďőě ĺğ n! ν_1! ν_2! · · · ν_d!

śńăčăěňżţ e^{[]} śćőřăůĺćăěšś£ ŋěŋşńěćżň őąřăğőň řőćŋő ś

őďŋĺň śńăčăěňżň^3 ĺğ x^{[]}, ĺ ¡šă ŋěšřĺćĺăńĳŋă£ ść-ěřšłă řăćŋă 1. Ć řěğşńĳšăšě ⟨ e^{[]} , x^{[]} ⟩ = n! ν_1! ν_2! · · · ν_d! . ňż ŕőńşůăěň

4.4.1. Şšćěřęďěŋĺě. Ŋăď ŕőńěň ţăřăłšěřĺśšĺłĺ ŋşńĳ ŕőńŋă£ ść-ěřšłă ğăďă-ěš łăŋőŋĺůěśłş¿ ďćőľśšćěŋŋőśšĳ ňěęďş Sym^n(V ) ĺ Sym^n(V^∗). Ŕřĺ ¡šőň ďćőľśšćěŋŋżň ł ąăğĺśş {e^{[]}} ⊂

Sym^n(V ) ąşďěš ąăğĺś { n! ν_1! ν_2! · · · ν_d!

x^{[]} } ⊂ Sym^n(V^∗). �

4.5. Ŕřĺŋűĺŕ Ăřőŋčőńĳďă. Ďćőľśšćěŋŋżň ć śňżśńě Şšć.4.4.1 ťăłšőň ł Šěőř.4.3.1 £ćń£ěšś£ śńěďş¿źă£

4.5.1. Šěőřěňă. Ŋăď ŕőńěň ţăřăłšěřĺśšĺłĺ ŋşńĳ ŕřőśšřăŋśšćő śĺňňěšřĺůěśłĺţ šěŋğőřőć Sym^n(V ) ⊂ V^{⊗n} ńĺŋěľŋő ŕőřőęďăěšś£ ůĺśšżňĺ n-šżňĺ śšěŕěŋ£ňĺ ćěłšőřőć ĺğ V , š. ě. šěŋğőřăňĺ ćĺďă v^{⊗n} = v ⊗ v ⊗ · · · ⊗ v n . Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŕřőćěřĺň, ůšő ń¿ąőľ ńĺŋěľŋżľ ťşŋłűĺőŋăń ŋă Sym^n(V ), łőšőřżľ őąřăźăěšś£ ć ŋşńĳ ŋă ćśěţ ůĺśšżţ śšěŕěŋ£ţ, řăćěŋ ŋşń¿ šőęďěśšćěŋŋő. Ŕő Şšć.4.4.1 ćś£łĺľ ťşŋłűĺőŋăń ŋă Sym^n(V ) ŕřěďśšăćń£ěš śőąőľ ŕőńŋş¿ ść-ěřšłş ś śĺňňěšřĺůŋőľ ŕőńĺńĺŋěľŋőľ ťőřňőľ φ ∈ Sym^n(V^∗), ĺ ěčő ğŋăůěŋĺě ŋă ůĺśšőľ šěŋğőřŋőľ śšěŕěŋĺ v^{⊗n} ěśšĳ ŋě ůšő ĺŋőě łăł ňŋőčőůńěŋ φ_´(v). Ŋő ŋăď ąěśłőŋěůŋżň šőńĳłő ŋşńěćőľ ňŋőčőůńěŋ ňőęěš ŕřĺŋĺňăšĳ ŋşńěćżě ğŋăůěŋĺ£ ćő ćśěţ šőůłăţ. Ŕő¡šőňş φ_´ = 0, ă ğŋăůĺš ĺ φ = 0. �

Ğăďăůă 1.35. Ŕřěďśšăćĳšě ć ćĺďě ńĺŋěľŋőľ łőňąĺŋăűĺĺ šěŋğőřŋżţ śšěŕěŋěľ śńěďş¿źĺě śĺňňěšřĺůěśłĺě šěŋğőřż ă) v ⊗ w + w ⊗ v ą) u ⊗ v ⊗ w + v ⊗ w ⊗ u + w ⊗ u ⊗ v − v ⊗ u ⊗ w − u ⊗ w ⊗ v − w ⊗ v ⊗ u. Ŕřăłšĺůěśłĺň śńěďśšćĺěň ďőłăğăŋŋőľ šěőřěňż £ćń£ěšś£ ŕřĺŋűĺŕ Ăřőŋčőńĳďă: ćś£łőě ŕőńĺńĺŋěľŋőě śőőšŋőÿěŋĺě ňěęďş śĺňňěšřĺůěśłĺňĺ šěŋğőřăňĺ (ĺńĺ őďŋőřőďŋżňĺ ňŋőčőůńěŋăňĺ) ďőśšăšőůŋő ŕřőćěř£šĳ šőńĳłő ŋă šěŋğőřăţ ćĺďă v^{⊗n} (ĺńĺ, śőőšćěšśšćěŋŋő, ŋă ňŋőčőůńěŋăţ ćĺďă ℓ(x)^n, čďě ℓ(x) { ńĺŋěľŋă£ ťőřňă). Ďřşčĺň ćăęŋżň śńěďśšćĺěň £ćń£ěšś£ 4.5.2. Śńěďśšćĺě. Ŋăď ŕőńěň ţăřăłšěřĺśšĺłĺ ŋşńĳ ćěłšőřŋőě ŕőďŕřőśšřăŋśšćő

EndS_n ( V^{⊗n} )_{def}

= { V^{⊗n F}−−→ V^{⊗n} | F σ = σF ∀ σ ∈S_n } ⊂ End ( V^{⊗n} ) , śőśšő£źěě ĺğ ćśěţ šěţ ńĺŋěľŋżţ őŕěřăšőřőć, łőšőřżě ŕěřěśšăŋőćőůŋż ś ďěľśšćĺěň śĺňňěšřĺůěśłőľ čřşŕŕż S_n, ńĺŋěľŋő ŕőřőęďăěšś£ őŕěřăšőřăňĺ ćĺďă F = f^{⊗n} ś f ∈End(V ).

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŕěřěŕĺÿěň End (V^{⊗n}) ć ćĺďě End ( V^{⊗n} ) ≃ V^{∗⊗n} ⊗ V^{⊗n} ≃ (V^∗ ⊗ V )^{⊗n} ≃ End(V )^{⊗n} .

3šěň, ć łőšőřőň śőňŋőęĺšěńĺ x_i śšő£š ć šăłőň ęě ŕőř£ďłě, łăł e_i

Ďěľśšćĺě śĺňňěšřĺůěśłőľ čřşŕŕż ŋă End (V^{⊗n}), ğăďăŋŋőě ŕřăćĺńőň F −→ σF σ^{−1}, ć šěřňĺŋăţ End(V )^{⊗n} ŕřěďśšăćń£ěš śőąőľ ć šőůŋőśšĺ ŕěřěśšăŋőćłş śőňŋőęĺšěńěľ ć řăğńőęĺňżţ šěŋğőřăţ. Őŕěřăšőřż, ĺŋćăřĺăŋšŋżě őšŋőśĺšěńĳŋő ¡šőčő ďěľśšćĺ£ { ¡šő ć šőůŋőśšĺ śĺňňěšřĺůěśłĺě šěŋğőřż Sym^n (End(V )) ⊂ End(V )^{⊗n}. Łăł ňż ćĺďěńĺ ć Šěőř.4.5.1, ŕřőśšřăŋśšćő śĺňňěšřĺůěśłĺţ šěŋğőřőć ńĺŋěľŋő ŕőřőęďăěšś£ ůĺśšżňĺ n-šżňĺ śšěŕěŋ£ňĺ F = f^{⊗n} ś f ∈End(V ). � 4.6. Śĺňňěšřĺğăűĺ£ ĺ śĺňňěšřĺůěśłőě ŕřőĺğćěďěŋĺě. Ńĺŋěľŋżľ őŕěřăšőř V^{⊗n symn}−−−−→ V^{⊗n} : t −→ 1 n! ∑ ff∈Sn σ(t) , (4-3)

ŋăğżćăěšś£ ŕőńŋőľ śĺňňěšřĺğăűĺěľ šěŋğőřőć. Őŋ šőęďěśšćěŋŋő ďěľśšćşěš ŋă ŕőďŕřőśšřăŋśšćě śĺňňěšřĺůěśłĺţ šěŋğőřăţ ĺ ŕěřěćőďĺš ŕřőĺğćőńĳŋżľ šěŋğőř ć śĺňňěšřĺůěśłĺľ. Šěň śăňżň, ¡šő ŕřőěłšőř V^{⊗n} ŋă Sym^n(V ). Ŕőďůěřłŋ-ěň, ůšő ŕřĺ char k > 0 ůĺśńő n! ňőęěš őłăğăšĳś£ ďěń£źĺňś£ ŋă ţăřăłšěřĺśšĺłş, ĺ ć ¡šőň śńşůăě śĺňňěšřĺğăűĺ£ ąşďěš ăŋŋşńĺřőćăšĳ

Sym^n(V )!

Ğăďăůă 1.36. Ďőłăęĺšě, ůšő łăŋőŋĺůěśłĺ ďćőľśšćěŋŋżň (ć śňżśńě ŕőńŋőľ ść-ěřšłĺ) őŕěřăšőřőň ł őŕěřăšőřş V^{⊗n symn}−−−−→ V^{⊗n} ąşďěš őŕěřăšőř V^{∗⊗n symn}−−−−→ V^{∗⊗n}.

Őŕřěďěńĺň śĺňňěšřĺůěśłőě ŕřőĺğćěďěŋĺě šěŋğőřőć t_1 ∈ Sym^n(V ) ĺ t_1 ∈ Sym^n(V ) ść£ğăŋő ś ĺţ šěŋğőřŋżň ŕřőĺğćěďěŋĺěň ťőřňşńőľ

t_1 · t_2^{def}= sym_{m+n}(t_1 ⊗ t_2) ∈ Sym^{m+n}(V ) (4-4)

Ğăďăůă 1.37. Łăł şśšřőěŋă ŕőńĺńĺŋěľŋă£ ťőřňă, řăćŋă£ śĺňňěšřĺůěśłőňş ŕřőĺğćěďěŋĺ¿ ďćşţ ďăŋŋżţ śĺňňěšřĺůěśłĺţ ŕőńĺńĺŋěľŋżţ ťőřň?

Ğăďăůă 1.38. Ďőłăęĺšě, ůšő őŕěřăšőř śĺňňěšřĺůěśłőčő şňŋőęěŋĺ£ ŋă ćěłšőř v:

Sym^{n−1}(V )^{sv}−−→ Sym^n(V )

łăŋőŋĺůěśłĺ ďćőľśšćěŋěŋ (ć śňżśńě ŕőńŋőľ ść-ěřšłĺ) őŕěřăšőřş ćŋşšřěŋŋěčő şňŋőęěŋĺ£

Sym^n(V^∗)^{iv}−−→ Sym^{n−1}(V^∗) .

(İšş ğăďăůş ŕőşůĺšěńĳŋő śőŕőśšăćĺšĳ ś ŕřěďżďşźěľ Şšć.3.3 ĺ ś Şšć.5.4.1 ŋĺęě.) Ğăďăůă 1.39. Ďőłăęĺšě, ůšő śĺňňěšřĺůěśłĺě şňŋőęěŋĺ£ ŋă ćěłšőřż łőňňşšăšĺćŋż ĺ ăśśőűĺăšĺćŋż: s_vs_w = s_ws_v ĺ s_u(s_vs_w) = (s_us_v)s_w forall u, v, w ∈ V .

Ğăďăůă 1.40. Ŕřőćěřĳšě, ůšő śĺňňěšřĺůěśłőě ŕřőĺğćěďěŋĺě ν_1 ąăğĺśŋżţ ćěłšőřőć e_1, ν_2 ąăğĺśŋżţ ćěłšőřőć e_2, . . ., ν_d ąăğĺśŋżţ ćěłšőřőć e_d řăćŋő ν_1! ν_2! · · · ν_d! n! e^{[]} ĺ ůšő e^{[]} ŕěřěňŋőęă¿šś£ ŕő ŕřăćĺńăň: e^{[—]} · e^{[]} =^{Cνμ+ν}_Cj_νj jμj+jνj e^{[—+]} , čďě

μ + ν = (μ_1, μ_2, . . ., μ_d) + (ν_1, ν_2, . . ., ν_d) = ( (μ_1 + ν_1) , (μ_2 + ν_2) , . . . (μ_d + ν_d) ) ,

ă C_{—+} = C^1_{—1+1} C^2_{—2+2} , · · · C^d_{—d+d} .

4.7. Ăńčěąřă śĺňňěšřĺůěśłĺţ šěŋğőřőć. Ąěśłőŋěůŋőňěřŋőě ćěłšőřŋőě ŕřőśšřăŋśšćő^4

Sym(V^∗)^{def}= ⨁ n¿0 Sym^n(V^∗)

ćňěśšě ś őŕĺśăŋŋżň ćżÿě śĺňňěšřĺůěśłĺň ŕřőĺğćěďěŋĺěň šěŋğőřőć ŋăğżćăěšś£ ăńčěąřőľ śĺňňěšřĺůěśłĺţ šěŋğőřőć. Śőčńăśŋő ŕřěďżďşźĺň ğăďăůăň, ĺğőňőřťĺğňż őčřăŋĺůěŋĺ£ ŋă ďĺăčőŋăńĳ Sym^n(V^∗)^{resΔ}−−−→ Pol^n łăŋőŋĺůěśłĺ őšőęďěśšćń£¿š ě-ě ś ăńčěąřőľ Pol(V ) = ⨁ n¿0 Pol^n(V )

ćśěţ ŕőńĺŋőňĺăńĳŋżţ ťşŋłűĺľ ŋă V , łőšőřă£, ć śćő¿ őůěřěďĳ, šăćšőńőčĺůěśłĺ ĺğőňőřťŋă ăńčěąřě ňŋőčőůńěŋőć k[x_1, . . . , x_d] őš łőőřďĺŋăš (ć ŕřőĺğćőńĳŋőň ąăğĺśě).

x5. Łőśőśĺňňěšřĺůěśłĺě šěŋğőřż

Ćś¿ďş ć ¡šőň ŕăřăčřăťě ňż, łăł ĺ ć ŕřěďżďşźěň, śůĺšăěň, ůšő ţăřăłšěřĺśšĺłă őśŋőćŋőčő ŕőń£ k řăćŋă ŋşń¿.

5.1. Łőśőśĺňňěšřĺůěśłĺě šěŋğőřż ĺ łőśőśĺňňěšřĺůŋżě ŕőńĺńĺŋěľŋżě őšőąřăęěŋĺ£. Šěŋğőř t ∈ V^{⊗n} ŋăğżćăěšś£ łőśőśĺňňěšřĺůěśłĺň, ěśńĺ σ(t) = sgn(σ) · ∀σ ∈ Sn őšŋőśĺšěńĳŋő ěśšěśšćěŋŋőčő ďěľśšćĺ£ S_n ŋă V^{⊗n}, őŕĺśăŋŋőčő ć n^o 3.4. Ăŋăńőčĺůŋő ŕőńĺńĺŋěľŋőě őšőąřăęěŋĺě V_1 × V_2 × · · · × V_n^’−−→ W ŋăğżćăěšś£ łőśőśĺňňěšřĺůŋżň, ěśńĺ

φ(v_{ff(1)}, v_{ff(2)}, . . . , v_{ff(n)}) = sgn(σ) φ(v_1, v_2, . . . , v_n) ∀σ ∈S_n

Ğăďăůă 1.41. Ďőłăęĺšě, ůšő łőśőśĺňňěšřĺůŋőśšĳ ŕőńĺńĺŋěľŋőčő őšőąřăęěŋĺ£ φ (ŋăď ŕőńěň ń¿ąőľ ţăřăłšěřĺśšĺłĺ) řăćŋőśĺńĳŋă šőňş, ůšő ğŋăůěŋĺě φ(v_1, v_2, . . ., v_n) ňěŋ£ěš ğŋăł ŕřĺ ŕěřěśšăŋőćłě

ă) ń¿ąőľ ŕăřż ăřčşňěŋšőć v_i ĺ v_j ą) ń¿ąőľ ŕăřż śőśěďŋĺţ ăřčşňěŋšőć v_i ă ŋăď ŕőńěň ţăřăłšěřĺśšĺłĺ ŋşńĳ | šăłęě ĺ šőňş, ůšő φ(v_1, v_2, . . ., v_n) = 0, łőčďă śřěďĺ ăřčşňěŋšőć ěśšĳ őďĺŋăłőćżě. Şąěďĺšěśĳ šăłęě, ůšő ¡šĺ şśńőćĺ£ ďőśšăšőůŋő ŕřőćěř£šĳ šőńĳłő ŋă ąăğĺśŋżţ ćěłšőřăţ.

Ğăďăůă 1.42. Şąěďĺšěśĳ, ůšő ń¿ąă£ łőňŕőğĺűĺ£ f ∘φ, čďě f { ńĺŋěľŋżľ őŕěřăšőř, ă φ { ŕőńĺńĺŋěľŋőě łőśőśĺňňěšřĺůŋőě őšőąřăęěŋĺě, £ćń£ěšś£ ŕőńĺńĺŋěľŋżň łőśőśĺňňěšřĺůŋżň őšőąřăęěŋĺěň.

Łőśőśĺňňěšřĺůěśłĺě šěŋğőřż ć V^{⊗n} śőśšăćń£¿š ŕőďŕřőśšřăŋśšćő, ŋăğżćăěňőě ŕřőśšřăŋśšćőň śĺňňěšřĺůěśłĺţ šěŋğőřőć śšěŕěŋĺ n ŋăď V . Ŕőńŋă£ ść-ěřšłă őšőęďěśšćń£ěš ěčő ś ŕřőśšřăŋśšćőň łőśőśĺňňěšřĺůŋżţ n-ńĺŋěľŋżţ ťőřň ŋă V^∗ × V^∗ × · · · × V^∗ −→ k. Ňż ŋě ďěńăěň řăğŋĺűż ňěęďş ¡šĺňĺ ŕřőśšřăŋśšćăňĺ ĺ őąőğŋăůăěň ĺţ őďĺŋăłőćő: Alt^n(V ).

Ğăďăůă 1.43. Ŕőśšřőľšě łăŋőŋĺůěśłĺľ ĺğőňőřťĺğň ňěęďş ŕřőśšřăŋśšćőň ŕőńĺńĺŋěľŋżţ łőśőśĺňňěšřĺůŋżţ őšőąřăęěŋĺľ ĺğ V × V × · · · × V ć W ĺ Alt^n(V^∗) ⊗ W .

Ć řăğńőęěŋĺě łőśőśĺňňěšřĺůěśłőčő šěŋğőřă t ŕő śšăŋďăřšŋżň ąăğĺśŋżň šěŋğőřăň e_{i1} ⊗ e_{i2} ⊗ · · · ⊗ e_{in} ∈ V^{⊗n} ŋě ňőčşš ćţőďĺšĳ ŕřőĺğćěďěŋĺ£, śőďěřęăźĺě ţőšĳ őďŋş ŕăřş őďĺŋăłőćżţ

4ňż ŕőńăčăěň ŋĺęě Sym^0(V )^{def}= k

§5: Łőśőśĺňňěšřĺůěśłĺě šěŋğőřż 15

śőňŋőęĺšěńěľ, ŕőśłőńĳłş ń¿ąőě šăłőě ŕřőĺğćěďěŋĺě ĺŋćăřĺăŋšŋő őšŋőśĺšěńĳŋő ĺţ šřăŋśŕőğĺűĺĺ σ, ůšő ĺśłń¿ůăěš ćőğňőęŋőśšĳ řăćěŋśšćă t = −σ(t). Ć ůăśšŋőśšĺ, łőśőśĺňňěšřĺůŋżţ šěŋğőřőć śšěŕěŋĺ n > d = dim V ŋě śşźěśšćşěš ćőőąźě.

5.2. Śšăŋďăřšŋżľ ąăğĺś łőśőśĺňňěšřĺůěśłĺţ šěŋğőřőć. Ŕşśšĳ ć V ćżąřăŋ ąăğĺś

{e_1, e_2, . . . , e_d}. Ďń£ ŕřőĺğćőńĳŋőčő ŋăąőřă śšřőčő ćőğřăśšă¿źĺţ ŋăšşřăńĳŋżţ ůĺśěń I = {i_1, i_2, . . . , i_n} ⊂ {1, 2, . . . , d} őąőğŋăůĺň e_{[I]} ăńĳšěřŋĺřőćăŋŋş¿ śşňňş

e_{[I]}^{def}= ∑ ff∈Sn sgn(σ) · e_{iσ(1)} ⊗ e_{iσ(2)} ⊗ · · · ⊗ e_{iσ(n)} .

Ğăďăůă 1.44. Śłőńĳłő śńăčăěňżţ ąşďěš ć ¡šőľ śşňňě?

Ğăďăůă 1.45. Şąěďĺšěśĳ, ůšő šěŋğőřż e_{[I]} ś #I = n śőśšăćń£¿š ąăğĺś ć Alt^n(V ). Šăłĺň őąřăğőň, dim Alt^n(V ) = C^ć_d (š. ě. łőńĺůěśšćş řăğńĺůŋżţ n-¡ńěňěŋšŋżţ ŕőďňŋőęěśšć ć d-¡ńěňěŋšŋőň ňŋőęěśšćě). Ć ůăśšŋőśšĺ, Alt^n(V ) = 0 ŕřĺ n > d.

Ğăďăůă 1.46. Ŕőśšřőľšě ěśšěśšćěŋŋżľ ĺğőňőřťĺğň^n ⨁ ¸=0 Alt^¸(U) ⊗ Alt^{n−¸}(V )^∼−−→ Alt^n(U ⊕ V ).

Ğăďăůă 1.47. Ďőłăęĺšě, ůšő ěśńĺ ąăğĺśż {e_i} ĺ {e^′_i} ć V ść£ğăŋż ŕőśřěďśšćőň ňăšřĺűż ŕěřěţőďă (a_{ij}, šő ¡ńěňěŋšż A_{IJ} ňăšřĺűż ŕěřěţőďă ňěęďş ąăğĺśăňĺ {e^′_{[I]}} ĺ {e_{[J]}} ć Alt^n(V ) ąşďşš IJ-ňĺŋőřăňĺ ňăšřĺűż (a_{ij}.

5.3. Łőśőśĺňňěšřĺůěśłă£ ďćőľśšćěŋŋőśšĳ. Ćżůĺśńĺň łăł ďěľśšćşěš ŕőńŋă£ ść-ěřšłş ňěęďş V^{⊗n} ĺ V^{∗⊗n} ŋă śšăŋďăřšŋżě ąăğĺśż e_{[I]} ĺ x_{[I]} ĺğ n^o 5.2, ăśśőűĺĺřőćăŋŋżě ś ŕăřőľ ďćőľśšćěŋŋżţ ąăğĺśőć {e_1, e_2, . . . , e_d} ⊂ V ĺ {x_1, x_2, . . . , x_d} ⊂ V^∗. Ŕřĺ I ≠ J łăęďőě śńăčăěňőě šěŋğőřă e_{[I]} ăŋŋşńĺřşěš ń¿ąőě śńăčăěňőě e_{[J]}, ă ŕřĺ I = J łăęďőě ĺğ n! śńăčăěňżţ e_{[I]} ĺňěěš ěďĺŋĺůŋş¿ ść-ěřšłş ś šěň śńăčăěňżň ĺğ x_{[I]}, ć łőšőřőň śőňŋőęĺšěńĺ x_i śšő£š ć šăłőň ęě ŕőř£ďłě, łăł ĺ e_i, ĺ ŋşńěćş¿ śő ćśěňĺ ŕřőůĺňĺ. Ć řěğşńĳšăšě ⟨ e_{[I]} , x_{[J]} ⟩ = n! δ_{IJ} .

5.3.1. Śńěďśšćĺě. Ŕőńŋă£ ść-ěřšłă ňěęďş V^{⊗n} ĺ V^{∗⊗n} ĺŋďşűĺřşěš łăŋőŋĺůěśłş¿ ďćőľśšćěŋŋőśšĳ ňěęďş Alt^n(V ) ĺ Alt^n(V^∗). Ŕřĺ ¡šőň ďćőľśšćěŋŋżň ł ąăğĺśş {e_{[I]}} ⊂ Alt^n(V ) ąşďěš

ąăğĺś { 1 n! x_{[I]} } ⊂ Alt^n(V^∗). �

5.4. Ăńĳšěřŋĺřőćăŋĺě ĺ ŕřőĺğćěďěŋĺ£. Őŕřěďěńĺň ńĺŋěľŋżľ őŕěřăšőř ŕőńŋőčő ăńĳšěř-

ŋĺřőćăŋĺ£ šěŋğőřőć ťőřňşńőľ V^{⊗n altn}−−−→ V^{⊗n} : t −→ 1 n! ∑ ff∈Sn sgn(σ) · σ(t) , (5-5)

Ğăďăůă 1.48. Şąěďĺšěśĳ, ůšő alt_n £ćń£ěšś£ ŕřőěłšőřőň V^{⊗n} ŋă Alt^n(V ) (š. ě.šőęďěśšćěŋŋő ďěľśšćşěš ŋă ŕőďŕřőśšřăŋśšćě łőśőśĺňňěšřĺůŋżţ šěŋğőřőć ĺ ŕěřěćőďĺš ŕřőĺğćőńĳŋżľ šěŋğőř ć łőśőśĺňňěšřĺůěśłĺľ).

Ğăďăůă 1.49. Ďőłăęĺšě, ůšő łăŋőŋĺůěśłĺ ďćőľśšćěŋŋżň (ć śňżśńě ŕőńŋőľ ść-ěřšłĺ) őŕěřăšőřőň ł őŕěřăšőřş V^{⊗n altn}−−−→ V^{⊗n} ąşďěš őŕěřăšőř V^{∗⊗n altn}−−−→ V^{∗⊗n}.

16 Ńěłűĺ£ 1: Šěŋğőřż

Őŕřěďěńĺň ćŋěÿŋěě ŕřőĺğćěďěŋĺě łőśőśĺňňěšřĺůěśłĺţ šěŋğőřőć t_1 ∈ Alt^n(V ) ĺ t_1 ∈ Alt^m(V ) ťőřňşńőľ

t_1 ∧ t_2^{def}= alt_{m+n}(t_1 ⊗ t_2) ∈ Alt^{m+n}(V ) (5-6)

Ğăďăůă 1.50. Łăł şśšřőěŋă łőśőśĺňňěšřĺůěśłă£ ŕőńĺńĺŋěľŋă£ ťőřňă, řăćŋă£ ćŋěÿŋěňş ŕřőĺğćěďěŋĺ¿ ďćşţ ďăŋŋżţ łőśőśĺňňěšřĺůěśłĺţ ŕőńĺńĺŋěľŋżţ ťőřň?

Ŋăłőŋěű, őšňěšĺň, ůšő ćŋşšřěŋŋěě ŕřőĺğćěďěŋĺě V^{∗⊗n iv}−−→ V^{∗⊗(n−1)} ŕěřěćőďĺš łőśőśĺňňěšřĺůěśłĺě šěŋğőřż ć łőśőśĺňňěšřĺůěśłĺě, ĺąő ŕřĺ ťĺłśăűĺĺ ŕěřćőčő ăřčşňěŋšă ŕőńĺńĺŋěľŋă£ łőśőśĺňňěšřĺůŋă£ ťőřňă ŕřőďőńęăěš šăłőćőľ őśšăćăšĳś£.

Ğăďăůă 1.51. Ŕőćěřĳšě, ůšő i_v ∘ i_w = −i_w ∘ i_v.

5.4.1. Şšćěřęďěŋĺě. Ŕşśšĳ ξ ∈ V^∗ | ťĺłśĺřőćăŋŋżľ łőćěłšőř. Őŕěřăšőřż

Alt^n(V )^{iξ}−−→ Alt^{n−1}(V ) ĺ Alt^{n−1}(V^∗)^{–ξ}−−→ Alt^n(V^∗) ćŋşšřěŋŋěčő ĺ ńěćőčő ćŋěÿŋěčő şňŋőęěŋĺ£ ŋă ξ ďćőľśšćěŋŋż ďřşč ďřşčş ć śňżśńě Śń.5.3.1 Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŕőśłőńĳłş ďćőľśšćěŋŋżň ł ćŋşšřěŋŋěňş şňŋőęěŋĺ¿ ŋă ξ őŕěřăšőřőň ĺğ

V^{∗⊗(n−1)} ć V^{∗⊗n} £ćń£ěšś£ śőčńăśŋő Şšć.3.3 őŕěřăšőř μ ńěćőčő šěŋğőřŋőčő şňŋőęěŋĺ£ ŋă ξ, ŋăţőďĺň λ^∗ = (alt_n∘μ)^∗ = μ^∗ ∘alt^∗_n = i∘alt_n = i. � Ğăďăůă 1.52. Ŕřőćěřĳšě, ůšő ćŋěÿŋĺě ŕřőĺğćěďěŋĺ£ ŋă ćěłšőřż ăŋšĺłőňňşšĺřş¿š λ_v∘λ_w = −λ_w∘λ_v ĺ ćżćěďĺšě ĺğ ¡šőčő, ůšő ďń£ ń¿ążţ t_1 ∈Alt^n(V ) ĺ t_1 ∈Alt^m(V )

t_1 ∧ t_2 = (−1)^{mn}t_2 ∧ t_1

(¡šő śćőľśšćő őďŋő ćřěň£ ążńő ňőďŋő ŋăğżćăšĳ śşŕěřłőňňşšăšĺćŋőśšĳ¿.

Ğăďăůă 1.53. Ŕřőćěřĳšě, ůšő e_{i1} ∧ e_{i2} ∧ · · · ∧ e_{in} = 1 n! e_{{i1;i2;:::;in}} ŕřĺ i_1 < i_2 < · · · < i_n ĺ ŋăŕĺÿĺšě šăąńĺűş şňŋőęěŋĺ£ ąăğĺśŋżţ łőśőśĺňňěšřĺůŋżţ šěŋğőřőć. Ğăďăůă 1.54. Ďőłăęĺšě, ůšő ďńĺŋŋżě ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ ńĺŋěľŋżţ őŕěřăšőřőć 0 −→ Alt^n(V^∗)^{iv}−−→ Alt^{n−1}(V^∗)^{iv}−−→ · · ·^{iv}−−→ Alt^2(V^∗)^{iv}−−→ Alt^1(V^∗)^{iv}−−→ Alt^0(V^∗) −→ 0

0 −→ Alt^0(V )^{v∧·}−−−→ Alt^1(V )^{v∧·}−−−→ Alt^2(V )^{v∧·}−−−→ · · ·^{v∧·}−−−→ Alt^{n−1}(V )^{v∧·}−−−→ Alt^n(V ) −→ 0 šőůŋż (š. ě. őąřăğ łăęďőľ śšřěńłĺ śőćŕăďăěš ś £ďřőň śńěďş¿źěľ).

5.4.2. Ăńčěąřă łőśőśĺňňěšřĺůěśłĺţ šěŋğőřőć. Łăł ĺ ć śĺňňěšřĺůŋőň śńşůăě, ąěř£ ŕř£ňş¿ śşňňş Alt(V )^{def}=^d ⨁ n=0 Alt^n(V (čďě őŕ£šĳ ŕőď Alt^0(V ) ŕőŋĺňăěšś£ őśŋőćŋőě ŕőńě k) ňż

ŕőńşůĺň ăśśőűĺăšĺćŋş¿, ŋő ŋă ¡šőš řăğ śşŕěřłőňňşšăšĺćŋş¿ ĺ łőŋěůŋőňěřŋş¿ k-ăńčěąřş. İšă ăńčěąřă ŋăğżćăěšś£ ăńčěąřőľ łőśőśĺňňěšřĺůěśłĺţ šěŋğőřőć ŕřőśšřăŋśšćă V ).

5.4.3. Ťőřňă őąž-ěňă. Ŕřőśšřăŋśšćő łőśőśĺňňěšřĺůěśłĺţ ťőřň ňăłśĺňăńĳŋő ćőğňőęŋőľ śšěŕěŋĺ Alt^d(V^∗) őďŋőňěřŋő, ĺ ćżąőř ąăğĺśă {e_1, e_2, . . . , e_d} ć V ĺŋďşűĺřşěš śšăŋďăřšŋş¿ ąăğĺśŋş¿ ťőřňş ω_e = x_1 ∧ x_2 ∧ · · · ∧ x_d ć ¡šőň ŕřőśšřăŋśšćě. İšă ťőřňă ŋăğżćăěšś£ ťőřňőľ őřĺěŋšĺřőćăŋŋőčő őąž-ěňă, ăśśőűĺĺřőćăŋŋőľ ś ąăğĺśőň e.

Ğăďăůă 1.55. Şąěďĺšěśĳ, ůšő ŕřĺ ćżąőřě ďřşčőčő ąăğĺśă ć V ťőřňă őąž-ěňă ďěńĺšś£ ŋă őŕřěďěńĺšěńĳ ňăšřĺűż ŕěřěţőďă.

Šăłĺň őąřăğőň čřşŕŕă ćśěţ ğăňěŋ ąăğĺśőć ć V , ŋě ĺğňěŋ£¿źĺţ ťőřňş őąž-ěňă, | ¡šő śŕěűĺăńĳŋă£ ńĺŋěľŋă£ čřşŕŕă SL_d ňăšřĺű ś őŕřěďěńĺšěńěň 1.