Ńěłűĺ£ 2 Śĺňňěšřĺůěśłă£ ĺ ćŋěÿŋ££ ăńčěąřż

▷Śĺňňěšřĺůěśłă£ ăńčěąřă, ăńčěąřă ňŋőčőůńěŋőć ĺ ăńčěąřă śĺňňěšřĺůěśłĺţ šěŋğőřőć ▷Śĺňňěšřĺůěśłĺě śšěŕěŋĺ ńĺŋěľŋőčő őŕěřăšőřă ▷Ćŋěÿŋ££ ăńčěąřă, čřăśśňăŋőćż ňŋőčőůńěŋż ĺ łőśőśĺňňěšřĺůěśłĺě šěŋğőřż ▷Śőőšŋőÿěŋĺ£ Ńăŕńăśă ▷Ćŋěÿŋĺě śšěŕěŋĺ ńĺŋěľŋőčő őŕěřăšőřă ▷Řăğńőęĺňżě ŕőńĺćěłšőřż ĺ śőőšŋőÿěŋĺ£ Ŕń¿łłěřă ▷Łőňŕńěłśż ĎěŘăňă ĺ Łőÿşń£

x1. Śĺňňěšřĺůěśłă£ ăńčěąřă ćěłšőřŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă

Ć ¡šőň ŕăřăčřăťě ňż ďăďĺň őśŋőćăŋŋőě ŋă ĺśŕőńĳğőćăŋĺĺ šěŋğőřŋőľ ăńčěąřż T (V^∗) ÀąěśłőőřďĺŋăšŋőěÁ őŕřěďěńěŋĺě ăńčěąřż ŕőńĺŋőňĺăńĳŋżţ ťşŋłűĺľ ŋă ďăŋŋőň ćěłšőřŋőň ŕřőśšřăŋśšćě V ŋăď ń¿ążň ŕőńěň.

1.1. Śĺňňěšřĺğş¿źĺě śőőšŋőÿěŋĺ£. Őąőğŋăůĺň ůěřěğ S ⊂ T (V ) ďćşśšőřőŋŋĺľ ĺďěăń,

ŕőřőęď-ěŋŋżľ ŕőďŕřőśšřăŋśšćőň S_2 ⊂ V ⊗ V ⊂ T (V ), łőšőřőě ŕő őŕřěďěńěŋĺ¿ ŕřěďśšăćń£ěš śőąőľ ńĺŋěľŋş¿ őąőńőůłş ćśěćőğňőęŋżţ šěŋğőřőć ćĺďă

v_1 ⊗ v_2 − v_2 ⊗ v_1 , v_1, v_2 ∈ V .

Łăł ćěłšőřŋőě ŕřőśšřăŋśšćő ĺďěăń S £ćń£ěšś£ ŕř£ňőľ śşňňőľ śćőĺţ őďŋőřőďŋżţ łőňŕőŋěŋš

S_n^{def}= S ∩ V^{⊗n} ⊂ V^{⊗n} .

Ŕőďŕřőśšřăŋśšćő S_n ńĺŋěľŋő ŕőřőęďăěšś£ ćśěćőğňőęŋżňĺ šěŋğőřăňĺ ćĺďă · · · ⊗ v_{i−1} ⊗ v_i ⊗ v_{i+1} ⊗ v_{i+2} ⊗ · · · − · · · ⊗ v_{i−1} ⊗ v_{i+1} ⊗ v_i ⊗ v_{i+2} ⊗ · · · = = · · · ⊗ v_{i−1} ⊗ (v_i ⊗ v_j −⊗v_j ⊗ v_i) ⊗ v_{i+2} ⊗ · · · (1-1) (śőőšćěšśšćěŋŋżě śőňŋőęĺšěńĺ, őąőğŋăůěŋŋżě ňŋőčőšőůĺ£ňĺ, őďĺŋăłőćż ćő ćśěţ šř-ěţ ŕřőĺğćěďěŋĺ£ţ).

Ğăďăůă 2.1. Ďőłăęĺšě, ůšő ć S_n śőďěřęăšś£ ćśě šěŋğőřż ćĺďă t − σ(t) , čďě t∈V^{⊗n} , σ ∈S_n , 1.2. Őŕřěďěńěŋĺě. Ťăłšőř-ăńčěąřă S(V )^{def}= T (V )/S =^⨁_n ¿0 ( V^{⊗n}/S_n ) ŋăğżćăěšś£ śĺňňěšřĺ-

ůěśłőľ ăńčěąřőľ ŕřőśšřăŋśšćă V , ă ě-ě őďŋőřőďŋżě łőňŕőŋěŋšż S^nV = V^{⊗n}/S_n ŋăğżćă¿šś£ śĺňňěšřĺůěśłĺňĺ śšěŕěŋ£ňĺ ŕřőśšřăŋśšćă V . 17

1.2.1. Śćőľśšćă şňŋőęěŋĺ£. Şňŋőęěŋĺě ć śĺňňěšřĺůěśłőľ ăńčěąřě ŕő ŕőśšřőěŋĺ¿

łőňňşšăšĺćŋő. Őŋő őąőğŋăůăěšś£ šőůłőľ (ĺńĺ ŋĺłăł ŋě őąőğŋăůăěšś£). Ŕřőĺğćěďěŋĺ£ ćĺďă v^{m1}_1 v^{m2}_2 · · · v^{md}_d , š. ě. řěğşńĳšăšż ŕřĺćěďěŋĺ£ ŕő ňőďşń¿ S řăğńőęĺňżţ šěŋğőřőć, ŕřěďśšăćń£- ¿źĺţ śőąőľ šěŋğőřŋőě ŕřőĺğćěďěŋĺě m_1 ćěłšőřőć v_1, m_2 ćěłšőřőć v_2, . . . , m_d ćěłšőřőć v_d (ćś-ě řăćŋő ć łăłőň ŕőř£ďłě) ńĺŋěľŋő ŕőřőęďă¿š n-šş¿ śĺňňěšřĺůěśłş¿ śšěŕěŋĳ S^nV

1.3. Şŋĺćěřśăńĳŋőśšĳ śĺňňěšřĺůěśłĺţ śšěŕěŋěľ. Őšőąřăęěŋĺě V × V × · · · × V^{sn}−−→ S^n (v_1, v_2, . . . , v_n)^{sn}−→ v_1 · v_2 · · · · · v_n ŕőńĺńĺŋěľŋő, śĺňňěšřĺůŋő ĺ şŋĺćěřśăńĳŋő ć śńěďş¿źěň śňżśńě.

1.3.1. Ńěňňă. Ďń£ ń¿ąőčő ŕřőśšřăŋśšćă W őšőąřăęěŋĺě Hom(S^nV, W )^∼−−→ Sym^n(V^∗)⊗W , ŕěřěćőď£źěě ńĺŋěľŋżľ őŕěřăšőř S^nV^f−−→ W ć łőňŕőğĺűĺ¿ V × V × · · · × V^{f ∘sn}−−−−→ W , şśšăŋăćńĺćăěš łăŋőŋĺůěśłĺľ ĺğőňőřťĺğň ŕřőśšřăŋśšćă ńĺŋěľŋżţ őŕěřăšőřőć ĺğ S^nV ć W ś ŕřőśšřăŋśšćőň ŕőńĺńĺŋěľŋżţ śĺňňěšřĺůŋżţ őšőąřăęěŋĺľ V_1 × V_2 × · · · × V_n −→ W . Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ń¿ąőě ŕőńĺńĺŋěľŋőě őšőąřăęěŋĺě V × V × · · · × V^φ−−→ W ěďĺŋśšćěŋŋżň

őąřăğőň ŕřőŕşśłăěšś£ ůěřěğ n-šş¿ šěŋğőřŋş¿ śšěŕěŋĳ: V^{⊗n}

V × V × · · · × V sn^{τn} - - V^{⊗n}/S_n sn -

W

eφ ?œ_{..................} φ φ -

Śĺňňěšřĺůŋőśšĳ φ řăćŋőśĺńĳŋă šőňş, ůšő ćśě šěŋğőřż ćĺďă (1-1) ńěęăš ć £ďřě ~φ, ĺąő ~φ( · · · ⊗ v_i ⊗ v_j ⊗ · · · − · · · ⊗ v_j ⊗ v_i ⊗ · · · ) = ~φ( · · · ⊗ v_i ⊗ v_j ⊗ · · · ) − ~φ( · · · ⊗ v_i ⊗ v_j ⊗ · · · ) = = φ( . . . , v_i, v_j , · · · ) − φ( . . . , v_j , v_i, · · · ) = 0 , ŕő¡šőňş ńĺŋěľŋżľ őŕěřăšőř ~φ ŕřőŕşśłăěšś£ ůěřěğ ťăłšőřĺğăűĺ¿ ŕő S_n, š. ě. ~φ = f ∘s_n ďń£ ŋěłőšőřőčő ńĺŋěľŋőčő őŕěřăšőřă f. Ěďĺŋśšćěŋŋőśšĳ φ ćżšěłăěš ĺğ šőčő, ůšő V^{⊗n}/S_n ŕőřőęďăěšś£ őąřăğăňĺ řăğńőęĺňżţ šěŋğőřőć t = v_1 ⊗ v_2 ⊗ · · · ⊗ v_n, ă ĺţ φ őą£ğăŋ ŕěřěćőďĺšĳ ć φ(v_1, v_2, . . . , v_n). � Ğăďăůă 2.2. Ďőłăęĺšě, ůšő śĺňňěšřĺůěśłă£ śšěŕěŋĳ S^nV őŕřěďěń£ěšś£ şśńőćĺ£ňĺ ńěňňż őďŋőğŋăůŋő ś šőůŋőśšĳ¿ ďő ěďĺŋśšćěŋŋőčő ĺğőňőřťĺğňă. ŕěřěśšăŋőćőůŋőčő ś s_n.

1.4. Ąăğĺś śĺňňěšřĺůěśłőľ ăńčěąřż. Ŕşśšĳ ćěłšőřż e1, e2, . . . , ed śőśšăćń£¿š ąăğĺś

ć ŕřőśšřăŋśšćě V . Řăśśňőšřĺň ŕřőśšřăŋśšćő W őďŋőřőďŋżţ ňŋőčőůńěŋőć śšěŕěŋĺ n őš d ŕěřěňěŋŋżţ ξ_1, ξ_2, . . . , ξ_d ĺ őšőąřăęěŋĺě V_1 ×V_2 × · · · ×V_n^φ−−→ W , ŕěřěćőď£źěě n-łş ćěłšőřőć v_i = ∑ α_{ij} e_j ć ŕřőĺğćěďěŋĺě n ńĺŋěľŋżţ ťőřň őš ξ: (v_1, v_2, . . . , v_n) −→ ∏ i ( ∑ j α_{ij} ξ_j ) ,

§1: Śĺňňěšřĺůěśłă£ ăńčěąřă ćěłšőřŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă 19

ŕőńşůěŋŋżţ ğăňěŋőľ ąăğĺśŋżţ ćěłšőřőć e_ν ŋă śőőšćěšśšćş¿źĺě ŕěřěňěŋŋżě ξ_ν . İšő őšőąřăęěŋĺě ŕőńĺńĺŋěľŋő ĺ śĺňňěšřĺůŋő, ă ğŋăůĺš, ŕřőŕşśłăěšś£ ůěřěğ S^nV . Śĺňňěšřĺůěśłĺě ŕřőĺğćěďěŋĺ£ ąăğĺśŋżţ ćěłšőřőć e^{m1}_1 e^{m2}_2 · · · e^{md}_d , ŕőřőęďă¿źĺě S^nV , ŕřĺ ¡šőň ąşďşš ŕěřěţőďĺšĳ ć (ńĺŋěľŋő ŋěğăćĺśĺňżě ŕő őŕřěďěńěŋĺ¿) ąăğĺśŋżě ňőŋőňż ξ^{m1}_1 ξ^{m2}_2 · · · ξ^{md}_d ∈ W . Šěň śăňżň, ŕřőĺğćěďěŋĺ£ e^{m1}_1 e^{m2}_2 · · · e^{md}_d

śőśšăćń£¿š ąăğĺś ć S^nV .

Ğăďăůă 2.3. Şąěďĺšěśĳ, ůšő ŕőśšřőěŋŋżě šőńĳłő ůšő őšőąřăęěŋĺ£ ć ďěľśšćĺšěńĳŋőśšĺ şśšăŋăćńĺćă¿š ĺğőňőřťĺğň ăńčěąř S(V )^∼−−→ k[e_1, . . ., e_d], ă ŋě šőńĳłő ćěłšőřŋżţ ŕřőśšřăŋśšć.

Ĺŋăůě čőćőř£, ŕőŋ£šĺě śĺňňěšřĺůěśłőľ ăńčěąřż ěśšĳ ŋě ůšő ĺŋőě łăł Àąěśłőőřďĺŋăšŋă£Á ćěřśĺ£ ŕőŋ£šĺ£ ăńčěąřż ňŋőčőůńěŋőć, ĺ ŕőśńěďŋ££ ŕőńşůăěšś£ ĺğ ŕěřćőľ śŕěűĺťĺłăűĺěľ ąăğĺśă ć ŕřőśšřăŋśšćě V .

1.5. Śĺňňěšřĺůěśłă£ ăńčěąřă ĺ ŕőńĺŋőňĺăńĳŋżě ťşŋłűĺĺ. Ćś£łĺľ ňŋőčőůńěŋ f(x) ∈

k[x_1, . . . , x_d] ğăďă-ěš ŕőńĺŋőňĺăńĳŋş¿ ťşŋłűĺ¿ ŋă ŕřőśšřăŋśšćě V . İšă ťşŋłűĺ£ śőŕőśšăćń£ěš ćěłšőřş v = ∑ α_ie_i ůĺśńő f(α) ∈ k. Ŋă ąěśłőőřďĺŋăšŋőň £ğżłě, ćś£łĺľ ¡ńěňěŋš φ ∈ S^n(V^∗) ğăďă-ěš ŋă V ťşŋłűĺ¿, śőŕőśšăćń£¿źş¿ ćěłšőřş v ∈ V ůĺśńő ĺğ k, řăćŋőě ŕőńŋőľ ść-ěřšłě v^{⊗n} ś ń¿ążň šěŋğőřőň t ∈ V^{∗⊗n}, łőšőřżľ śřăćŋĺň ś φ ŕő ňőďşń¿ S_n.

Ğăďăůă 2.4. Şąěďĺšěśĳ, ůšő řěğşńĳšăš ść-ěřšłĺ ŋě ğăćĺśĺš őš ćżąőřă šěŋğőřă t, ŕőďŋĺňă¿- źěčő φ ĺğ S^nV ć V^{⊗n}, ĺ ůšő ŕőńşůă¿źă£ś£ ťşŋłűĺ£ £ćń£ěšś£ ŕőńĺŋőňĺăńĳŋőľ.

Šăłőě śőŕőśšăćńěŋĺě ¡ńěňěŋšăň S(V^∗) ŕőńĺŋőňĺăńĳŋżţ ťşŋłűĺľ ŋă V £ćń£ěšś£, őůěćĺďŋő, ¡ŕĺňőřťĺğňőň ăńčěąřż S(V^∗) ŋă ăńčěąřş Pol(V ). İšőš ¡ŕĺňőřťĺğň ĺŋžěłšĺćěŋ šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă őśŋőćŋőě ŕőńě ąěśłőŋěůŋő.

Ğăďăůă 2.5. Ŕřĺćěďĺšě ŋăď łőŋěůŋżň ŕőńěň ŕřĺňěř ďćşţ řăğńĺůŋżţ śĺňňěšřĺůěśłĺţ šěŋğőřőć, ğăďă¿źĺţ őďĺŋăłőćżě ťşŋłűĺĺ ŋă V .

Ğăďăůă 2.6. Ďőłăęĺšě, ůšő ŋăď ąěśłőŋěůŋżň ŕőńěň ăńčěąřă S(V^∗) ĺğőňőřťŋă ăńčěąřě ŕőńĺŋőňĺăńĳŋżţ ťşŋłűĺľ ŋă V .

1.6. Ďćőľśšćěŋŋőśšĳ ňěęďş S^n(V) ĺ S^n(V^*). Őčřăŋĺůěŋĺě śĺňňěšřĺůŋżţ ŕőńĺńĺŋěľŋżţ

ťőřň ŋă ďĺăčőŋăńĳ Sym^n(V^∗)^{resΔ}−−−→ Pol^n(V ), ŕěřěćőď£źěě ťőřňş φ(v_1, v_2, . . . , v_n) ťşŋłűĺ¿ φ_Δ(v) = φ(v, v, . . . , v), ŕőśńě łăŋőŋĺůěśłĺţ őšőęďěśšćńěŋĺľ Sym^n(V^∗) ≃ (S^nV )^∗ (şŋĺćěřśăńĳŋőśšĳ śĺňňěšřĺůěśłőľ śšěŕěŋĺ) ĺ Pol^n(V ) ≃ S^n (V^∗) (śőŕőśšăćńěŋĺě ňŋőčőůńěŋş ŕőńĺŋőňĺăńĳŋőľ ťşŋłűĺĺ) ĺŋďşűĺřşěš őšőąřăęěŋĺě

(S^nV )^∗ −→ S^n (V^∗) ,

łőšőřőě, łăł ňż ćĺďěńĺ ć ŕřőÿńőľ ńěłűĺĺ, £ćń£ěšś£ ĺğőňőřťĺğňőň ŋăď ŕőńěň ţăřăłšěřĺśšĺłĺ ŋşńĳ. Šăłĺň őąřăğőň, ŕřĺ char k = 0 ňěęďş ŕřőśšřăŋśšćăňĺ S^n (V^∗) ś (S^nV ) ĺňěěšś£ łăŋőŋĺůěśłă£ ďćőľśšćěŋŋőśšĳ, śŕăřĺćă¿źă£ śšăŋďăřšŋżě ąăğĺśŋżě ňőŋőňż ŕő ťőřňşńě ⟨ e^{μ1}_1 e^{μ2}_2 · · · e^{μd}_d , x^{μ1}_1 x^{μ2}_2 · · · x^{μd}_d ⟩ = (μ_1 + μ_2 + · · · + μ_d)!

μ_1! μ_2! · · · μ_d! , ĺ ⟨ e^{[μ]} , x^{[ν]} ⟩ = 0 ŕřĺ [μ] ≠ [ν].

Ğăďăůă 2.7. Ŕőłăęĺšě, ůšő ŕřĺ char k =p|n őŕěřăšőř őčřăŋĺůěŋĺ£ n-ťőřňż ŋă ďĺăčőŋăńĳ ŋě £ćń£ěšś£ ŋĺ ňőŋőňőřťŋżň ŋĺ ¡ŕĺňőřťŋżň.

1.7. Śĺňňěšřĺůěśłă£ ăńčěąřă ĺ śĺňňěšřĺůěśłĺě šěŋğőřż. Ŋăď ŕőńěň ţăřăłšěřĺśšĺłĺ

ŋşńĳ őčřăŋĺůěŋĺě ŕřőěłűĺĺ V^{⊗n sn}−−→ S^nV ŋă ŕőďŕřőśšřăŋśšćő śĺňňěšřĺůěśłĺţ šěŋğőřőć Sym^n(V ) ⊂ T^n(V ) ŕěřěćőďĺš śšăŋďăřšŋżľ ąăğĺś e^{[ν]} ∈ Sym^n(V ) ć

sn(e^{[ν]}) =^{n!}_{ν1! ν2! · · · νd!} e^{ν1}_1 e^{ν2}_2 · · · e^{νd}_d

ĺ śńěďőćăšěńĳŋő, ĺŋďşűĺřşěš łăŋőŋĺůěśłĺľ ĺğőňőřťĺğň Sym^nV^∼−−→ S^nV . Ąőńěě šőčő, š. ł. őŕěřăšőř ŕőńŋőľ śĺňňěšřĺğăűĺĺ V^{⊗n symn}−−−−→ Sym^n(V ) : t −→ 1 n! ∑ σ∈Sn σ(t) , ŕěřěćőďĺš ćś£łĺľ šěŋğőř t ć šěŋğőř, łőšőřżľ śřăćŋĺň ś t ŕő ňőďşń¿ S_n, ŕőśłőńĳłş

t − sym_n(t) = 1 n! ∑ σ∈Sn ( t − σ(t) ) ∈ S_n , ĺňěěš ňěśšő łőňňşšăšĺćŋă£ ďĺăčřăňňă

V^{⊗n symn}-- Sym^n(V ) æ - V^{⊗n}

S^nV

   ?œœ_{sn}
sn --

Ğăďăůă 2.8. Şąěďĺšěśĳ, ůšő ś şů-ěšőň łăŋőŋĺůěśłőčő őšőęďěśšćńěŋĺ£ S^nV^∗ ≃ Pol^n(V ) (śőŕőśšăćńěŋĺě ňŋőčőůńěŋş ŕőńĺŋőňĺăńĳŋőľ ťşŋłűĺĺ) ŕřőěłűĺ£ Sym^n(V^∗)^{sn}−−→ S^nV^∗ ěśšĳ ŋě ůšő ĺŋőě łăł őčřăŋĺůěŋĺě ŕőńĺŋőňĺăńĳŋőľ ťőřňż ŋă ďĺăčőŋăńĳ.

Ğăďăůă 2.9. Şąěďĺšěśĳ, ůšő ŋăď ŕőńěň ţăřăłšěřĺśšĺłĺ ŋşńĳ ŕřőěłűĺ£ Sym(V )^{⊕sn}−−−−→ S(V ) £ćń£ěšś£ ĺğőňőřťĺğňőň ăńčěąř (ăńčěąřă śĺňňěšřĺůěśłĺţ šěŋğőřőć řăśśňăšřĺćăěšś£ ś őŕřěďěń-ěŋŋżň ŋă ŕřőÿńőľ ńěłűĺĺ śĺňňěšřĺůěśłĺň ŕřőĺğćěďěŋĺěň, řăćŋżň śĺňňěšřĺğăűĺĺ šěŋğőřŋőčő).

1.8. Śĺňňěšřĺůěśłĺě śšěŕěŋĺ ńĺŋěľŋőčő őŕěřăšőřă. Ŕőśłőńĳłş šěŋğőřŋă£ śšěŕěŋĳ f^{⊗n def}= f ⊗ f ⊗ · · · ⊗ f n ń¿ąőčő ńĺŋěľŋőčő őŕěřăšőřă V^f−−→ W ŕěřěćőďĺš ŕőďŕřőśšřăŋśšćő

śőőšŋőÿěŋĺľ S_n(V ) ⊂ V^{⊗n} ć ŕőďŕřőśšřăŋśšćő śőőšŋőÿěŋĺľ S_n(W ) ⊂ W^{⊗n}, łőřřěłšŋő őŕřěďěń-ěŋ ťăłšőř-őŕěřăšőř S^nV^{Sn(f )}−−−−→ S^n(W ), łőšőřżľ ŋăğżćăěšś£ n-šőľ śĺňňěšřĺůěśłőľ śšěŕěŋĳ¿ őŕěřăšőřă f.

Ğăďăůă 2.10. Ďőłăęĺšě, ůšő ćżřăęěŋĺ£ ďń£ Tr (~^k(f)) ůěřěğ łő¡ťťĺűĺěŋšż ţăřăłšěřĺśšĺůěśłőčő ňŋőčőůńěŋă őŕěřăšőřă f ŕřĺ k = 1, 2, 3 . . . ňőęŋő ćżůĺśń£šĳ ŕřĺ ŕőňőźĺ ŕřőĺğćőď£źěľ ťşŋłűĺĺ ∑ k¿0 Tr (~^k(f)) · z^k = 1 det(E − zf) . Şłăğăŋĺě: ąěğ őčřăŋĺůěŋĺ£ őąźŋőśšĺ ňőęŋő śůĺšăšĳ, ůšő őŕěřăšőř ďĺăčőŋăńĺğşěň ĺ ĺňěěš ŕőŕăřŋő

řăğŋżě śőąśšćěŋŋżě ůĺśńă (ŕőůěňş?)

x2. Ćŋěÿŋ££ ăńčěąřă ćěłšőřŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă

Ć ¡šőň ŕăřăčřăťě ňż ďăďĺň őŕřěďěńěŋĺě ăńčěąřż čřăścňăŋőćżţ ňŋőčőůńěŋőć őš ăŋšĺłőňňşšĺřş¿źĺţ ŕěřěňěŋŋżţ. Ćś¿ďş ć ¡šőň ŕăřăčřăťě ŕřěďŕőńăčăěšś£, ůšő char k ≠ 2.

2.1. Ăŋšĺśĺňňěšřĺğş¿źĺě śőőšŋőÿěŋĺ£. Őąőğŋăůĺň ůěřěğ A ⊂ T (V ) ďćşśšőřőŋŋĺľ

ĺďěăń, ŕőřőęď-ěŋŋżľ ŕőďŕřőśšřăŋśšćőň A_2 ⊂ V ⊗ V ⊂ T (V ), łőšőřőě, ŕő őŕřěďěńěŋĺ¿, ŕřěďśšăćń£ěš śőąőľ ńĺŋěľŋş¿ őąőńőůłş ćśěćőğňőęŋżţ šěŋğőřőć ćĺďă

v_1 ⊗ v_2 + v_2 ⊗ v_1 , v_1, v_2 ∈ V .

Łăł ćěłšőřŋőě ŕřőśšřăŋśšćő ĺďěăń S £ćń£ěšś£ ŕř£ňőľ śşňňőľ śćőĺţ őďŋőřőďŋżţ łőňŕőŋěŋš

A_n^{def}= A ∩ V^{⊗n} ⊂ V^{⊗n} .

Ŕőďŕřőśšřăŋśšćő A_n ńĺŋěľŋő ŕőřőęďăěšś£ ćśěćőğňőęŋżňĺ šěŋğőřăňĺ ćĺďă · · · ⊗ v_{i−1} ⊗ v_i ⊗ v_{i+1} ⊗ v_{i+2} ⊗ · · · + · · · ⊗ v_{i−1} ⊗ v_{i+1} ⊗ v_i ⊗ v_{i+2} ⊗ · · · = = · · · ⊗ v_{i−1} ⊗ (v_i ⊗ v_j +⊗v_j ⊗ v_i) ⊗ v_{i+2} ⊗ · · · (2-2)

(śőőšćěšśšćěŋŋżě śőňŋőęĺšěńĺ, őąőğŋăůěŋŋżě ňŋőčőšőůĺ£ňĺ, őďĺŋăłőćż ćő ćśěţ šř-ěţ ŕřőĺğćěďěŋĺ£ţ).

Ğăďăůă 2.11. Şąěďĺšěśĳ, ůšő ć A_n śőďěřęăšś£ ćśě šěŋğőřż ćĺďă t − sgn(σ) σ(t) , čďě t∈V^{⊗n} , σ ∈S_n , 2.2. Őŕřěďěńěŋĺě. Ťăłšőř-ăńčěąřă ~(V )^{def}= T (V )/A =^⨁_n ¿0 (V^{⊗n}/A_n) ŋăğżćăěšś£ ćŋěÿŋěľ ĺńĺ čřăśśňăŋőćőľ ăńčěąřőľ ŕřőśšřăŋśšćă V , ă ě-ě őďŋőřőďŋżě łőňŕőŋěŋšż ~^nV = V^{⊗n}/A_n ŋăğżćă¿šś£ ćŋěÿŋĺňĺ śšěŕěŋ£ňĺ ŕřőśšřăŋśšćă V .

2.3. Śćőľśšćă ćŋěÿŋěčő şňŋőęěŋĺ£. Şňŋőęěŋĺě ćő ćŋěÿŋěľ ăńčěąřě őąőğŋăůăěšś£ ğŋăů-

łőň ∧. Ćŋěÿŋ££ ăńčěąřă ńĺŋěľŋő ŕőřőęďăěšś£ ŕřőĺğćěďěŋĺ£ňĺ ćĺďă v_1 ∧ v_2 ∧ · · · ∧ v_k | őąřăğăňĺ řăğńőęĺňżţ šěŋğőřőć v_1 ⊗ v_2 ⊗ · · · ⊗ v_k. Ŕřĺ ŕěřěśšăŋőćłě ňěśšăňĺ ń¿ążţ ďćşţ śőňŋőęĺšěńěľ šăłőě ŕřőĺğćěďěŋĺě śňěŋĺš ğŋăł. Ć ůăśšŋőśšĺ, v_1 ∧ v_2 ∧ · · · ∧ v_k = 0, ěśńĺ śřěďĺ śőňŋőęĺšěńěľ v_i ćśšřěůă¿šś£ őďĺŋăłőćżě.

Ğăďăůă 2.12. Ďőłăęĺšě, ůšő ~^nV = 0 ŕřĺ n > d = dim V , ĺ ćżćěďĺšě őšś¿ďă, ůšő ćŋěÿŋ££ ăńčěąřă łőŋěůŋőňěřŋă.

Ŕřĺ ŕěřěśšăŋőćłě őďŋőřőďŋżţ śőňŋőęĺšěńěľ ω_1 ∈ ~^kV ĺ ω_2 ∈ ~^mV ğŋăł ŕřőĺğćěďěŋĺ£ ňěŋ£- ěšś£ ŕő ŕřăćĺńş ω_1 ∧ ω_2 = (−1)^{km}ω_2 ∧ ω_1 .

(ĺąő ďń£ ŕřěćřăźěŋĺ£ ńěćőľ ůăśšĺ ć ŕřăćş¿ ŕőšřěąşěšś£ mn šřăŋśŕőğĺűĺľ ńĺŋěľŋżţ śőňŋőęĺšěńěľ). İšő śćőľśšćő ŋăğżćă¿š śşŕěřłőňňşšăšĺćŋőśšĳ¿. Őšňěšĺň, ůšő őďŋőřőďŋżě ¡ńěňěŋšż ů-ěšŋőľ śšěŕěŋĺ ŕěřěśšăŋőćőůŋż śő ćśěňĺ ¡ńěňěŋšăňĺ ćŋěÿŋěľ ăńčěąřż ĺ śőśšăćń£¿š ć ŋěľ łőňňşšăšĺćŋżľ ĺďěăń.

Ğăďăůă 2.13. Ďőłăęĺšě, ůšő dim ~^dV = 1, čďě d = dim V .

Ğăďăůă 2.14. Őŕĺÿĺšě űěŋšř ćŋěÿŋěľ ăńčěąřż.

2.4. Şŋĺćěřśăńĳŋőśšĳ ćŋěÿŋĺţ śšěŕěŋěľ. Őšőąřăęěŋĺě V1 × V2 × · · · × Vn^{an}−−→ ~^nV

ğăďăŋŋőě ŕřăćĺńőň (v_1, v_2, . . . , v_n) −→ v_1 ∧ v_2 ∧ · · · ∧ v_n ŕőńĺńĺŋěľŋő, łőśőśĺňňěšřĺůŋő ĺ şŋĺćěřśăńĳŋő ć śńěďş¿źěň śňżśńě.

2.4.1. Ńěňňă. Ďń£ ń¿ąőčő ŕřőśšřăŋśšćă W őšőąřăęěŋĺě Hom(~^nV, W ) −→ Alt^n(V^∗) ⊗ W , ŕěřěćőď£źěě ńĺŋěľŋżľ őŕěřăšőř ~^nV^f−−→ W ć łőňŕőğĺűĺ¿ V × V × · · · × V^{f ∘sn}−−−−→ W , şśšăŋăćńĺćăěš łăŋőŋĺůěśłĺľ ĺğőňőřťĺğň ŕřőśšřăŋśšćă ńĺŋěľŋżţ őŕěřăšőřőć ĺğ ~^nV ć W ś ŕřőśšřăŋśšćőň ŕőńĺńĺŋěľŋżţ łőśőśĺňňěšřĺůŋżţ őšőąřăęěŋĺľ V_1 × V_2 × · · · × V_n −→ W . �

Ğăďăůă 2.15. Ďőłăęĺšě, ńěňňş ĺ ŕřőćěřĳšě, ůšő ćŋěÿŋ££ śšěŕěŋĳ ~^nV őŕřěďěń£ěšś£ ě-ě şśńőćĺ£ňĺ őďŋőğŋăůŋő ś šőůŋőśšĳ¿ ďő ěďĺŋśšćěŋŋőčő ĺğőňőřťĺğňă. ŕěřěśšăŋőćőůŋőčő ś a_n.

Ğăďăůă 2.16. Ŕőśšřőľšě łăŋőŋĺůěśłĺě ĺğőňőřťĺğň^n ⨁ k=0 ~^k(U) ⊗ ~^{n−k}(V )^∼−−→ ~^n(U ⊕ V ).

2.5. Ąăğĺś ćŋěÿŋěľ ăńčěąřż Ŕşśšĳ ćěłšőřż e1, e2, . . . , ed śőśšăćń£¿š ąăğĺś ć ŕřőśšřăŋ-

śšćě V . Řăśśňőšřĺň ćěłšőřŋőě ŕřőśšřăŋśšćő W , ąăğĺś ć łőšőřőň śőśšăćń£¿š C^n_d śĺňćőńőć ćĺďă ξ_I , čďě I = {i_1 < i_2 < · · · < i_n} ŕřőąěčăěš ćśěćőğňőęŋżě şŕőř£ďőůěŋŋżě ŕő ćőğřăśšăŋĺ¿ n-ĺŋďěłśŋżě ŕőďŋăąőřż şŕőř£ďőůěŋŋőčő ŋăąőřă ĺŋďěłśőć {1, 2, . . . , d}. Śşźěśšćşěš ěďĺŋśšćěŋŋőě ŕőńĺńĺŋěľŋőě őšőąřăęěŋĺě V × V × · · · × V n φ−−→ W , łőšőřőě ďěľśšćşěš ŋă ŋăąőřż ŕőŕăřŋő řăğńĺůŋżţ ąăğĺśŋżţ ćěłšőřőć ŕő ŕřăćĺńş (e_{i1}, e_{i2}, . . . , e_{in}) −→ sgn(σ) ξ_I (čďě I = {i_{σ(1)}, i_{σ(2)}, . . . , i_{σ(n)}} ŕőńşůăěšś£ ĺğ {i_1, i_2, . . . , i_n} şŕőř£ďőůěŋĺěň ĺŋďěłśőć i_ν ŕő ćőğřăśšăŋĺ¿, ĺ σ ∈ S_n { ŋěőąţőďĺňă£ ďń£ ¡šőčő ŕěřěśšăŋőćłă ŋőňěřőć ν), ă ćśě őśšăńĳŋżě ŋăąőřż ąăğĺśŋżţ ćěłšőřőć őšőąřăęăěš ć ŋşńĳ. İšő őšőąřăęěŋĺě łőśőśĺňňěšřĺůŋő, ĺ ğŋăůĺš, ŕřőŕşśłăěšś£ ůěřěğ ~^nV . Ŕřĺ ¡šőň ćěłšőřż

e_I^{def}= e_{i1} ∧ e_{i2} ∧ · · · ∧ e_{in} ∈ ~^nV ( 1 6 i_1 < i_2 < · · · < i_n 6 d ) (2-3)

ŕěřěľďşš ć ąăğĺśŋżě ćěłšőřż ŕřőśšřăŋśšćă W , őšłşďă śńěďşěš ĺğ ńĺŋěľŋă£ ŋěğăćĺśĺňőśšĳ. Ś ďřşčőľ śšőřőŋż, ąşďşůĺ ťăłšőřőň V^{⊗n}, ŕřőśšřăŋśšćő ~^nV , ŕőřőęďăěšś£ őąřăğăňĺ řăğńőęĺňżţ ąăğĺśŋżţ šěŋğőřőć, łőšőřżě ćśńěďśšćĺě śşŕěřłőňňşšăšĺćŋőśšĺ ĺśůěřŕżćă¿šś£ ŕřőĺğćěďěŋĺ£ňĺ (2-3). Šăłĺň őąřăğőň C^n_d ćěłšőřőć (2-3) śőśšăćń£¿š ąăğĺś ćő ćŋěÿŋěľ ăńčěąřě.

Ćŋěÿŋĺě ŕřőĺğćěďěŋĺ£ ¡šĺţ ąăğĺśŋżţ ćěłšőřőć ğăďă¿šś£ ťőřňşńăňĺ:

e_I ∧ e_J = ( e_{i1} ∧ e_{i2} ∧ · · · ∧ e_{im} ) ∧ ( ε_{j 1} ∧ ε_{j 2} ∧ · · · ∧ ε_{j n} ) = = { 0 , ŕřĺ I ∩ J ≠ ?

sgn(σ_{IJ} ) e_K , ŕřĺ I ∩ J = ? , I ∪ J = K

(2-4) čďě ŕěřěśšăŋőćłă σ_{IJ} = ( i_1 i_2 · · · i_m j_1 j_2 · · · j_n k_1 k_2 · · · · · · · · · · · · · · · k_{m+n} ) ∈ Sm+n şŕőř£ďőůĺćăěš ĺŋ-

ďěłśż ŕő ćőğřăśšăŋĺ¿, ă e_K = k_{i1} ∧ k_{i2} ∧ · · · ∧ k_{im+n}.

Ğăďăůă 2.17. Ŕşśšĳ I = {i_1, i_2, . . ., i_n} ĺ J = {j_1, j_2, . . ., j_{d−n}} ďćă ďőŕőńŋĺšěńĳŋżţ^1 ďřşč ďřşčş ŋăąőřă ćőğřăśšă¿źĺţ ĺŋďěłśőć. Ďőłăęĺšě, ůšő ğŋăł ŕěřěśšăŋőćłĺ ( i_1 i_2 · · · i_n j_1 j_2 · · · j_{d−n} 1 2 · · · n (n + 1) (n + 2) · · · d )

řăćěŋ (−1)^{(i1−1)+(i2−2)+ ··· +(in−n)} = (−1)^{|I|−#I(#I−1)/2}.

2.5.1. Ďćőľśšćěŋŋőśšĳ ňěęďş ďőŕőńŋĺšěńĳŋżňĺ ćŋěÿŋĺňĺ śšěŕěŋ£ňĺ. Ěśšě-

śšćěŋŋżľ ĺğőňőřťĺğň

~^nV^∼−−→ Hom ( ~^{d−n}V , ~^dV ) = ( ~^{d−n}V )_∗ ⊗ ~^dV ( d = dim V ) ,

śőŕőśšăćń£¿źĺľ łăęďőňş ω ∈ ~^nV őŕěřăšőř ńěćőčő ćŋěÿŋěčő şňŋőęěŋĺ£ ŋă ∧: ζ −→ ω ∧ ζ , ŕěřěćőďĺš ąăğĺśŋżľ ćěłšőř e_I = e_{i1} ∧ e_{i2} ∧ · · · ∧ e_{in} ∈ ~^nV ć Àňăšřĺůŋş¿ ěďĺŋĺűşÁ: ( eb_I )_∗ ⊗ e_{{1,2,...,d}} : e_J −→ { (−1)^{|I|−n(n−1)/2}e_1 ∧ e_2 ∧ · · · ∧ e_d , ŕřĺ J = ^I 0 , ŕřĺ J ≠ ^I čďě ^I = {1, 2, . . . , d} \ I. 2.5.2. Čřăśśňăŋőćż ňŋőčőůńěŋż. Ěśńĺ ć ŕřőśšřăŋśšćě V ğăťĺłśĺřőćăŋ ąăğĺś, šő ćŋěÿ-

ŋ££ ăńčěąřă ~(V ) ňőęěš ćőśŕřĺŋĺňăšĳś£ łăł ăńčěąřă čřăśśňăŋőćżţ ňŋőčőůńěŋőć k ⟨ e_1, . . . , e_d ⟩ őš ąăğĺśŋżţ ćěłšőřőć ŕřőśšřăŋśšćă V . Łăł ĺ őążůŋă£ ăńčěąřă ňŋőčőůńěŋőć k[x_1, . . . , x_d], ăńčěąřă čřăśśňăŋőćżţ ňŋőčőůńěŋőć k ⟨ ξ_1, . . . , ξ_d ⟩ ňőęěš ążšĳ őŕřěďěńěŋă łăł ćěłšőřŋőě ŕřőśšřăŋśšćő, ąăğĺś ć łőšőřőň śőśšăćń£¿š čřăśśňăŋőćż ňőŋőňż

ξ_I^{def}= ξ_{i1} ∧ ξ_{i2} ∧ · · · ∧ ξ_{ik} ś 1 6 i_1 < i_2 < . . . < i_k 6 d , (2-5)

łőšőřżě ŕěřěňŋőęă¿šś£ ŕő ŕřăćĺńăň (2-4), ĺ ŕő ďĺśšřĺąşšĺćŋőśšĺ ¡šő şňŋőęěŋĺě řăśŕřőśšřăŋ£ěšś£ ŋă ĺţ ńĺŋěľŋżě łőňąĺŋăűĺĺ. Šăćšőńőčĺůěśłĺľ ĺğőňőřťĺğň k ⟨ ξ_1, . . . , ξ_d ⟩ ≃ ~(V ), ŕěřěćőď£źĺľ čřăśśňăŋőćż ŕěřěňěŋŋżě ć ąăğĺśŋżě ćěłšőřż ŕřőśšřăŋśšćă V , ŕőłăğżćăěš, ůšő ăńčěąřă čřăśśňăŋőćżţ ňŋőčőůńěŋőć ăśśőűĺăšĺćŋă ĺ śşŕěřłőňňşšăšĺćŋă.

Ğăďăůă 2.18. Şąěďĺšěśĳ, ůšő ć őšńĺůĺě őš n^o 1.5, śőŕőśšăćńěŋĺě čřăśśňăŋőćş ňŋőčőůńěŋş γ(ξ) ťşŋłűĺĺ V −→ k, ŕěřěćőď£źěľ ćěłšőř v = ∑ a_ie_i ć ůĺśńő γ(a), ćśěčďă őŕřěďěń£ěš šőęďěśšćěŋŋő ŋşńěćş¿ ťşŋłűĺ¿.

2.5.3. Ğăňěŋż ąăğĺśă ĺ śőőšŋőÿěŋĺ£ Ńăŕńăśă. Ŕřĺ ńĺŋěľŋőľ ğăňěŋě čřăśśňăŋőćżţ

ŕěřěňěŋŋżţ ŕő ťőřňşńăň η_i = d∑ j=1 a_{ij} ξ_j ąăğĺśŋżě ňőŋőňż η_I = η_{i1} ∧ η_{i2} ∧ · · · ∧ η_{in} ąşďşš 1š. ě. I ∩ J = ? ĺ I ∪ J = {1, 2, . . . , d}

ćżřăęăšĳś£ ůěřěğ ąăğĺśŋżě ňőŋőňż ξ_J = ξ_{j 1} ∧ ξ_{j 2} ∧ · · · ∧ ξ_{j n} ŕő ťőřňşńăň

η_I = η_{i1} ∧ η_{i2} ∧ · · · ∧ η_{in} = ( ∑ j1 a_{1j} ξ_j ) ∧ ( ∑ j2 a_{2j2} ξ_j ) ∧ · · · ∧ ( ∑ jn a_{njn} ξ_j ) = = ∑ J: #J=n ∑ σ∈Sn sgn(σ) a_{i1jσ(1)} a_{i2jσ(2)} · · · a_{injσ(n)} ξ_{j 1} ∧ ξ_{j 2} ∧ · · · ∧ ξ_{j n} = ∑ J: #J=n a_{IJ} ξ_J ,

čďě a_{IJ} | ¡šő (n × n)-ňĺŋőř ňăšřĺűż (a_{ij} ), śőśřěďőšőůěŋŋżľ ć śšřőłăţ ś ŋőňěřăňĺ ĺğ I ĺ śšőńąűăţ ś ŋőňěřăňĺ ĺğ J.

Ěśńĺ ğăťĺłśĺřőćăšĳ ďćă ďőŕőńŋĺšěńĳŋżţ ŋăąőřă ĺŋďěłśőć I ĺ ^I ĺ ŕřőďěńăšĳ šőńĳłő ůšő őŕĺśăŋŋş¿ ğăňěŋş ŕěřěňěŋŋżţ ć šőęďěśšćě

η_I ∧ ηb_I = (−1)^{|I|+ 12 #I(#I+1)}η_1 ∧ η_2 ∧ · · · ∧ η_d

šő ć ńěćőľ ůăśšĺ ŕőńşůĺšś£

η_I ∧ ηb_I = ( ∑ K: #K=#I a_{I K} ξ_K ) ∧ ( ∑ L: #L=(d�#I) a_Lb_I ξ_L ) =

= (−1)^{#I(#I+1)/2} ∑ K: #K=#I (−1)^{|K|}a_{IK} a_{bI bK} ξ_1 ∧ ξ_2 ∧ · · · ∧ ξ_d ,

čďě ^K = {1, 2, . . . , d} \ K { ¡šő ďőŕőńŋĺšěńĳŋżľ ł K ŋăąőř ćőğřăśšă¿źĺţ ĺŋďěłśőć. Ć ŕřăćőľ ęě ůăśšĺ ŕőńşůĺšś£

(−1)^{#I(#I+1)/2}(−1)^{|I|} det(a_{ij} )ξ_1 ∧ ξ_2 ∧ · · · ∧ ξ_d .

Šăłĺň őąřăğőň, ďń£ ŕřőĺğćőńĳŋőľ ňăšřĺűż (a_{ij} ) śŕřăćěďńĺćő šőęďěśšćő ∑ K: #K=#I (−1)^{|K|+|I|}a_{IK}^a_{IK} = det(a_{ij} ) , (2-6)

ć łőšőřőň ůěřěğ ^a_{IK} = a_{bI bK} őąőğŋăůěŋ (d − n) × (d − n)-ňĺŋőř, ďőŕőńŋĺšěńĳŋżľ^2 ł (n × n)- ňĺŋőřş a_{IK} ĺ śşňňĺřőćăŋĺě ŕřőĺśţőďĺš ŕő ćśěň (n × n)-ňĺŋőřăň a_{IK}, śšő£źĺň ć śšřőłăţ ś ŋőňěřăňĺ ĺğ I.

Ěśńĺ ęě I ∩ J ≠ ?, šő ăŋăńőčĺůŋőě ŕřěďżďşźěňş ćżůĺśńěŋĺě ś šőęďěśšćőň η_I ∧ η_J = 0 ŕřĺćőďĺš ł řăćěŋśšćş ∑ K: #K=#I (−1)^{|K|+|I|}a_{IK}^a_{JK} = 0 , (2-7)

Ůĺśńő (−1)^{|I|+|J|}^a_{IJ} ŋăğżćăěšś£ ăńčěąřăĺůěśłĺň ďőŕőńŋěŋĺěň ł ňĺŋőřş a_{IJ} . Šőęďěśšćă (2-6) ĺ (2-7) ĺğćěśšŋż łăł śőőšŋőÿěŋĺ£ Ńăŕńăśă ĺńĺ ťőřňşńă ďń£ řăğńőęěŋĺ£ őŕřěďěńĺšěń£ ŕő ŋăąőřş śšřőł (řăćěŋśšćő (2-6)) ĺ šěőřěňă őą şňŋőęěŋĺĺ ŋă ůşęĺě ăńčěąřăĺůěśłĺě ďőŕőńŋěŋĺ£

2š. ě. śšő£źĺľ ć śšřőłăţ ĺ śšőńąűăţ ś ďőŕőńŋĺšěńĳŋżňĺ ŋőňěřăňĺ

(řăćěŋśšćő (2-7)). Ěśńĺ őřčăŋĺğőćăšĳ (n×n)-ňĺŋőřż ć C^n_d ×C^n_d - ňăšřĺűş A = (a_{IJ} ), ă ăńčěąřăĺůěśłĺě ďőŕőńŋěŋĺ£ { ć ňăšřĺűş ^A = ( (−1)^{|I|+|J|}^a_{IJ} ) (šőčő ęě řăğňěřă), šő ćśě śőőšŋőÿěŋĺ£ Ńăŕńăśă ňőęŋő ĺğőąřăğĺšĳ őďŋĺň ňăšřĺůŋżň śőőšŋőÿěŋĺěň

A ^A^t = ^A^t A = det(a_{ij}) E .

Ğăďăůă 2.19. Őŕĺřă£śĳ ŋă łăŋőŋĺůěśłĺľ ĺğőňőřťĺğň ĺğ n^o 2.5.1 ďăľšě ďřşčőě (ĺ ąőńěě łőŋűěŕšşăńĳŋőě) ďőłăğăšěńĳśšćő ¡šőčő ňăšřĺůŋőčő šőęďěśšćă.

Ğăďăůă 2.20. Ŕşśšĳ ćěřţŋěšřěşčőńĳŋżě ňăšřĺűż A ĺ B šăłőćż, ůšő AB = E. Ďőłăęĺšě, ůšő ćś£łĺľ ňĺŋőř ňăšřĺűż A řăćěŋ śćőěňş ăńčěąřăĺůěśłőňş ďőŕőńŋěŋĺ¿ ć ňăšřĺűě B^t.

2.6. Ćŋěÿŋĺě śšěŕěŋĺ ńĺŋěľŋőčő őŕěřăšőřă. Ŕőśłőńĳłş šěŋğőřŋă£ śšěŕěŋĳ f^{⊗n def}= f ⊗ f ⊗ · · · ⊗ f n ń¿ąőčő ńĺŋěľŋőčő őŕěřăšőřă V^f−−→ W ŕěřěćőďĺš ŕőďŕřőśšřăŋśšćő śőőšŋőÿěŋĺľ A_n(V ) ⊂ V^{⊗n} ć ŕőďŕřőśšřăŋśšćő śőőšŋőÿěŋĺľ A_n(W ) ⊂ W^{⊗n} (śň. (2-2)), łőřřěłšŋő őŕřěďěń-ěŋ ťăłšőřőŕěřăšőř ~^nV^{Λn(f )}−−−−→ ~^n(W ), łőšőřżľ ŋăğżćăěšś£ n-šőľ ćŋěÿŋěľ śšěŕěŋĳ¿ őŕěřăšőřă f.

Ğăďăůă 2.21. Ŕşśšĳ őŕěřăšőř V^f−−→ W ğăďă-ěšś£ ňăšřĺűěľ (f_{ij} śšőńąűż łőšőřőľ śşšĳ śšőńąűż łőőřďĺŋăš őąřăğőć f(v_j ) ŋěłĺţ ąăğĺśŋżţ ćěłšőřőć v_j ∈V ć ŋěłőšőřőň ąăğĺśě w_i ∈W . Ćżřăğĺšě ňăšřĺůŋżě ¡ńěňěŋšż f_{IJ} őŕěřăšőřă ~^k(f) ć ąăğĺśăţ

v_J = v_{j 1} ∧ v_{j 2} ∧ · · · ∧ v_{j k} ∈~^k V ĺ w_I = w_{i1} ∧ w_{i2} ∧ · · · ∧ w_{ik} ∈~^kW .

Ğăďăůă 2.22. Ćżřăğĺšě Tr (~^k(f)) ůěřěğ łő¡ťťĺűĺěŋšż ţăřăłšěřĺśšĺůěśłőčő ňŋőčőůńěŋă őŕěřăšőřă V^f−−→ V .

2.7. Ćŋěÿŋ££ ăńčěąřă ĺ łőśőśĺňňěšřĺůěśłĺě šěŋğőřż. Ŋăď ŕőńěň ţăřăłšěřĺśšĺłĺ

ŋşńĳ ŕřőěłűĺ£ V^{⊗n an}−−→ ~^nV ĺŋďşűĺřşěš łăŋőŋĺůěśłĺľ ĺğőňőřťĺğň Alt^n(V )^∼−−→ ~^n(V ) ŕőďŕřőśšřăŋśšćă śĺňňěšřĺůěśłĺţ šěŋğőřőć ś ćŋěÿŋěľ ăńčěąřőľ ĺ ŕěřěćőďĺš ąăğĺśŋżě łőśőśĺňňěšřĺůŋżě šěŋğőřż

e_{[I]} = ∑ σ∈Sn sgn(σ) e_{iσ(1)} ⊗ e_{iσ(2)} ⊗ · · · ⊗ e_{iσ(n)} ⊂ Alt^n(V )

ć ąăğĺśŋżě čřăśśňăŋőćż ňőŋőňż n! e_{i1} ∧e_{i2} ∧ · · · ∧e_{in}. Ąőńěě šőčő, ŕőśłőńĳłş őŕěřăšőř ŕőńŋőčő ăńĳšěřŋĺřőćăŋĺ£ V^{⊗n altn}−−−→ Alt^n(V ) : t −→ 1 n! ∑ σ∈Sn sgn(σ) σ(t) ,

ŕěřěćőďĺš ćś£łĺľ šěŋğőř t ć šěŋğőř, łőšőřżľ śřăćŋĺň ś t ŕő ňőďşń¿ A_n, ĺąő

t − alt_n(t) = 1 n! ∑ σ∈Sn ( t − sgn(σ) σ(t) ) ∈ A_n , ćőğŋĺłăěš łőňňşšăšĺćŋă£ ďĺăčřăňňă:

V^{⊗n altn}-- Alt^n(V ) æ - V^{⊗n}

~^nV

an?œœ_{an} an --

Ğăďăůă 2.23. Şąěďĺšěśĳ, ůšő ŋăď ŕőńěň ţăřăłšěřĺśšĺłĺ ŋşńĳ ŕřőěłűĺ£ Alt(V )^{⊕an}−−−−→ ~(V ) £ćń£ěšś£ ĺğőňőřťĺğňőň ăńčěąř (š. ě. ŕěřěćőďĺš őŕřěďěń-ěŋŋőě ć ŕřőÿńőľ ńěłűĺĺ łőśőśĺňňěšřĺůěśłőě ŕřőĺğćěďěŋĺě ŋă Alt(V ) ćő ćŋěÿŋěě ŕřőĺğćěďěŋĺě).

2.7.1. Ďćőľśšćěŋŋőśšĳ ňěęďş ~^n(V) ĺ ~^n(V^*). Ŋăď ŕőńěň ţăřăłšěřĺśšĺłĺ ŋşńĳ łőň-

ŕőğĺűĺ£ ŕřőěłűĺĺ Alt^n(V^∗)^∼−−→ ~^n (V^∗) ĺ łăŋőŋĺůěśłőčő ĺğőňőřťĺğňă Alt^n (V^∗) ≃ (~^nV )^∗ (şŋĺćěřśăńĳŋőśšĳ ćŋěÿŋěčő śšěŕěŋĺ) ğăďă-ěš őšőęďěśšćńěŋĺě

(~^nV )^{∗ ∼}−−→ ~^n (V^∗) ,

Šăłĺň őąřăğőň, ŕřĺ char k = 0 ŕřőśšřăŋśšćă (~^n(V )) ĺ ~^n(V^∗) łăŋőŋĺůěśłĺ ďćőľśšćěŋŋż ďřşč ďřşčş, ĺ ŕřĺ ¡šőľ ďćőľśšćěŋŋőśšĺ śšăŋďăřšŋżě ąăğĺśŋżě ćěłšőřż śŕăřĺćă¿šś£ ŕő ŕřăćĺńş ⟨ e_I , x_J ⟩ = n! · δ_{IJ} 2.8. Łřĺšěřĺľ řăğńőęĺňőśšĺ ŕőńĺćěłšőřă. Ćś¿ďş ć ¡šőň ŕşŋłšě ňż ŕřěďŕőńăčăěň,

ůšő char k = 0. Ćěłšőřż ω ∈ ~^nV ĺŋőčďă ŋăğżćă¿š ŕőńĺćěłšőřăňĺ ĺńĺ n-ćěłšőřăňĺ ć V .

Ğăďăůă 2.24. Ŕřőćěřĳšě, ůšő ~^n(U ∩ W ) = ~^nU ∩ ~^nW ∀ U, W ⊂ V .

Ś łăęďżň n-ćěłšőřőň ω ňőęŋő ść£ğăšĳ ěčő őąőńőůłş Span (ω) | ňĺŋĺňăńĳŋőě ŕő ćłń¿ůěŋĺ¿ ŕőďŕřőśšřăŋśšćő ć V , şďőćńěšćőř£¿źěě şśńőćĺ¿ ω ∈ ~^nW . Ěčő ňőęŋő ğăďăšĳ łăł ŕěřěśěůěŋĺě ćśěţ şďőćńěšćőř£¿źĺţ ¡šőňş şśńőćĺ¿ ŕőďŕřőśšřăŋśšć:

Span (ω) = ⋂ ω∈ΛnW ⊂V W Ŕőńĺćěłšőř ω ∈ ~^nV ŋăğżćăěšś£ řăğńőęĺňżň, ěśńĺ őŋ ŕřěďśšăćĺň ć ćĺďě ŕřőĺğćěďěŋĺ£

ω = v_1 ∧ v_2 ∧ · · · ∧ v_n

n ÀőążůŋżţÁ ćěłšőřőć ŕřőśšřăŋśšćă V .

Ğăďăůă 2.25. Ďőłăęĺšě, ůšő śńěďş¿źĺě şśńőćĺ£ ŋă ŕőńĺćěłšőř ω ∈~^nV ¡łćĺćăńěŋšŋż:

(ă) ω řăğńőęĺň; (ą) dim Span (ω) = n; (ć)v ∧ ω = 0 ∀ v ∈, Span (ω). Ůšőąż őŕĺśăšĳ Span (ω) łőŋśšřşłšĺćŋő, řăśśňőšřĺň ńĺŋěľŋżľ őŕěřăšőř ść-ěřšłĺ ś ω: ~^{n−1} (V^∗)^{iω}−−→ V , łőšőřżľ ŕěřěćőďĺš ŕőńĺćěłšőřż ζ ∈ ~^{n−1} (V^∗) ≃ Alt^{n−1} (V^∗) ⊂ V^{∗⊗(n−1)}, řăśśňăšřĺćăěňżě łăł łőśőśĺňňěšřĺůŋżě šěŋğőřż, ć ĺţ ść-ěřšłĺ ŕő ŕěřćżň (n − 1) ĺŋďěłśăň ś ω, łőšőřżľ šăłęě řăśśňăšřĺćăěšś£ łăł łőśőśĺňňěšřĺůŋżľ šěŋğőř ĺğ V^{⊗n}: i_ω : ζ −→ c_{{1,2,...,(n−1},{1,2,... ,(n−1}}(ζ ⊗ ω) ∈ V

Ŕőśłőńĳłş ω ⊂ ~^nSpan (ω) ⊂ Span (ω)^{⊗n}, ść-ěřšłă ω ś ń¿ążň šěŋğőřőň ĺğ V^{∗⊗(n−1)} ąşďěš ćěłšőřőň ĺğ Span (ω). Ŕő¡šőňş im i_ω ⊂ Span (ω).

2.8.1. Ńěňňă. Span (ω) = im iω.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ďőśšăšőůŋő ŕřőćěřĺšĳ, ůšő ń¿ąőľ ťşŋłűĺőŋăń ξ ∈ V^∗, łőšőřżľ ăŋŋşńĺ-

řşěš im i_ω, ąşďěš ăŋŋşńĺřőćăšĳ ĺ Span (ω). Ďőŕőńŋĺň ξ ďő ąăğĺśă ć V^∗, ĺ ğăŕĺÿěň ŕőńĺćěłšőř ω ć ďćőľśšćěŋŋőň ąăğĺśě ŕřőśšřăŋśšćă V łăł

ω = ω^′ ∧ e + ω^{′′} ś ω^′ ∈ ~^{n−1}Ann ξ , ω^{′′} ∈ ~^nAnn ξ ,

čďě e ∈ V { ¡šő ąăğĺśŋżľ ćěłšőř, ďćőľśšćěŋŋżľ ξ. Ěśńĺ im i_ω ⊂ Ann ξ, šő ďń£ ń¿ąőčő ζ ∈ ~^{n−1}V ąşďěň ĺňěšĳ šřĺćĺăńĳŋş¿ ŕőńŋş¿ ść-ěřšłş: 0 = ⟨ ξ , i_ω(ζ) ⟩ = ⟨ ζ ⊗ ξ , ω ⟩ = ⟨ ζ ⊗ ξ , ω^{′′} ⟩ + ⟨ ζ ⊗ ξ , ω^′ ∧ e ⟩ = ⟨ ζ , ω^′ ⟩ , Ŕő¡šőňş ω^′ = 0 ĺ Span (ω) = Span (ω^{′′}) ⊂ Ann ξ. �

2.8.2. Śńěďśšćĺě. Ŕőńĺćěłšőř ω ∈ ~^nV řăğńőęĺň šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă őŋ şďőćńěšćőř£ěš śĺśšěňě łćăďřăšŋżţ şřăćŋěŋĺľ

i_ω(ζ) ∧ ω = 0 ∀ ζ ∈ ~^{n−1} (V^∗) (2-8)

(őŋĺ ŋăğżćă¿šś£ śőőšŋőÿěŋĺ£ňĺ Ŕń¿łłěřă). �

Ŕőśłőńĳłş śőőšŋőÿěŋĺ£ (2-8) ńĺŋěľŋż ŕő ζ ĺţ ďőśšăšőůŋő ŕřőćěř£šĳ šőńĳłő ďń£ C^{n−1}_d ąăğĺśŋżţ šěŋğőřőć ζ = x_I . Šăłĺň őąřăğőň, ňŋőęěśšćő řăğńőęĺňżţ šěŋğőřőć ŕřěďśšăćń£ěš śőąőľ ŕěřěśěůěŋĺě C^{n−1}_d łćăďřĺł. Ŋő ďăęě ĺ ¡šĺ ÀąăğĺśŋżěÁ łćăďřĺłĺ ć ďěľśšćĺšěńĳŋőśšĺ ğăćĺśĺňż, ĺ ďń£ őŕĺśăŋĺ£ ňŋőęěśšćă řăğńőęĺňżţ ŕőńĺćěłšőřőć ůăśšő ążćăěš ňőęŋő őąőľšĺśĳ ěź-ě ňěŋĳÿĺň ůĺśńőň şřăćŋěŋĺľ. Čěőňěšřĺůěśłă£ šőůłă ğřěŋĺ£ ŋă śěľ śů-ěš ąşďěš řăğćĺšă ć śńěďş¿źĺţ ďćşţ ńěłűĺ£ţ.

Ğăďăůă 2.26. Ďőłăęĺšě, ůšő ąĺćěłšőř ω ŋă ůěšżř-ěţňěřŋőň ŕřőśšřăŋśšćě řăğńőęĺň šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă ω ∧ ω = 0.

2.9. Łőňŕńěłśż ĎěŘăňă ĺ Łőÿşń£. Ć ¡šőň ŕşŋłšě ňż śŋőćă śůĺšăěň, ůšő char k = 0.

Řăśśňőšřĺň ńĺŋěľŋżľ őŕěřăšőř d_{m,n}, őŕřěďěń£ěňżľ łăł łőňŕőğĺűĺ£

S^m(V^∗) ⊗ ~^n(V^∗)^{dm,n} - S^{m−1}(V^∗) ⊗ ~^{n+1}(V^∗)

S^{m−1}(V^∗) ⊗ V^∗ ⊗ ~^n(V^∗)_{Id⊗∧} -

Δ⊗Id -

čďě S^m(V^∗)^Δ−−→ S^{m−1}(V^∗) ⊗ V^∗ | őŕěřăšőř, ďćőľśšćěŋŋżľ ł śĺňňěšřĺůěśłőňş şňŋőęěŋĺ¿ S^{m−1}V ⊗ V^μ−−→ S^mV , ă V^∗ ⊗ ~^n(V^∗)^∧−−→ ~^{n+1}(V ) | ćŋěÿŋěě şňŋőęěŋĺě.

Ğăďăůă 2.27. Şąěďĺšěśĳ, ůšő im (d_{m,n}) ⊂ ker(d_{m−1,n+1}), š. ě. ůšő ŕőśńěďńćăšěńĳŋőśšĳ őŕěřăšőřőć

· · · S^{m+1}(V^∗) ⊗ ~^{n−1}(V^∗)^d−−→ S^m(V^∗) ⊗ ~^n(V^∗)^d−−→ S^{m−1}(V^∗) ⊗ ~^{n+1}(V^∗) · · ·

£ćń£ěšś£ łőňŕńěłśőň.

Śłńăďżćă£ ćśě šăłĺě ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ ĺ čřşŕŕĺřş£ ćňěśšě őďĺŋăłőćżě ćŋěÿŋĺě śšěŕěŋĺ, ňż ś şů-ěšőň őšőęďěśšćńěŋĺ£ ⨁ m¿0 S^m(V^∗) ≃ k[x_1, . . . , x_d] ŕőńşůăěň łőňŕńěłś ąěśłőŋěůŋőňěřŋżţ ćěłšőřŋżţ ŕřőśšřăŋśšć:

· · · k[x_1, . . . , x_d] ⊗ ~^{n−1}(V^∗)^d−→ k[x_1, . . . , x_d] ⊗ ~^n(V^∗)^d−→ k[x_1, . . . , x_d] ⊗ ~^{n+1}(V^∗) · · · .

Őŋ ŋăğżćăěšś£ łőňŕńěłśőň ĎěŘăňă, ă ćţőď£źĺě ć ŋěčő ŕřőśšřăŋśšćă | ňőďşń£ňĺ ďĺťťěřěŋűĺăńĳŋżţ ťőřň ś ŕőńĺŋőňĺăńĳŋżňĺ łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ, ŕőśłőńĳłş őŋĺ ŕřěďśšăćń£¿š śőąőľ śćőąőďŋżě ňőďşńĺ łőŋěůŋőčő řăŋčă ŋăď łőńĳűőň k[x_1, . . . , x_d]. Őšőąřăęěŋĺ£ d, őďŋăłő, ŋě £ćń£- ¿šś£ čőňőňőřťĺğňăňĺ k[x_1, . . . , x_d]-ňőďşńěľ, ŕőśłőńĳłş ŋě ŕěřěśšăŋőćőůŋż ś şňŋőęěŋĺěň ŋă ňŋőčőůńěŋż, őšńĺůŋżě őš łőŋśšăŋš. Őŕěřăűĺ£ d ŋăğżćăěšś£ ćŋěÿŋĺň ďĺťťěřěŋűĺřőćăŋĺěň ĺ ŕřěďśšăćń£ěš śőąőľ ďĺťťěřěŋűĺăńĳŋżľ őŕěřăšőř. Őŋă şćěńĺůĺćăěš ćŋěÿŋ¿¿ śšěŕěŋĳ ťőřňż, őďŋőćřěňěŋŋő şňěŋĳÿă£ śšěŕěŋĳ ě-ě łő¡ťťĺűĺěŋšőć.

Ğăďăůă 2.28. Şąěďĺšěśĳ, ůšő ć łőőřďĺŋăšăţ ŋěÿŋěě ďĺťťěřěŋűĺřőćăŋĺě ŕřőĺśţőďĺš ŕő ťőřňşńě: d ( F (x) ⊗ x_{i1} ∧ x_{i2} ∧ · · · ∧ x_{in} ) = d∑ α=1 ∂F (x) ∂x_α ⊗ x_α ∧ x_{i1} ∧ x_{i2} ∧ · · · ∧ x_{in} . Ďćőľśšćěŋŋżň ł ďěřăňőćśłőňş ďĺťťěřěŋűĺăńş d_{m+1,n−1} ąşďěš őŕěřăšőř S^m(V ) ⊗ ~^n(V )^{∂m,n}−−−−→ S^{m+1}(V ) ⊗ ~^{n−1}(V ); , ŕřěďśšăćń£¿źĺľ śőąőľ łőňŕőğĺűĺ¿ śĺňňěšřĺůěśłőčő ŕřőĺğćěďěŋĺ£ ĺ ćŋěÿŋěčő łőşňŋőęěŋĺ£. İšő őšőąřăęěŋĺě ŋăğżćăěšś£ ďĺťťěřěŋűĺăńőň Łőÿşń£.

Ğăďăůă 2.29. Ŕřőćěřĳšě, ůšő im ∂_{m,n} ⊂ ker ∂_{m+1,n−1} ĺ ůšő łőÿşńěćśłĺě ďĺťťěřěŋűĺăńż ňőęŋő śčřşŕŕĺřőćăšĳ ć łőňŕńěłś Łőÿşń£ · · · −→ S(V ) ⊗ ~^{n+1}V^∂−−→ S(V ) ⊗ ~^nV^∂−−→ S(V ) ⊗ ~^{n+1}V −→ · · · Ěśńĺ šěŕěřĳ ŋăŕĺśăšĳ łőňŕńěłś Łőÿşń£ ďń£ ŕřőśšřăŋśšćă V^∗ ćňěśšő ŕřőśšřăŋśšćă V , šő ňż ŕőńşůĺň łőňŕńěłś, śőśšő£źĺľ ĺğ šěţ ęě ňőďşńěľ ŋăď łőńĳűőň ňŋőčőůńěŋőć, ůšő ĺ łőňŕńěłś ĎěŘăňă, ŋő śő śšřěńłăňĺ, ĺďşźĺňĺ ć ŕřőšĺćőŕőńőęŋş¿ śšőřőŋş: · · · k[x_1, . . . , x_d] ⊗ ~^{n+1}(V^∗)^∂−−→ k[x_1, . . . , x_d] ⊗ ~^n(V^∗)^∂−−→ k[x_1, . . . , x_d] ⊗ ~^{n−1}(V^∗) · · · . Ğăďăůă 2.30. Ćżůĺśńĺšě £ćŋő ∂ ( F (x) ⊗ x_{i1} ∧ x_{i2} ∧ · · · ∧ x_{in} ) . Ğăďăůă 2.31. Ďőłăęĺšě, ůšő ∂ £ćń£ěšś£ čőňőňőřťĺğňőň k[x_1, . . ., x_d]-ňőďşńěľ, š. ě. ŕěřěśšăŋőćőůěŋ ś şňŋőęěŋĺěň ŋă ňŋőčőůńěŋż.

Ğăďăůă 2.32. Ćżůĺśńĺšě łőňňşšăšőř γ = ∂_{m−1,n+1} ∘ d_{m,n} − d_{m+1,n−1} ∘ ∂_{m,n}:

S^m(V^∗) ⊗ ~^n(V^∗)^{dm,n} - S^{m−1}(V^∗) ⊗ ~^{n+1}(V^∗)

S^{m+1}(V^∗) ⊗ ~^{n−1}(V^∗) ∂m,n ?

dm+1,n�1 - S m(V^∗) ⊗ ~^n(V^∗) ∂m�1,n+1

       ?

γ -

Ğăďăůă 2.33. Ďőłăęĺšě, ůšő őąă łőňŕńěłśă { Łőÿşń£ ĺ ĎěŘăňă { £ćń£¿šś£ šőůŋżňĺ, š. ě. ker d_{m,n} = im d_{m+1,n−1} ĺ ker ∂_{m,n} = im ∂_{m−1,n+1}.