Ńěłűĺ£ 4 Śŕĺŋőřż, łćăšěřŋĺőŋż, čřşŕŕż ĺ ăńčěąřż Ńĺ^1.

▷Ěćłńĺďőćă, ¡řňĺšőćă ĺ ćěźěśšćěŋŋă£ śšřşłšşřż ŋă ŕřőśšřăŋśšćě łőňŕńěłśŋżţ 2×2 - ňăšřĺű ▷SU_2 ĺ łćăšěřŋĺőŋż ▷Ŋăłřżšĺ£

SU_2 ı SO_3 ĺ SU_2 × SU_2 ı SO_4 ▷Řăğńőęěŋĺě sl_2(C ) ≃ su_2 ⊗R C

▷Čřşŕŕż Ńĺ ĺ ńĺŋěľŋżě ăńčěąřăĺůěśłĺě čřşŕŕż ▷Ăńčěąřż Ńĺ ▷Čőňőňőřťĺğňż ĺ ŕřěďśšăćńěŋĺ£ čřşŕŕ ĺ ăńčěąř Ńĺ ▷Şŋĺšăřŋżě, őřšőčőŋăńĳŋżě ĺ śŕĺŋőřŋżě čřşŕŕż ňăńżţ řăŋčőć

x1. Łőňŕńěłśŋżě ňăšřĺűż řăğňěřă 2�2.

1.1. Ĺŋćőń¿űĺĺ. Ć ¡šőľ ńěłűĺĺ ňż ąşďěň ğăŋĺňăšĳś£ ăńčěąřőľ M łőňŕńěłśŋżţ 2 × 2 - ňăšřĺű. Ŋă ŕřőśšřăŋśšćě M ĺňě¿šś£ šřĺ ěśšěśšćěŋŋżţ ĺŋćőń¿űĺĺ. Ŕěřćă£ C -ńĺŋěľŋă ĺ ŕěřěćőďĺš ňăšřĺűş ć ŕřĺśőěďĺŋ-ěŋŋş¿: η = ( η_{11} η_{12} η_{21} η_{22} ) −→ η^∨ = ~^2η^t = ( η_{22} −η_{12} −η_{21} η_{11} )

Ŕőśłőńĳłş η^{∨∨} = η ĺ (ηζ)^∨ = ζ^∨η^∨, ¡šő ăŋšĺĺŋćőń¿űĺěľ ăńčěąřż M. Ŕő ťőřňşńě

(η, ζ)^{def}= 1 2 tr (η^∨ ζ) ,

őŋă ĺŋďşűĺřşěš ŋă M śĺňňěšřĺůěśłş¿ C -ąĺńĺŋěľŋş¿ ťőřňş, łőšőřă£ £ćń£ěšś£ ŕőń£řĺğăűĺěľ łćăďřăšĺůŋőľ ťőřňż (η, η) = det(η). Ďřşčă£ ĺŋćőń¿űĺ£ C -ăŋšĺńĺŋěľŋă ĺ ŕěřěćőďĺš ňăšřĺűş η ć ¡řňĺšőćő śőŕř£ę-ěŋŋş¿ η = ( η_{11} η_{12} η_{21} η_{22} ) −→ η^h = η^t = ( η_{11} η_{21} η_{12} η_{22} )

Őŋă łőňňşšĺřşěš ś ŕřěďżďşźěľ, šőęě ŕěřěśšăćń£ěš śőňŋőęĺšěńĺ ć ŕřőĺğćěďěŋĺ£ţ, ĺ ĺŋďşĺřşěš ŋă M ¡řňňĺšőćş ťőřňş (η, ζ)_h^{def}= 1 2 tr (η^h ζ) ,

1İšő šőńĳłő ůěřŋőćă£ ćěřśĺ£, ŋăţőď£źă£ś£ ć śšăďĺĺ ďőřăąőšłĺ 1

2 Ńěłűĺ£ 4: Śŕĺŋőřż, łćăšěřŋĺőŋż, čřşŕŕż ĺ ăńčěąřż Ńĺ^4.

łőšőřőľ őšćěůăěš ŋőřňă ||η||^2 = (η, η)_h = ∑ |η_{ij}|^2. Łőňŕőğĺűĺ£ σ=∨∘h=h∘∨ ¡šĺţ ďćşţ ĺŋćőń¿űĺľ ďěľśšćşěš ŋă ňăšřĺűż ŕő ŕřăćĺńş η = ( η_{11} η_{12} η_{21} η_{22} ) −→ η^σ = η^{∨h} = ( η_{22} −η_{12} −η_{21} η_{11} ) . ĺ £ćń£ěšś£ C -ăŋšĺńĺŋěľŋőľ ĺŋćőń¿űĺěľ £ńčěąřż M. Őŋă ğăďă-ěš ŋă ćěłšőřŋőň ŕřőśšřăŋśšćě M ćěźěśšćěŋŋş¿ śšřşłšşřş, łőšőřă£ őďŋőğŋăůŋő ţăřăłšěřĺğşěšś£ šěň, šő ŕěřěćőďĺš ŕřěďżďşźĺě ąĺńĺŋěľŋş¿ ĺ ¡řňĺšőćş ťőřňż ŋă M ďřşč ć ďřşčă: (η, ζ)_h = (η^σ, ζ).

Ğăďăůă 4.1. Ďőłăęĺšě, ůšő łőňŕńěłśŋőě ćěłšőřŋőě ŕřőśšřăŋśšćő W šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă £ćń£ěšś£ łőňŕńěłśĺťĺłăűĺěľ ćěźěśšćěŋŋőčő ćěłšőřŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă^2 V , łőčďă ŋă W ĺňěěšś£ R-ńĺŋěľŋżľ őŕěřăšőř σ, šăłőľ ůšő σ^2 = Id_W ĺ σ(zw) = z σ(w) ∀ z ∈C , w ∈W . Şłăğăŋĺě: Őŕěřăšőř σ { ¡šő łőňŕńěłśŋőě śőŕř£ęěŋĺě. Ćěźěśšćěŋŋőě ŕőďŕřőśšřăŋśšćő V ć W ćőśśšăŋăćńĺćăěšś£ łăł ker(σ − Id_W ), ĺ ŋăďő šőńĳłő ŕřőćěřĺšĳ, ůšő ŋăď R ĺňěěšś£ řăğńőęěŋĺě W = V ⊕ i V .

Ğăďăůă 4.2. Ŕşśšĳ ŋă łőňŕńěłśŋőň ćěłšőřŋőň ŕřőśšřăŋśšćě W ĺňěěšś£ ąĺńĺŋěľŋă£ śĺňňěšřĺůŋă£ ťőřňă g ĺ ¡řňĺšőćă ťőřňă h. Ŕřőćěřĳšě, ůšő śşźěśšćşěš ěďĺŋśšćěŋŋżľ C -ăŋšĺńĺŋěľŋżľ őŕěřăšőř W^σ−−→ W , şďőćńěšćőř£¿źĺľ şśńőćĺ¿ h(w_1, w_2) = g(η^σ, ζ), ĺ ůšő ¡šőš őŕěřăšőř šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă ğăďă-ěš ćěźěśšćěŋŋş¿ śšřşłšşřş ŋă W , łőčďă ťőřňż h ĺ g őďŋőćřěňěŋŋő ŕřĺćőď£šś£ ł ěďĺŋĺůŋőňş ćĺďş (š. ě. ĺňě¿š őąźĺľ őřšőŋőřňăńĳŋżľ ąăğĺś).

1.2. Ćěźěśšćěŋŋőě ŕőďŕřőśšřăŋśšćő Re (M) őšŋőśĺšěńĳŋő śšřşłšşřż σ śőśšőĺš ĺğ ćśěţ ňăšřĺű ćĺďă x = ( z_1 z_2 −z_2 z_1 ) = ( x_1 + i x_2 x_3 + i x_4 −x_3 + i x_4 x_1 − i x_2 ) , z_ν ∈ C , x_ν ∈ R . Őčřăŋĺůěŋĺ£ ¡řňĺšőćőľ ĺ ąĺńĺŋěľŋőľ ťőřň ŋă ¡šő ůěšżř-ěţňěřŋőě ćěźěśšćěŋŋőě ŕőďŕřőśšřăŋśšćő śőćŕăďă¿š ĺ ć łőőřďĺŋăšăţ x_i ŕřěďśšăćń£¿š śőąőľ śšăŋďăřšŋş¿ ěćłńĺďőćş ŋőřňş (x, x) = ∑ x^2_ν. Őřšőŋőřňăńĳŋżľ ąăğĺś ěćłńĺďőćă ŕřőśšřăŋśšćă Re (M) śőśšőĺš ĺğ ňăšřĺű e = ( 1 0 0 1 ) , i = ( i 0 0 −i ) , j = ( 0 1 −1 0 ) , k = ( 0 i i 0 ) . (1-1)

Ğăďăůă 4.3. Śőśšăćĳšě šăąńĺűş şňŋőęěŋĺ£ ňăšřĺű e, i, j, k ć M ĺ šăąńĺűş ĺţ ŕőŕăřŋżţ łőňňşšăšőřőć.

1.3. Łćăšěřŋĺőŋż. Ĺğ ğăď.4.3 ćżšěłăěš, ůšő ňăšřĺűż i, j, k ŕěřěňŋőęă¿šś£ ŕő ŕřăćĺńăň

i^2 = j^2 = k^2 = −1 , ij = −ji = k , jk = −kj = i , ki = −ik = j , (1-2)

ĺ ğŋăůĺš, ŕřőśšřăŋśšćő Re (M) ğăňłŋşšő őšŋőśĺšěńĳŋő şňŋőęěŋĺ£, š. ě. ŕřěďśšăćń£ěš śőąőľ ůěšżř-ěţňěřŋş¿ ăńčěąřş ŋăď ŕőńěň R ś ěďĺŋĺűěľ 1^{def}= e. Ąşďşĺ ŕőďăńčěąřőľ ć ăńčěąřě ňăšřĺű, őŋă ăśśőűĺăšĺćŋă, őďŋăłő, ŋě łőňňşšăšĺćŋă. İšă ăńčěąřă ŋăğżćăěšś£ ăńčěąřőľ łćăšěřŋĺőŋőć ĺ őąőğŋăůăěšś£ ůěřěğ H.

2¡šő őğŋăůăěš, ůšő ĺňěěš ňěśšő ĺğőňőřťĺğň ćěźěśšćěŋŋżţ ćěłšőřŋżţ ŕřőśšřăŋśšć W = C ⊗RV = V ⊕ i V

1.3.1. Ŋőřňă. Ŕőśłőńĳłş őŕřěďěńĺšěńĳ ŕřőĺğćěďěŋĺ£ ňăšřĺű řăćěŋ ŕřőĺğćěďěŋĺ¿ őŕřěďěńĺšěńěľ, ěćłńĺďőćă ŋőřňă ||x||^2 = ∑ x^2_ν = det(x) ŋă H ňşńĳšĺŕńĺłăšĺćŋă: ||xy|| = ||x|| ||y||, ůšő ŕřĺćőďĺš ł ń¿ąőŕżšŋőňş šőęďěśšćş

Ğăďăůă 4.4. Ďőłăęĺšě šőęďěśšćő İľńěřă^3

(x^2_1 + x^2 + x^2_3 + x^2_4) · (y^2_1 + y^2 + y^2_3 + y^2_4 ) = (x_1y_1−x_2y_2−x_3y_3−x_4y_4)^2 + + (x_1y_2+x_2y_1+x_3y_4−x_4y_3)^2 + + (x_1y_3+x_3y_1+x_4y_2−x_2y_4)^2 + + (x_1y_4+x_4y_1+x_2y_3−x_3y_2)^2

1.3.2. Śőŕř£ęěŋĺě. Ăŋšĺŋćőń¿űĺ£ ∨ őśšăćń£ěš ŋă ňěśšě e ĺ ňěŋ£ěš ğŋăł ş ňăšřĺű i, j, k, š. ě. ŕěřěćőďĺš łćăšěřŋĺőŋ q = e x_1 + i x_2 + j x_3 + k x_4 ć łćăšěřŋĺőŋ

q^∨ = ||q|| q^{−1} = e x_1 − i x_2 − j x_3 − k x_4 .

Ć šăłőň łőŋšěłśšě őŋă ŋăğżćăěšś£ łćăšěřŋĺőŋŋżň śőŕř£ęěŋĺěň.

1.3.3. Ďěńěŋĺě. Ć śĺńş śőőšŋőÿěŋĺľ Ńăŕńăśă η η^∨ = det(η) E ďń£ ń¿ąőľ ňăšřĺűż η ∈ M. Ŕő¡šőňş q q^∨ = ||q||, ĺ śńěďőćăšěńĳŋő, ćś£łĺľ ŋěŋşńěćőľ łćăšěřŋĺőŋ q őąřăšĺň q^{−1} = ||q||^{−1} q^∨ , šăł ůšő H { ¡šő ŋěłőňňşšăšĺćŋă£ ăśśőűĺăšĺćŋă£ ăńčěąřă ś ďěńěŋĺěň, š. ě. šěńő.

1.3.4. Łćăšěřŋĺőŋż ś ŋőřňőľ 1 śőśšăćń£¿š ňşńĳšĺŕńĺłăšĺćŋş¿ ŕőďčřşŕŕş ć ăńčěąřě

H . Čěőňěšřĺůěśłĺ őŋă ŕřěďśšăćń£ěš śőąőľ ěďĺŋĺůŋş¿ šř-ěţňěřŋş¿ śťěřş S^3 ⊂ R^4 = H . Ć

šěřňĺŋăţ M ¡šă čřşŕŕă śőśšőĺš ĺğ ćśěţ ňăšřĺű η, şďőćńěšćőř£¿źĺţ śőőšŋőÿěŋĺ£ň (η^h)^∨ = η (ćěźěśšćěŋŋőśšĳ) ĺ det η = 1. Ŕřĺ ŋăńĺůĺĺ ćšőřőčő, ŕěřćőě řăćŋőśĺńĳŋő řăćěŋśšćş η^h = η^{−1}, š. ě. čřşŕŕă łćăšěřŋĺőŋőć ś ŋőřňőľ 1 | ¡šő śŕěűĺăńĳŋă£ şŋĺšăřŋă£ čřşŕŕă

SU_2 = { η ∈ SL_2(C ) | η η^t = 1 } .

1.3.5. Łőňŕńěłśŋżě śšřşłšşřż ŋă ŕřőśšřăŋśšě łćăšěřŋĺőŋőć. Łćăšěřŋĺőŋż ćĺďă m = i x_2 + j x_3 + k x_4 ŋăğżćă¿šś£ ůĺśšő ňŋĺňżňĺ. Ůĺśšő ňŋĺňżě łćăšěřŋĺőŋż ŋőřňż 1 śőśšăćń£¿š ďćşňěřŋş¿ śťěřş ć šř-ěţňěřŋőň ŕřőśšřăŋśšćě ćśěţ ůĺśšő ňŋĺňżţ łćăšěřŋĺőŋőć, ĺ ćżďěń£¿šś£ ć H şśńőćĺ£ňĺ q^∨ = −q ĺ ||q|| = 1, łőšőřżě řăćŋőśĺńĳŋż őďŋőňş şřăćŋěŋĺ¿ q^2 = −1. Šăłĺň őąřăğőň, őŕěřăšőř ńěćőčő şňŋőęěŋĺ£ ŋă ń¿ąőľ ůĺśšő ňŋĺňżľ łćăšěřŋĺőŋ

m ěďĺŋĺůŋőľ ŋőřňż ğăďă-ěš łőňŕńěłśŋş¿ śšřşłšşřş ŋă ůěšżř-ěţňěřŋőň ćěźěśšćěŋŋőň ŕřőśšřăŋśšćě H ,

Ğăďăůă 4.5. Ďőłăęĺšě, ůšő 2n-ňěřŋőě ćěźěśšćěŋŋőě ćěłšőřŋőě ŕřőśšřăŋśšćő šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă ŕőńşůăěšś£ őćěźěśšćńěŋĺěň^5 n-ňěřŋőčő łőňŕńěłśŋőčő ćěłšőřŋżň ŕřőśšřăŋśšćă , łőčďă ŋă ŋ-ěň ĺňěěšś£ ćěźěśšćěŋŋő ńĺŋěľŋżľ őŕěřăšőř I, şďőćńěšćőř£¿źĺľ şśńőćĺ¿ I^2 = −Id. Şłăğăŋĺě: Őŕěřăšőř I ěśšĳ őŕěřăšőř şňŋőęěŋĺ£ ŋă łőňŕńěłśŋőě ůĺśńő i. Şňŋőęěŋĺě ŋă łőňŕńěłśŋżě ůĺśńă ćőśśšăŋăćńĺćăěšś£ ĺğ ŋěčő ŕő ťőřňşńě (x + i y) w^{def}= x w + y I(w) ∀ w ∈ W , (x + i y) ∈ C .

3İľńěř ĺśŕőńĳğőćăń ěčő ć śćő-ěň ďőłăğăšěńĳśšćě šőčő, ůšő ŕřőĺğćěďěŋĺě ďćşţ ůĺśěń, ŕřěďśšăćĺňżţ ć ćĺďě śşňňż ůěšżř-ěţ łćăďřăšőć, šőęě ŕřěďśšăćĺňő ć šăłőň ćĺďě

5š. ě. śşęěŋĺěň ŕőń£ łőŋśšăŋš ś C ďő R ⊂ C

4 Ńěłűĺ£ 4: Śŕĺŋőřż, łćăšěřŋĺőŋż, čřşŕŕż ĺ ăńčěąřż Ńĺ^7.

őšŋőśĺšěńĳŋő łőšőřőľ H = C ⊕ C^⊥ , čďě ŕěřćőě śńăčăěňőě | ¡šő ćěźěśšćěŋŋă£ ńĺŋěľŋă£ őąőńőůłă ćěłšőřőć e ĺ m, őšőęďěśšćń-ěŋŋă£ ś ŕőńěň C ŕőśřěďśšćőň őšőąřăęěŋĺ£ {1, i} −→ {e, m} , ă ćšőřőě śşšĳ ěćłńĺďőćő őřšőčőŋăńĳŋőě ďőŕőńŋěŋĺě ł ŕěřćőňş ĺ £ćń£ěšś£ őďŋőňěřŋżň łőňŕńěłśŋżň ćěłšőřŋżň ŕřőśšřăŋśšćőň, ŋă łőšőřőň şňŋőęěŋĺě ŋă łőňŕńěłśŋżě ůĺśńă őŕřěďěń£ěšś£ łăł ńěćőě şňŋőęěŋĺě ŋă łćăšěřŋĺőŋż ĺğ ŕěřćőčő śńăčăěňőčő C (őŋő ŕěřěćőď£š C^⊥ ć śěą£, ŕőśłőńĳłş ńěćőě şňŋőęěŋĺě ĺ ŋă e ĺ ŋă m śőţřăŋ£¿š ěćłńĺďőćş ŋőřňş, ă ś ŋěľ ĺ őřšőčőŋăńĳŋőśšĳ).

Ŕřőĺğćőńĳŋő ťĺłśĺřőćăć ůĺśšő ňŋĺňżľ łćăšěřŋĺőŋ n∈C^⊥ ś ||n|| = 1, ňż ňőęěň ŕĺśăšĳ

H = C ⊕ C n = { z1 + z2 n | z1, z2 ∈ C = R e + R m} .

Ŕőśłőńĳłş mn = −mn = −n m = n m, ňż ćĺďĺň, ůšő ńěćőě ĺ ŕřăćőě łćăšěřŋĺőŋŋőě şňŋőęěŋĺě ŋă łőňŕńěłśŋżě ůĺśńă ść£ğăŋż śőőšŋőÿěŋĺěň zn = nz. Ŕő¡šőňş z q = q z , ∀ z ∈ C , q ∈ C^⊥ . Ĺŋăůě čőćőř£, ŕřăćőě łćăšěřŋĺőŋŋőě şňŋőęěŋĺě ¡ńěňěŋšőć ĺğ C^⊥ ŋă z ∈ C śőőšćěšśšćşěš şňŋőęěŋĺ¿ ćěłšőřőć őďŋőňěřŋőčő łőňŕńěłśŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă C^⊥ ŋă śőŕř£ę-ěŋŋżě łőňŕńěłśŋżě ůĺśńă z (^6).

1.4. Ŋăłřżšĺě SU2 -- SO3. Řăśśňőšřĺň ďěľśšćĺě čřşŕŕż SU2 = S^3 łćăšěřŋĺőŋőć ěďĺŋĺůŋőľ ŋőřňż śőŕř£ęěŋĺ£ňĺ ŋă H :

q : x −→ q x q^{−1} , q ∈ S^3 = SU_2 , x ∈H .

Ŕőśłőńĳłş šăłĺě śőŕř£ęěŋĺ£ śőţřăŋ£¿š ěćłńĺďőćş ŋőřňş (ďěšěřňĺŋăŋš) ĺ őśšăćń£¿š ŋă ňěśšě ěďĺŋĺűş e, őŋĺ ŕěřěćőď£š ć śěą£ őřšőčőŋăńĳŋőě ďőŕőńŋěŋĺě ł ŋěľ | šř-ěţňěřŋőě ćěźěśšćěŋŋőě ŕřőśšřăŋśšćő e^⊥ ůĺśšő ňŋĺňżţ łćăšěřŋĺőŋőć. Ć řěğşńĳšăšě ćőğŋĺłăěš čőňőňőřťĺğň čřşŕŕ SU_2 Ad−−−→ O_3 = O(e^⊥).

Ğăďăůă 4.6. Ŕřőćěřĳšě, ůšő ć łőőřďĺŋăšăţ őŋ ğăďă-ěšś£ ťőřňşńőľ ( x_1 + i x_2 x_3 + i x_4 −x_3 + i x_4 x_1 − i x_2 ) Ad−→ x^2_1 + x^2 − x^2_3 − x^2_4 2 (x_1x_4 + x_2x_3) 2 (x_2x_4 − x_1x_3) 2 (x_2x_3 − x_1x_4) x^2_1 − x^2 + x^2_3 − x^2_4 2 (x_3x_4 + x_1x_2) 2 (x_2x_4 + x_1x_3) 2 (x_3x_4 − x_1x_2) x^2_1 − x^2 − x^2_3 + x^2_4 .

čďě ∑ |x_ν|^2 = 1.

1.4.1. Şšćěřęďěŋĺě. imAd = SO3 ĺ ker Ad = {±E} ≃ Z/2Z.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŕőśłőńĳłş śőŕř£ęěŋĺě łćăšěřŋĺőŋőň q šőęďěśšćěŋŋő ďěľśšćşěš ŋă ćěźěśšćěŋŋőľ ďćşňěřŋőľ ŕńőśłőśšĺ π, ŕřőţőď£źěľ ůěřěğ 1 ĺ q, őŕěřăšőř Ad (q) šőęďěśšćěŋŋő ďěľśšćşěš ŋă ŕř£ňőľ, ćżśěłăěňőľ ŕńőśłőśšĳ¿ π ć ŕřőśšřăŋśšćě ůĺśšő ňŋĺňżţ łćăšěřŋĺőŋőć. İšă ŕř£ňă£ ŕěřěśěłăěšś£ śő śťěřőľ ůĺśšő ňŋĺňżţ łćăšěřŋĺőŋőć ěďĺŋĺůŋőľ ďńĺŋż ŕő ć ďćşţ

6ć ůăśšŋőśšĺ, ăŋăńőčĺůŋő šőňş, łăł C ŕőńşůăěšś£ ĺğ R, šěńő łćăšěřŋĺőŋőć H ňőęŋő ćőśŕřĺŋĺňăšĳ łăł řěğşńĳšăš ŋěłőňňşšăšĺćŋőčő ďćşňěřŋőčő řăśÿĺřěŋĺ£ ŕőń£ C , š. ě. łăł ňŋőęěśšő śĺňćőńőć ćĺďă z_1 + z_2m, ŕěřěňŋőęăěňżţ ŕő ŕřăćĺńăň (z_1 + z_2 m)(ζ_1 + ζ_2 m) = (z_1ζ_1 − z_2ζ_2) + (z_1ζ_2 + z_2ζ_1) m

šőůłăţ ±m. Ććőď£ ŋă H łőňŕńěłśŋş¿ śšřşłšşřş {1, i} −→ {e, m}, ňż őšőęďěśšćń£ěň π ś ŕőńěň C , ă őřšőčőŋăń π^⊥ { ś őďŋőňěřŋżň łőňŕńěłśŋżň ŕřőśšřăŋśšćőň, ŋă łőšőřőň ńěćőě ĺ ŕřăćőě şňŋőęěŋĺ£ ŋă łćăšěřŋĺőŋż ĺğ π, ĺŋšěřŕřěšĺřş¿šś£, śőőšćěšśšćěŋŋő, łăł şňŋőęěŋĺ£ ćěłšőřőć ŋă łőňŕńěłśŋżě ůĺśńă z ĺ z, z ∈ C = π. Ć ůăśšŋőśšĺ, Ad (q) ďěľśšćşěš ŋă π^⊥ łăł şňŋőęěŋĺě ŋă łőňŕńěłśŋőě ůĺśńő q^2, š. ě. ŕřěďśšăćń£ěš śőąőľ ŕőćőřőš ŕńőśłőśšĺ π^⊥ ŋă şčőń 2 Arg (q).

Šăłĺň őąřăğőň, im(Ad ) śőśšőĺš ĺğ ćśěćőğňőęŋżţ ŕőćőřőšőć ćőłřşč ŕř£ňżţ, š. ě. śőćŕăďăěš ś SO_3. Ŕőśłőńĳłş ŕőőřőšż ŕřőĺğćőď£šś£ ŋă şďćőěŋŋżě şčńż Arg (q), őďŋőňş ŕőćőřőšş śőőšćěšśšćş¿š řőćŋő ďćă łćăšěřŋĺőŋă ±q. � 1.5. Ŋăłřżšĺě SU2 × SU2 -- SO_4. Őąőąźă£ ŕřěďżďşźĺě řăśśşęďěŋĺ£, řăśśňőšřĺň ŋă

H ďěľśšćĺě čřşŕŕż SU2 × SU2:

(q_1, q_2) : x −→ q_1 x q^{−1}_2 , q_1, q_2 ∈ S^3 = SU_2 , x ∈H .

İšő ďěľśšćĺě £ćń£ěšś£ čőňőňőřťĺğňőň ĺğ SU_2 ×SU_2 ć čřşŕŕş O_4 ćśěţ ěćłńĺďőćżţ ĺğőňěšřĺľ ŕřőśšřăŋśšćă H ≃ R^4.

1.5.1. Şšćěřęďěŋĺě. Ŕřĺ ¡šőň čőňőňőřťĺğňě SU2 × SU2 ¡ŕĺňőřťŋő ŋăłřżćăěš SO4 ś £ďřőň {±E} ≃ Z/2Z. Ďőłăğăšěńĳśšćő. Őŕěřăšőř x −→ q1 x q^{−1}_2 = q1q^{−1}_2 q2xq^{−1}_2 £ćń£ěšś£ łőňŕőğĺűĺěľ ńěćőčő şňŋőęěŋĺ£ ŋă łćăšěřŋĺőŋ q_1q^{−1}_2 ∈ S^3 ĺ śőŕř£ęěŋĺ£ łćăšěřŋĺőŋőň q_2 ∈ S^3.

Ğăďăůă 4.7. Şąěďĺšěśĳ, ůšő őŕěřăšőř ńěćőčő şňŋőęěŋĺ£ ŋă łćăšěřŋĺőŋ ěďĺŋĺůŋőľ ďńĺŋż ńěęĺš ć SO_4 (š. ě. śőţřăŋ£ěš őřĺěŋšăűĺ¿).

Ćšőřőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě őśšăćń£ěš ŋă ňěśšě e ∈ H ĺ ŕřěďśšăćń£ěš śőąőľ őŕěřăšőř ĺğ čřşŕŕż SO_3 ⊂ SO_4 őřšőčőŋăńĳŋżţ ŕřěőąřăğőćăŋĺľ ŕřőśšřăŋśšćă e^⊥ ůĺśšő ňŋĺňżţ łćăšěřŋĺőŋőć. Šăłĺň őąřăğőň, őąřăğ SU_2 × SU_2 ńěęĺš ć SO_4.

Ŋăőąőřőš, ćś£łĺľ őŕěřăšőř f ∈ SO_4 ěďĺŋśšćěŋŋżň őąřăğőň ŕřěďśšăćń£ěšś£ ć ćĺďě łőňŕőğĺűĺĺ f = λ_q∘ ~f őŕěřăšőřă ńěćőčő şňŋőęěŋĺ£ ŋă łćăšěřŋĺőŋ q = f(e) ĺ őŕěřăšőřă ~f = λ^{−1}_q ∘f, őśšăćń£¿źěčő ŋă ňěśšě e, ĺ ŕőšőňş ńěęăźěčő ć SO_3 = SO(e^⊥) ⊂ SO_4. Śőčńăśŋő Şšć.1.4.1, śşźěśšćşěš ěďĺŋśšćěŋŋżľ ś šőůŋőśšĳ¿ ďő ğŋăłă łćăšěřŋĺőŋ h ∈ S^3, šăłőľ ůšő ~f (x) = h x h−1 ∀ x ∈ , H . Ŋő šőčďă f(x) = qh x h−1, š. ě. f ŕőŕăďăěš ć őąřăğ SU_2 × SU_2, ĺ ěčő ŕřőőąřăğ (qh, h) őŕřěďěń-ěŋ őďŋőğŋăůŋő ś šőůŋőśšĳ¿ ďő ğŋăłă. � Ğăďăůă 4.8. Ŕőłăęĺšě, ůšő łăł šőŕőńőčĺůěśłőě ŕřőśšřăŋśšćő SO_4 = S^3 × SO_3.

1.6. Ŕőďăńčěąřż Ńĺ. Ćěłšőřŋőě ŕőďŕřőśšřăŋśšćő ć ňăšřĺůŋőľ ăńčěąřě ŋăğżćăěšś£ ŕőď-

ăńčěąřőľ Ńĺ, ěśńĺ ćňěśšě ś łăęďżňĺ ďćşň£ ňăšřĺűăňĺ x, y őŋő śőďěřęĺš ĺ ĺţ łőňňşšăšőř [x, y] = xy − yx. Ğăďăůă 4.9. Ďőłăęĺšě, ůšő łőňňşšăšőřż ąěśśńěďŋż: tr ([xy]) = 0 ∀ x, y.

Ňŋőęěśšćő ćśěţ ąěśśńěďŋżţ ňăĺšřĺű řăğňěřă n×n ŋăď ŕőńěň k śőśšăćń£ěš ŕőďăńčěąřş Ńĺ, łőšőřă£ őąőğŋăůăěšś£ sl_n(k). Ěśńĺ n ŋě ďěńĺšś£ ŋă ţăřăłšěřĺśšĺłş őśŋőćŋőčő ŕőń£ k, ńĺŋěľŋżľ őŕěřăšőř x −→ x − 1 n tr (x)

ŕřőěłšĺřşěš ćśě ňăšřĺűż ŋă ąěśśńěďŋżě ćďőńĳ śłăń£řŋżţ ĺ ğăďă-ěš łăŋőŋĺůěśłőě řăğńőęěŋĺě ňăšřĺůŋőľ ăńčěąřż ć ŕř£ňş¿ śşňňş őďŋőňěřŋőľ łőňňşšăšĺćŋőľ ŕőďăńčěąřż čőňőšěšĺľ ĺ ŕőďăńčěąřż Ńĺ sl.

6 Ńěłűĺ£ 4: Śŕĺŋőřż, łćăšěřŋĺőŋż, čřşŕŕż ĺ ăńčěąřż Ńĺ^8.

Ć ŋăÿěň śńşůăě ĺňěěň M = C e ⊕ sl_2(C ), čďě ćšőřőě śńăčăěňőě ŕőřőęďăěšś£ ŋăď C ňăšřĺűăňĺ i, j, k ĺğ (1-1). Őšňěšĺň, ůšő ¡šő řăğńőęěŋĺě ĺŋćăřĺăŋšŋő őšŋőśĺšěńĳŋő ćěźěśšćěŋŋőľ śšřşłšşřż σ. Šř-ěţňěřŋőě ćěźěśšćěŋŋőě ŕřőśšřăŋśšćő Re (sl_2(C )) śőśšőĺš ĺğ ćśěţ ňăšřĺű ćĺďă x = ( i x_2 x_3 + i x_4 −x_3 + i x_4 −i x_2 ) , x_ν ∈ R , š. ě. ćśěţ łőśő¡řňĺšőćżţ ňăšřĺű śő śńěďőň ŋşńĳ. Őŋő őąőğŋăůăěšś£ su_2 ĺ ŕőřőęďăěšś£ ŋăď

R ćś-ě šěňĺ ęě ňăšřĺűăňĺ i, j, k. Śőčńăśŋő ğăď.4.3, őŋĺ łőňňşšĺřş¿š ŕő ŕřăćĺńăň

[i, j] = 2 k , [j, k] = 2 i , [k, i] = 2 j , (1-3)

šăł ůšő su_2 ŕřěďśšăćń£ěš śőąőľ šř-ěţňěřŋş¿ ćěźěśšćěŋŋş¿ ăńčěąřş Ńĺ, łőňŕńěłśĺťĺłăűĺ£ łőšőřőľ | šř-ěţňěřŋă£ łőňŕńěłśŋă£ ăńčěąřă Ńĺ sl_2(C ). 1.7. Ĺğőňőřťĺğň ~^2M^{(λ+,λ−)}−−−−−−→ sl2(C ) ⊕ sl2(C ). Őšőąřăęěŋĺ£ λ_+(η ∧ ζ) −→ ζ^∨η − η^∨ζ λ_−(η ∧ ζ) −→ ζ η^∨ − η ζ^∨ (1-4)

ďěľśšćş¿š ĺğ ~^2M ć ŕőďăńčěąřş Ńĺ ąěśśńěďŋżţ őŕěřăšőřőć sl_2(C ) ⊂ M. Őąřăğż śšăŋďăřšŋżţ ąăğĺśŋżţ ćěłšőřőć ~^2M, ŕřőĺśţőď£źĺţ ĺğ łćăšěřŋĺőŋŋőčő ąăğĺśă e, i, j, k, ŕřĺ ¡šőň śşšĳ

λ_+(e ∧ i) = −λ_−(e ∧ i) = 2 i λ_+(e ∧ j) = −λ_−(e ∧ j) = 2 j λ_+(e ∧ k) = −λ_−(e ∧ k) = 2 k

−λ_+(i ∧ j) = λ_−(i ∧ j) = 2 k −λ_+(j ∧ k) = λ_−(j ∧ k) = 2 i −λ_+(k ∧ i) = λ_−(k ∧ i) = 2 j

Šăłĺň őąřăğőň, im(λ_+) = im(λ_−) = sl_2(C ), šőčďă łăł ker(λ_+) ĺ ker(λ_−) śşšĳ ďćă ďőŕőńŋĺšěńĳŋżţ šř-ěţňěřŋżţ ŕőďŕřőśšřăŋśšćă, ŕőřőęď-ěŋŋżţ, śőőšćěšśšćěŋŋő, ąĺćěłšőřăňĺ e ∧ i + j ∧ k , e ∧ j + k ∧ i , e ∧ k + i ∧ j ∈ ker λ_+ e ∧ i − j ∧ k , e ∧ j − k ∧ i , e ∧ k − i ∧ j ∈ ker λ_+ Őšňěšĺň, ůšő λ_± ĺğőňőřťŋő őšőąřăęăěš ker(λ_∓) ŋă sl_2(C ), ŕěřěćőď£ ŋăŕĺśăŋŋżě ćżÿě őąřăğş¿źĺě ć şůěšćěř-ěŋŋżě ąăğĺśŋżě łćăšěřŋĺőŋż. Šăłĺň őąřăğőň, λ_+ ⊕ λ_− şśšăŋăćńĺćăěš ĺğőňőřťĺğň ~^2M ≃ sl_2(C ) ⊕ sl_2(C ) .

1.8. Śŕĺŋőřż. Řăśśňőšřĺň ďćă ďćşňěřŋżţ łőňŕńěłśŋżţ ćěłšőřŋżţ ŕřőśšřăŋśšćă U± ĺ ğăťĺłśĺřşěň ¡řňĺšőćş ťőřňş h_± ŋă łăęďőň ĺğ ŋĺţ, ă šăłęě ĺğőňőřťĺğň ~^2U_−^{d∼}−−→ ~^2U_+ ňěęďş ĺţ ćŋěÿŋĺňĺ śšěŕěŋ£ňĺ, śőčńăśőćăŋŋżľ ś ¡řňĺšőćżňĺ śšřşłšşřăňĺ ć šőň śňżśńě, ůšő śşźěśšćşěš ąĺćěłšőř e^−_1 ∧ e^−_2 , ŕőśšřőěŋŋżľ ŕő őřšőŋőřňăńĳŋőňş ąăğĺśş ťőřňż h_−, łőšőřżľ ŕěřěćőďĺšś£ ĺň ć ąĺćěłšőř e^+_1 ∧ e^+_2 , ŕőśšřőěŋŋżľ ŕő őřšőŋőřňăńĳŋőňş ąăğĺśş ťőřňż h_+. Őřšőŋőřňăńĳŋżě ąăğĺśż {e^±_1 , e^±_2 } ⊂ U_± ś šăłĺň śćőľśšćőň ŋăğżćă¿šś£ śőčńăśőćăŋŋżňĺ. Ŕřőśšřăŋśšćă U_± ćňěśšě ś ŋăąőřőň ďăŋŋżţ {h_±, d} ŋăğżćă¿šś£ ŕřőśšřăŋśšćăňĺ ± - śŕĺŋőřőć.

Őšőęďěśšćń££ őŕěřăšőřż ś ĺţ ňăšřĺűăňĺ ć śőčńăśőćăŋŋżţ ąăğĺśăţ, ňż ŕőńşůăěň ĺğőňőřťĺğňż ăńčěąřż łőňŕńěłśŋżţ 2 × 2 ňăšřĺű M ś ăńčěąřăňĺ End(U_−) ĺ End(U_+), ă šăłęě ś ćěłšőřŋżňĺ ŕřőśšřăŋśšćăňĺ W = Hom(U_−, U_+) ĺ W^∗ = Hom(U_+, U_−). Ŕřĺ ¡šőň řăśśňőšřěŋŋżě ćżÿě śšřşłšşřż ŋă M ŕřěőąřěšă¿š čěőňěšřĺůěśłş¿ ĺŋšěřŕřěšăűĺ¿, ś łőšőřőľ ňż şęě ĺňěńĺ ďěńő ć łőŋűě šřěšĳěľ ńěłűĺĺ.

Ğăďăůă 4.10. Ŕřőćěřĳšě. ůšő ďěń-ěŋŋă£ ŋă 2 ŕőńŋă£ ść-ěřšłă ňěęďş ďćőľśšćěŋŋżňĺ ćěłšőřŋżňĺ ŕřőśšřăŋśšćăňĺ W = U^∗_− ⊗ U_+ ĺ W^∗ = U_− ⊗ U^∗_+ ć šěřňĺŋăţ ňăšřĺű őğŋăůăěš śŕăřĺćăŋĺě ⟨ η , ζ ⟩ = 1 2 tr (ηζ) = 1 2 tr (ζη).

Ğăďăůă 4.11. Ďőłăęĺšě, ůšő śőŕőśšăćń££ őŕěřăšőřş U_−^η−−→ U_−, U_−^η−−→ U_+ ĺńĺ U_−^η−−→ U_+ ¡řňĺšőćő śőŕř£ę-ěŋŋżľ őŕěřăšőř^9 U_−^{ηh}←−−− U_−, U_−^{ηh}←−−− U_+ ĺńĺ U_−^{ηh}←−−− U_+, ňż ć šěřňĺŋăţ ňăšřĺű ŕőńşůĺň C -ăŋšĺńĺŋěľŋş¿ ăŋšĺĺŋćőń¿űĺ¿ h ĺğ n^o 1.1, ĺŋďşűĺřş¿źş¿ ŋă M ¡řňĺšőćş ťőřňş ( ∗ , ∗ )_h.

Ğăďăůă 4.12. Ďőłăęĺšě, ůšő šěŋğőř d ∈ Hom(~^2U_+, ~^2U_−) = C d, łăŋőŋĺůěśłĺ ćńőęěŋŋżľ ć S^2W^∗ ć śőőšćěšśšćĺĺ ś řăğńőęěŋĺěň W^{∗⊗2} = Hom(W, W^∗) ŕő šĺŕăň śĺňňěšřĺĺ

W^∗ ⊗ W^∗ ∼= U^∗_+ ⊗ U^∗_+ ⊗ U_− ⊗ U_− ∼= ( S^2U^∗_+ ⊕ ~^2U^∗_+ ) ⊗ ( S^2U_− ⊕ ~^2U_− ) ∼ = ∼= ( S^2U^∗_+ ⊗ ~^2U_− ) ⊕ ( ~^2U^∗_+ ⊗ S^2U_− ) Λ2W^∗

⊕ Hom(~^2U_+, ~^2U_−) ⊕ Hom(S^2U_+, S^2U_−) S2W^∗ ,

ĺ řăśśňăšřĺćăěňżľ łăł łőřřěń£űĺ£ Hom(U_−, U_+) = W^∼←→ W^∗ = Hom(U_+, U_−), ŋă £ğżłě ňăšřĺű ĺğőąřăęăěšś£ C -ńĺŋěľŋőľ ăŋšĺĺŋćőń¿űĺěľ ∨ ĺğ n^o 1.1 ĺ ĺŋďşűĺřşěš ŋă M śĺňňěšřĺůŋş¿ ťőřňş ( ∗ , ∗ ).

Ğăďăůă 4.13. Őąőğŋăůĺň ůěřěğ ad(U_±) ⊂ End(U_±) ŕőďăńčěąřş Ńĺ ćśěţ ąěśśńěďŋżţ ¡ŋďőňőřťĺğňőć. Şąěďĺšěśĳ, ůšő ĺňěěš ňěśšő łăŋőŋĺůěśłĺľ ĺğőňőřťĺğň

~^2W^{∗ (λ+,λ−)} −−−−−−→ ad(U_+) ⊕ ad(U_−) , čďě ~^2Hom(U_+, U_−)^{λ±}−−−→ ad(U_±) ğăďăŋż ŕřăćĺńăňĺ (1-4).

Ğăďăůă 4.14. Şąěďĺšěśĳ, ůšő ŕőďŕřőśšřăŋśšćă ker λ_± ⊂ ~^2W^∗ śőćŕăďă¿š ś řăśśňăšřĺćăćÿĺňĺś£ ć łőŋűě ŕřőÿńőľ ńěłűĺĺ ŕőďŕřőśšřăŋśšćăňĺ ~_± ăćšőďşăńĳŋżţ ĺ ăŋšĺăćšőďşăńĳŋżţ ąĺćěłšőřőć őšŋőśĺšěńĳŋő ğć-ěğďőůłĺ Ţőďęă, ŕőśšřőěŋŋőľ ŕő łćăďřăšĺůŋőľ ťőřňě d = det.

1.8.1. Śŕĺŋőřŋőě řăğńőęěŋĺě. Ŕşśšĳ V | ćěźěśšćěŋŋőě ůěšżř-ěţňěřŋőě ěćłńĺďőćő ŕřőśšřăŋśšćő, ĺ VC = C ⊗RV | ěčő łőňŕńěłśĺťĺłăűĺ£. C -ńĺŋěľŋżľ ĺğőňőřťĺğň VC^∼−−→ W =Hom(U−, U+) ŋăğżćăěšś£ śŕĺŋőřŋżň řăğńőęěŋĺěň V , ěśńĺ őŋ őšőęďěśšćń£ěš ąĺńĺŋěľŋőě ĺ ¡řňĺšőćő ŕřőďőńęěŋĺ£ ěćłńĺďőćă śłăń£řŋőčő ŕřőĺğćěďěŋĺ£ ś V ŋă VC śőőšćěšśšěŋŋő ś ŕőń£řĺğăűĺěľ ďěšěřňĺŋăŋšă (·, ·) ĺ ¡řĺšőćőľ ťőřňőľ (·, ·)_h ŋă W . Śăňő ćěźěśšćěŋŋőě ŕřőśšřăŋśšćő V ŕřĺ ¡šőň ăćšőňăšĺůěśłĺ őšőęďěśšćĺšś£ ś ćěźěśšćěŋŋżň ŕőďŕřőśšřăŋśšćőň ć W , š. ě. ś łćăšěřŋĺőŋă- ňĺ. 1.8.2. Śŕĺŋőřŋżě čřşŕŕż. Čřşŕŕă GL(U+) × GL(U−) ďěľśšćşěš ğăňěŋăňĺ łőőřďĺŋăš ŋă ŋăąőřż ďăŋŋżţ { U_± , h_± , d }, ğăďă¿źĺě śŕĺŋőřŋőě řăğńőęěŋĺě. Ă ĺňěŋŋő, ŕăřă őŕěřăšőřőć (f_+, f_−) ŕěřěćőďĺš śőčńăśőćăŋŋş¿ ŕăřş ąăğĺśőć e^+ ĺ e^− ć ŕăřş ąăğĺśőć f_+ (e^+) ĺ f_− (e^−),

9őŋ őŕřěďěń£ěšś£ řăćěŋśšćőň h_?(u, ηv) = h_?(η^hu, v) ∀ u, v

8 Ńěłűĺ£ 4: Śŕĺŋőřż, łćăšěřŋĺőŋż, čřşŕŕż ĺ ăńčěąřż Ńĺ^{11}.

¡řňĺšőćż ťőřňż h_± | ć ťőřňż f_±h_±f^t_±, ă šěŋğőř d { ć det f_+ d det f^{−1}_− . Ňăłśĺňăńĳŋă£ ŕőďčřşŕŕă ć GL(U_+) × GL(U_−), śőţřăŋ£¿źă£ őąě ¡řňĺšőćż ťőřňż h_± ĺ šěŋğőř d, ŋăğżćăěšś£ łőňŕńěłśŋőľ śŕĺŋőřŋőľ čřşŕŕőľ ĺ őąőğŋăůăěšś£ SpinC (4). Őŋă śőśšőĺš ĺğ ćśěćőğňőęŋżţ ŕăř şŋĺšăřŋżţ ňăšřĺű ś őďĺŋăłőćżň ďěšěřňĺŋăŋšőň:

SpinC (4) = {(f_+, f_−) ∈ U(2) × U(2) | det f_+ = det f_− } .

Ğăďăůă 4.15. Ďőłăęĺšě, ůšő SpinC (4) ěśšĳ őąřăğ ¡ŕĺňőřťŋőčő čőňőňőřťĺğňă SU(U_+) × SU(U_−) × U(1)^{(f+,f−,ϑ)−→(ϑ f+,ϑ f−)} −−−−−−−−−−−−−−−−−→ U(U_+) × U(U_−) , £ďřő łőšőřőčő ěśšĳ Z/2Z∼= { ±(Id, Id, Id) }.

SpinC (4) ďěľśšćşěš ŋă W ŕő ŕřăćĺńş (f_+, f_−) : η −→ f_+ η f^{−1}_− , śőţřăŋ££ ąĺńĺŋěľŋş¿ ĺ ¡řňĺšőćş ťőřňż, ă ś ŋĺňĺ ĺ ćěźěśšćěŋŋş¿ śšřşłšşřş. İšő ďěľśšćĺě ŋě £ćń£ěšś£ śćőąőďŋżň: ŕăřż čőňőšěšĺľ ś őďĺŋăłőćżň łő¡ťťĺűĺěŋšőň ϑ ∈U(1) ďěľśšćş¿š šřĺćĺăńĳŋő, šăł ůšő őąřăğ SpinC (4) ć End(W ) śőćŕăďăěš ś őąřăğőň ŕőďčřşŕŕż SU(U_+) × SU(U_−) ⊂ SpinC (4), łőšőřă£ ć ¡šőň łőŋšěłśšě ŋăğżćăěšś£ ćěźěśšćěŋŋőľ śŕĺŋőřŋőľ čřşŕŕőľ ĺ őąőğŋăůăěšś£ Spin (4). Ć Şšć.1.5.1 ňż ćĺďěńĺ, ůšő őčřăŋĺůěŋĺě ¡šőčő ďěľśšćĺ£ ŋă ćěźěśšćěŋŋőě ŕőďŕřőśšřăŋśšćő Re (W ) ďă-ěš ¡ŕĺňőřťĺğň Spin (4) -- SO(Re (W )) ś £ďřőň Z/2Z.

Ğăďăůă 4.16. Ďőłăęĺšě, ůšő ĺňěěšś£ šőůŋă£ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ čřşŕŕ

1^⊂ - U(1)^{⊂ ϑ−→(ϑ,ϑ)} - SpinC (4) -- SO_4 -- 1

x2. Čřşŕŕż ĺ ăńčěąřż Ńĺ.

2.1. Čřşŕŕż Ńĺ Šőŕőńőčĺůěśłă£ čřşŕŕă | ¡šő čřşŕŕă G, ŋăďěń-ěŋŋă£ šăłőľ šőŕőńőčĺěľ, ć łőšőřőľ őšőąřăęěŋĺ£ şňŋőęěŋĺ£ G × G −→ G ĺ ćğ£šĺ£ őąřăšŋőčő ¡ńěňěŋšă G −→ G ŋěŕřěřżćŋż. Ěśńĺ G | (ćěźěśšćěŋŋőě) čńăďłőě ňŋőčőőąřăğĺěň, ă ¡šĺ őšőąřăęěŋĺ£ | čńăďłĺě, šő G ŋăğżćăěšś£ čřşŕŕőľ Ńĺ. Ŋăŕřĺňěř, čřşŕŕż GL_n(R) ĺ GL_n(C ) £ćń£¿šś£ čřşŕŕăňĺ Ńĺ.

Ğăďăůă 4.17. Ďőłăęĺšě, ůšő čřşŕŕż PGL_n(R) ĺ PGL_n(R) šăłęě £ćń£¿šś£ čřşŕŕăňĺ Ńĺ Ěśńĺ čřşŕŕă Ńĺ G £ćń£ěšś£ łőňŕńěłśŋő ăŋăńĺšĺůěśłĺň ňŋőčőőąřăğĺěň, ă şňŋőęěŋĺě ĺ őąřăźěŋĺě | łőňŕńěłśŋő ăŋăńĺšĺůěśłĺňĺ őšőąřăęěŋĺ£ňĺ, šő G ŋăğżćăěšś£ łőňŕńěłśŋőľ čřşŕŕőľ Ńĺ. Ŋăŕřĺňěř, GL_n(C ) ĺ PGL_n(C ) | ¡šő łőňŕńěłśŋě čřşŕŕż Ńĺ. Ŕőď čőňőňőřťĺğňăňĺ čřşŕŕ Ńĺ ćśěčďă ŕőďřăğşňěćă¿šś£ čńăďłĺě (ă ďń£ łőňŕńěłśŋżţ čřşŕŕ { ăŋăńĺšĺůěśłĺě) čőňőňőřťĺğňż. Şśńőćĺňś£ ůěřěğ D_g(F ) őąőğŋăůăšĳ ďĺťťěřěŋűĺăń őšőąřăęěŋĺ£ F ć šőůłě g. Ć ńőłăńĳŋżţ łőőřďĺŋăšăţ (x_1, x_2, . . . , x_n) ć őłřěśšŋőśšĺ g ďěľśšćĺě ďĺťťěřěŋűĺăńă ŋă łăśăšěńĳŋżľ ćěłšőř

śőśšőĺš ć şňŋőęěŋĺĺ śšőńąűă łőőřďĺŋăš ćěłšőřă śńěćă ŋă ňăšřĺűş §łőąĺ ( ∂ ∂x_j | | |_g F^i ) , ć łő-

šőřőľ F_i { ¡šő ťşŋłűĺĺ, ğăďă¿źĺě łőőřďĺŋăšż őąřăğă őšőąřăęěŋĺ£ F ć őłřěśšŋőśšĺ šőůłĺ F (g). 2.1.1. Ŕřĺňěř. Őšőąřăęěŋĺě GLn^{det}−−−→ GL1 £ćń£ěšś£ čőňőňőřťĺğňőň čřşŕŕ Ńĺ. Ąěř£ ć łăůěśšćě łőőřďĺŋăš ŋă GL_n ňăšřĺůŋżě ¡ńěňěŋšż x_{ij}, ĺ řăğńăčă£ őŕřěďěńĺšěńĳ ŕő i-šőľ śšřőłě, ŋăţőďĺň ∂ ∂x_{ij} det X = ∂ ∂x_{ij} ( ∑ ν x_{iν} X_{iν} ) = X_{ij} , čďě X_{ij} śşšĳ ăńčěąřăĺůěśłőě ďőŕőńŋěŋĺě ďő (ij)-šőčő ¡ńěňěŋšă ć ňăšřĺűě X = (x_{ij}). Šăłĺň

őąřăğőň, £łőąĺěćă ňăšřĺűă

∂ det ∂x_{ij} | | | g , ŕřěďśšăćń£¿źă£ śőąőľ śšřőłş ďńĺŋż n^2, ĺňěěš śćőĺňĺ

łőňŕőŋěŋšăňĺ ¡ńěňěŋšż ŕřĺśőěďĺŋ-ěŋŋőľ ł g ňăšřĺűż g^∨, ůšő őążůŋő ğăŕĺśżćă¿š^{10} ć ćĺďě D_g(det) = g^∨. Ć ůăśšŋőśšĺ, ć ěďĺŋĺűě ğŋăůěŋĺě D_e(det) ŋă łăśăšěńĳŋőň ćěłšőřě ś łőőřďĺŋăšăňĺ X = (x_{ij}) řăćŋő ∑ x_{ii} = tr X.

2.2. Cďćĺčĺ ĺ śőŕř£ęěŋĺě. Şśńőćĺňś£ őąőğŋăůăšĳ ůěřěğ G^{λg}−−→ G őšőąřăęěŋĺě ńěćőčő şňŋőęěŋĺ£ ŋă g: h −→ gh, ůěřěğ G^{ϱg}−−→ G | ŕřăćőě şňŋőęěŋĺě ŋă g^{−1}: h −→ hg^{−1}, ă ůěřěğ G^{σg}−−→ G { śőŕř£ęěŋĺě λ_g ∘ϱ_g = ϱ_g∘λ_g: h −→ ghg^{−1}. Ŕřĺ ń¿ąőň g ćśě šřĺ őšőąřăęěŋĺ£ £ćń£¿šś£ ďĺťťěőňőřťĺğňăňĺ čřşŕŕż G ŋă śěą£.

Ğăďăůă 4.18. Şąěďĺšěśĳ, ůšő ć čřşŕŕě G = GL_n ďěľśšćĺě ďěľśšćĺě ďĺťťěřěŋűĺăńőć D_h(λ_g), D_h(ϱ_g) ĺ D_h(σ_g) ŋă łăśăšěńĳŋżľ ćěłšőř X = (x_{ij}) ∈ T_hG ŋě ğăćĺśĺš őš h ĺ ŕěřěćőďĺš X, śőőšćěšśšćěŋŋő, ć g X, X g^{−1} ĺ g X g^{−1}.

Ďĺťťěřěŋűĺřş£ řăćěŋśšćő λ_g ∘λ_g−1 = Id_G, ŕőńşůăěň, ůšő D_g−1_h(λ_g)∘D_h(λ_g−1 = IdT_hG ěśšĳ šőęďěśšćěŋŋőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě łăśăšěńĳŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă T_hG ďń£ ń¿ąőčő h. Ć ůăśšŋőśšĺ ńĺŋěŋżľ őŕěřăšőř D_h(λ_g) ćśěčďă ŋěćżřőęďěŋ.

2.3. Ŕőďčřşŕŕż Ńĺ. Ŕőďčřşŕŕă H ⊂ G ŋăğżćă¿šś£ ŕőďčřşŕŕőľ Ńĺ, ěśńĺ őŋă £ćń£ěšś£ őďŋőćřěňěŋŋő čńăďłĺň ŕőďňŋőčőőąřăğĺěň ć G, Ŕő őŕřěďěńěŋĺ¿, ¡šő őğŋăůăěš, ůšő ş łăęďőľ šőůłĺ h ∈ H śşźěśšćşěš őłřěśšŋőśšĳ U ⊂ G, čďě U ∩ H őŕĺśżćăěšś£ łăł ňŋőęěcšćő ćśěţ řěÿěŋĺľ ŋěłőšőřőľ śĺśšěňż ĺğ k şřăćŋěŋĺľ {F_i(x) = 0}, ş łőšőřőľ ć šőůłě h ňăšřĺűă §łőąĺ

D_h(F ) = ( ∂ ∂x_j | | |_h F^i ) ŋěćżřőęďěŋă ć šőň śňżśńě, ůšő ĺňěěš ňăłśĺňăńĳŋżľ řăŋč k.

Ğăďăůă 4.19. Ŕşśšĳ G { ŕřőĺğćőńĳŋőě čńăďłőě n-ňěřŋőě ňŋőčőőąřăğĺě (ŋěőą£ğăšěńĳŋő čřşŕŕă), ă H ⊂ X { ń¿ąőě ŕőďňŋőęěśšćő. Ďőłăęĺšě, ůšő ŕřĺ ćżŕőńŋěŋĺĺ ŕřěďżďşźěčő şśńőćĺ£ H ąşďěš čńăďłĺň (n − k)-ňěřŋżň ňŋőčőőąřăğĺěň őšŋőśĺšěńĳŋő čńăďłőľ śšřşłšşřż, ĺŋďşűĺřőćăŋŋőľ ś G, Şłăğăŋĺě: Ďń£ ććěďěŋĺ£ ăšńăśă ŋă H ŋăďő ćőśŕőńĳğőćăšĳś£ (ňŋőčőňěřŋőľ) šěőřěňőľ ő ŋě£ćŋőľ ťşŋłűĺĺ.

Ğăďăůă 4.20. Ć şśńőćĺ£ţ ŕřěďżďşźěľ ğăďăůĺ şąěďĺšěśĳ, ůšő łăśăšěńĳŋőě ŕřőśšřăŋśšćő T_hH ł ŕőďňŋőčőőąřăğĺ¿ H ć šőůłě h ∈ H ⊂ G łăł ŕőďŕřőśšřăŋśšćő ć T_hG śőćŕăďăěš ś £ďřőň £łőąĺěćőľ ňăšřĺűż: T_hH = ker D_h(F ) ⊂ T_hG.

Ěśńĺ G { čřşŕŕă Ńĺ, ă H ⊂ G { ŕőďčřşŕŕă, šő ŕřěďżďşźěě şśńőćĺě ďőśšăšőůŋő ŕřőěřĺšĳ šőńĳłő ć ŋěłőšőřőľ őłřěśšŋőśšĺ ěďĺŋĺűż e ⊂ U ⊂ G. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ěśńĺ ŕěřěśěůěŋĺě H ∩ U ğăďăŋ-ěšś£ ŋěćżřőęďěŋŋőľ śĺśšěňőľ ĺğ m şřăćŋěŋĺľ f_i(g) = 0, i = 1, . . . , m, šő ĺ ş ń¿ąőľ ďřşčőľ šőůłĺ h ∈ H ěśšĳ őłřěśšŋőśšĳ hU = λ_h(U) ⊂ G, čďě ŕěřěśěůěŋĺě hU ∩ H = λ_h(H ∩ U) šőęě ğăďă-ěšś£ śĺśšěňőľ m şřăćŋěŋĺľ ~f_i(g) = f_i(h^{−1}g) = 0 ś £łőąĺěćőľ ňăšřĺűěľ D_h( ~f ) = D_h(fλ_h−1 ) = D_e(f)D_h(λ_h−1 ) řăŋčă m.

Ć ¡šĺţ ńěłűĺ£ţ ňż ąşďěň ĺňěšĳ ďěńő šőńĳłő ś čřşŕŕăňĺ Ńĺ, łőšőřőżě £ćń£¿šś£ ŕőďčřşŕŕăňĺ ć ŕőńŋőľ ńĺŋěŋőľ čřşŕŕě, ĺ ąőńěě šőčő, ćżďěń£¿šś£ ć ŋěľ £ćŋżňĺ ŕőńĺŋőňĺăńĳŋżňĺ şřăćŋěŋĺ£ňĺ ś ŋěćżřőęďěŋŋżňĺ £łőąĺăŋăňĺ.

2.3.1. Ŕřĺňěř. Śŕěűĺăńĳŋă£ ńĺŋěŋă£ čřşŕŕă SLn ⊂ GLn ćżďěń£ěšś£ őďŋĺň şřăćŋěŋĺěň det X = 1, ďĺťťěřěŋűĺăń łőšőřőčő ć ěďĺŋĺűě ŋěćżřőęďěŋ śőčńăśŋő n^o 2.1.1. Šăłĺň őąřăğőň,

10ďőŕşśłă£ ĺğćěśšŋş¿ ćőńĳŋőśšĳ ć őąřăźěŋĺĺ ś ťőřňăšăňĺ ňăšřĺű

10 Ńěłűĺ£ 4: Śŕĺŋőřż, łćăšěřŋĺőŋż, čřşŕŕż ĺ ăńčěąřż Ńĺ^{12}.

¡šő čřşŕŕă Ńĺ (ă ŋăď ŕőńěň C | łőňŕńěłśŋă£ čřşŕŕă Ńĺ). Őšňěšĺň, ůšő ě-ě łăśăšěńĳŋőě ŕřőśšřăŋśšćő ć ěďĺŋĺűě

sl_n^{def}= T_eSL_n = { X ∈ Mat_n | D_e(det)X = tr X = 0 }

śőśšőĺš ĺğ ćśěţ ňăšřĺű ś ŋşńěćżň śńěďőň.

2.3.2. Ŕřĺňěř. Ŕşśšĳ k { ŕřőĺğćőńĳŋőě łőňňşšăšĺćŋőě łőńĳűő. Ŕőďňŋőęěśšćő G ⊂ Mat_n(k), ğăďăŋŋőě śĺśšěňőľ ŕőńĺŋőňĺăńĳŋżţ şřăćŋěŋĺľ f_i(X) = 0, ŋăğżćăěšś£ ńĺŋěľŋőľ ăńčěąřăĺůěśłőľ čřşŕŕőľ (ŋăď k), ěśńĺ ďń£ ń¿ąőľ łőňňşšăšĺćŋőľ k-ăńčěąřż K ňŋőęěśšćő G_K řěÿěŋĺľ šőľ ęě śăňőľ śĺśšěňż şřăćŋěŋĺľ f_i(X) = 0 ć Mat_n(K) ąşďěš ŕőďčřşŕŕőľ ć GL_n(K). Ŋăŕřĺňěř, śŕěűĺăńĳŋă£ ńĺŋěľŋă£ čřşŕŕă SL_n £ćń£ěšś£ ăńčěąřăĺůěśłőľ čřşŕŕőľ (ŋăď Z). Ďřşčĺňĺ ŕřĺňěřăňĺ ăńčěąřăĺůěśłĺţ čřşŕŕ (ŋăď Z) £ćń£¿šś£ őřšőčőŋăńĳŋă£, śŕěűĺăńĳŋă£ őřšőčőŋăńĳŋă£ ĺ śĺňŕńěłšĺůěśłă£ čřşŕŕż

O_n = { g ∈ Mat_n | g g^t = E } SO_n = { g ∈ SL_n | g g^t = E } Sp_{2n} = { g ∈ SL_{2n} | g J g^t = J } ,

čďě E | ěďĺŋĺůŋă£ n × n - ňăšřĺűă, ă J = ( 0 E −E 0 ) | śĺňŕńěłšĺůěśłă£ ěďĺŋĺűă řăğňěřă

2n × 2n. Ŕőďůěřłŋ-ěň, ůšő ¡šĺ čřşŕŕż ňőęŋő řăśśňăšřĺćăšĳ ŋăď ń¿ąőľ Z-ăńčěąřőľ, š. ě. ŋăď ń¿ążň łőňňşšăšĺćŋżň łőńĳűőň K. Ć ůăśšŋőśšĺ ďń£ K = R ňż ŕőńşůăěň čřşŕŕż Ńĺ, ă ďń£

K = C | łőňŕńěłśŋő ăŋăńĺšĺůěśłĺě čřşŕŕż.

Ğăďăůă 4.21. Ďőłăęĺšě, ůšő £łőąĺăŋż D_e(X X^t) ĺ D_e(X J X^t) ŋěćżřőęďěŋż. Ğăďăůă 4.22. Ďőłăęĺšě, ůšő łăśăšěńĳŋżě ŕřőśšřăŋśšćă ć ěďĺŋĺűě ł ŕřěďżďşźĺň ŕőďčřşŕŕăň śőśšő£š, śőőšćěšśšćěŋŋő, ĺğ ňăšřĺű ćĺďă:

o_n^{def}= T_eO_n = { X ∈ Mat_n | X = −X^t }

so_n^{def}= T_eSO_n = { X ∈ sl_n | X = −X^t }

sp_n^{def}= T_eSp_n = { X ∈ Mat_n | XJ = −JX^t }

2.3.3. Ŕřĺňěř. Şŋĺšăřŋă£ ĺ śŕěűĺăńĳŋă£ şŋĺšăřŋă£ čřşŕŕż U_n = { g ∈ Mat_n(C ) | g g^t = E } SU_n = { g ∈ SL_n(C ) | g g^t = E }

£ćń£¿šś£ ćěźěśšćěŋŋżňĺ čřşŕŕăňĺ Ńĺ.

Ğăďăůă 4.23. Ďőłăęĺšě ¡šő, ĺ şąěďĺšěśĳ, ůšő ĺţ łăśăšěńĳŋżě ŕřőśšřăŋśšćă ć ěďĺŋĺűě śőśšő- £š, śőőšćěšśšćěŋŋő, ĺğ łőśő¡řňĺšőćżţ ňăšřĺű ĺ łőśő¡řňĺšőćżţ ňăšřĺű ś ŋşńěćżň śńěďőň:

u_n^{def}= T_eU_n = { X ∈ Mat_n(C ) | X = −X^t }

su_n^{def}= T_eSU_n = { X ∈ sl_n(C ) | X = −X^t }

Ŕőďůěřłŋ-ěň, ůšő ¡šĺ čřşŕŕż ŋě £ćń£¿šś£ łőňŕńěłśŋő ăŋăńĺšĺůěśłĺňĺ, ă şę šěň ąőńěě, ăńčěąřăĺůěśłĺňĺ (ŋăď R).

2.4. Ăńčěąřă Ńĺ čřşŕŕż Ńĺ | ¡šő łăśăšěńĳŋőě ŕřőśšřăŋśšćő ł ¡šőľ čřşŕŕě ć ěďĺŋĺűě. Šřăďĺűĺőŋŋő ăńčěąřă Ńĺ őąőğŋăůăěšś£ ňăńěŋĳłőľ čőšĺůěśłőľ ąşłćőľ, őďŋőĺň-ěŋŋőľ ś ąőńĳÿőľ ńăšĺŋśłőľ ąşłćőľ, őąőğŋăůă¿źěľ čřşŕŕş: g = T_eG. Ŋă ¡šőň ŕřőśšřăŋśšćě ĺňěěšś£ łăŋőŋĺůěśłă£ śšřşłšşřă (ŋěăśśőűĺăšĺćŋőľ) ăńčěąřż, ćőğŋĺłă¿źă£ šăł. Śőŕř£ęěŋĺě G^{σg}−−→ G ťĺłśĺřőćăŋŋżň ¡ńěňěŋšőň g ∈ G ŕřěďśšăćń£ěš śőąőľ čńăďłőě őšőąřăęěŋĺě h −→ ghg^{−1}, łőšőřőě őśšăćń£ěš ŋă ňěśšě ěďĺŋĺűş e ∈ G. Ěčő ďĺťťěřěŋűĺăń ć ěďĺŋĺűě T_eG^{De(σg )}−−−−−→ T_eG £ćń£ěšś£ ŋěćżřőęďěŋŋżň ńĺŋěľŋżň ¡ŋďőňőřťĺğňőň łăśăšěńĳŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă. İšőš ¡ŋďőňőřťĺğň őąőğŋăůăěšś£ Ad (g) ĺ ŋăğżćăěšś£ ŕřĺśőěďĺŋ-ěŋŋżň ďěľśšćĺěň ¡ńěňěŋšă g ∈ G ŋă T_eG. Ŕőśłőńĳłş ďĺťťěřěŋűĺăń łőňŕőğĺűĺĺ řăćěŋ łőňŕőğĺűĺĺ ďĺťťěřěŋűĺăńőć, őšőąřăęěŋĺě g −→ Ad (g) ŕřěďśšăćń£ěš śőąőľ čőňőňőřťĺğň čřşŕŕ Ńĺ G Ad−−−→ GL(g) = GL(T_eG) , łőšőřżľ ŋăğżćăěšś£ ŕřĺśőěďĺŋ-ěŋŋżň ŕřěďśšăćńěŋĺěň čřşŕŕż G ŋă śćőěľ ăńčěąřě Ńĺ g. Ďĺťťěřěŋűĺăń čőňőňőřťĺğňă Ad ć ěďĺŋĺűě e ∈ G őąőğŋăůăěšś£ ůěřěğ

ad : g = T_eG^{De(}Ad−−−−−→ T_{Idg}GL(g) = End(g)

ĺ śőŕőśšăćń£ěš łăęďőňş ćěłšőřş x ∈ g ńĺŋěľŋżľ ¡ŋďőňőřťĺğň g^{ad(x)}−−−−→ g, łőšőřżľ ĺ ŕřĺŋĺňă¿š ğă ńěćőě şňŋőęěŋĺě ŋă x ć ăńčěąřě g.

2.4.1. Ŕřĺňěř. Čřşŕŕă SU2, łăł ňż ćĺďěńĺ, ŕřěďśšăćń£ěš śőąőľ ěďĺŋĺůŋş¿ śťěřş S^3 ć ćěźěśšćěŋŋőň ůěšżř-ěţňěřŋőň ŕřőśšřăŋśšćě łćăšěřŋĺőŋőć H . Ě-ě ăńčěąřă Ńĺ su_2 = T_eS^3 | ¡šő šř-ěţňěřŋőě ćěłšőřŋőě ŕřőśšřăŋśšćő e^⊥ ůĺśšő ňŋĺňżţ łćăšěřŋĺőŋőć (łăł ăťťĺŋŋőě ŕőďŕřőśšřăŋśšćő ć H łăśăšěńĳŋă£ ŕńőśłőśšĳ ł S^3 ć šőůłě e ŕőńşůăěšś£ śďćĺčőň ćěłšőřŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă e^⊥ ŋă ćěłšőř e).

2.5. İłśŕőŋěŋűĺăńĳŋőě őšőąřăęěŋĺě. Ŕşśšĳ G = GLn | ¡šő ŕőńŋă£ ńĺŋěľŋă£ čřşŕŕă, šăł ůšő śőőšćěšśšćş¿źă£ ăńčěąřă Ńĺ śşšĳ ŕřőśšřăŋśšćő gl_n = Mat_n ćśěţ ňăšřĺű řăğěřă n×n. Śőŕőśšăćń££ ŕřőĺğćőńĳŋőľ ňăšřĺűě x ∈ gl_n ě-ě ¡łśŕőŋěŋšş:

exp : x −→ e^{x def}= 1 + x + 1 2 x^2 + · · · = ∑ ν¿0 1 ν! x^ν , ŕőńşůăěň čńăďłőě őšőąřăęěŋĺě gl_n^{exp}−−−→ GL_n.

Ğăďăůă 4.24. Ďőłăęĺšě, ůšő ŋăď ŕőń£ňĺ R ĺ C ŋăŕĺśăŋŋżľ ř£ď ăąśőń¿šŋő śţőďĺšś£ ďń£ łăęďőčő x ŕő ń¿ąőľ ŋőřňě ŋă gl_n, ĺ ůšő ¡łśŕőŋěŋűĺăńĳŋőě őšőąřăęěŋĺě őąńăďăěš śćőľśšćőň exp(t_1x + t_2x) = exp(t_1x) exp(t_2x) ŕřĺ ćśěţ t_1, t_2 ∈ C ĺ x ∈ gl_n, ŋő ćőőąźě čőćőř£, ŋě őąńăďăěš śćőľśšćőň e^(x + y) = e^xe^y.

Ğăďăůă 4.25. Ďőłăęĺšě, ůšő őšőąřăęěŋĺě R^1_+^{t−→etx}−−−−−−→ GL_n ŕřĺ ń¿ąőň ťĺłśĺřőćăŋŋőň x∈gl_n £ćń£ěšś£ ĺŋžěłšĺćŋżň čőňőňőřťĺğňőň čřşŕŕ Ńĺ (ĺğ ăďďĺšĺćŋőľ čřşŕŕż ćěźěśšćěŋŋżţ ůĺśěń), ĺ ůšő ěčő ďĺťťěřěŋűĺăń ć ŋşńě ŕěřěćőďĺš śšăŋďăřšŋżľ ěďĺŋĺůŋżľ ąăğĺśŋżľ łăśăšěńĳ-

ŋżľ ćěłšőř ł R_1 ć x (ĺŋăůě čőćőř£, ůšő d dt | | |_{t=0} e^{tx} = x).

Ğăďăůă 4.26. Ďőłăęĺšě, ůšő im exp śőďěřęĺš ŋěłőšőřş¿ őšłřżšş¿ őłřěśšŋőśšĳ ěďĺŋĺűż e∈GL_n ĺ £ćń£ěšś£ ďĺťťěőňőřťĺğňőň ¡šőľ őłřěśšŋőśšĺ ś ŋěłőšőřőľ őšłřżšőľ őłřěśšŋőšĳ¿ ŋşń£ ć gl_n.

Şłăğăŋĺě: Ŕřĺ ďőśšăšőůŋő ňăńőľ ||x|| őŕřěďěń-ěŋ ńőčăřĺťň log(1 + x) = P_ν¿_1 1ν x^ν , ĺ e^{log(1+x)} = x.

12 Ńěłűĺ£ 4: Śŕĺŋőřż, łćăšěřŋĺőŋż, čřşŕŕż ĺ ăńčěąřż Ńĺ^{13}.

Ŕřĺ ŕřăłšĺůěśłőň ćżůĺśńěŋĺĺ ¡łśŕőŋěŋš łőŋłřěšŋżţ ňăšřĺű, ŕőńěğŋő ĺňěšĳ ć ćĺďş, ůšő exp(gxg^{−1}) = g exp(x) g^{−1} ďń£ ń¿ąőľ ŋěćżřőęďěŋŋőľ ňăšřĺűż g.

2.5.1. Ŕřĺňěř. Ŕőśłőńĳłş ń¿ąă£ şŋĺšăřŋă£ ňăšřĺűă śőŕř£ęěŋă ďĺăčőŋăńĳŋőľ ňăšřĺűě ś śőąśšćěŋŋżňĺ ğŋăůěŋĺ£ňĺ ćĺďă e^{iφ}, őŋă £ćń£ěšś£ ¡łśŕőŋěŋšőľ ďĺăčőŋăńĳŋőľ ůĺśšő ňŋĺňőľ, ă ğŋăůĺš, łőśő¡řňĺšőćőľ ňăšřĺűż, ŕřĺů-ěň ěśńĺ őŕřěďěńĺšěńĳ ĺśţőďŋőľ ňăšřĺűż ążń 1, šő śőőšćěšśšćş¿źă£ łőśő¡řňĺšőćă ňăšřĺűă ąşďěš ąěśśńěďŋőľ. Šăłĺň őąřăğőň, őčřăŋĺůěŋĺě ¡łśŕőŋěŋűĺăńĳŋőčő őšőąřăęěŋĺ£ ŋă ŕőďăńčěąřż łőśő¡řňĺšőćżţ ĺ śŕěűĺăńĳŋżţ łőśő¡řňĺšőćżţ ňăšřĺű śşšĳ ¡ŕĺňőřťĺğňż

u_n^{exp}-- U_n , su_n^{exp}-- SU_n

Ćżůĺśńĺň şňŋőęěŋĺě ć ăńčěąřě Ńĺ gl_n ŕőńŋőľ ńĺŋěľŋőľ čřşŕŕż GL_n (ă šăłĺň őąřăğőň { ĺ ć ăńčěąřě Ńĺ ń¿ąőľ ŕőďčřşŕŕż Ńĺ G ⊂ GL_n, ĺąő őŋă ąşďěš ŕőďăńčěąřőľ Ńĺ ć gl_n). Ćěłšőřŋőě ŕřőśšřăŋśšćő gl_n ěśšĳ ŕřőśšřăŋśšćő ćśěţ ňăšřĺű řăğňěřă n × n, ĺ łăł ňż ćĺďěńĺ ć ğăď.4.18, ŕřĺśőěďĺŋ-ěŋŋőě ŕřěďśšăćńěŋĺě GL_n Ad−−−→ GL(gl_n) śőŕőśšăćń£ěš ŋěćżřőęďěŋŋőľ ňăšřĺűě g ∈GL_n ăćšőňőřťĺğň śőŕř£ęěŋĺ£ Ad (g) : x −→ g x g^{−1} ∀ x ∈ , gl_n .