Ńěłűĺ£ 6 Ŕřőśšřăŋśšćă ś őŕěřăšőřăňĺ.

▷ňőďşńĺ ŋăď ňŋőęěśšćőň őŕěřăšőřőć, ĺţ čőňőňőřťĺğňż, ĺğőňőřťĺğňż, ŕř£ňżě śşňňż, ŕőďňőďşńĺ ĺ ťăłšőř ňőďşńĺ ▷ďěľśšćĺě čřşŕŕ ĺ ăńčěąř Ńĺ ŋă šěŋğőřŋżţ ŕřőĺğćěďěŋĺ£ţ, ďćőľśšćěŋŋżţ ŕřőśšřăŋśšćăţ ĺ ŕřőśšřăŋśšćăţ čőňőňőřťĺğňőć ▷ŕřĺćőďĺňőśšĳ, řăğńőęĺňőśšĳ ĺ ŕőńşŕřőśšőšă ▷ŕřěďśšăćńěŋĺ£ őďŋőčő őŕěřăšőřă ▷ńěňňă Ÿşřă ▷śćőľśšćă ŕřőśšżţ ĺ ŕőńşŕřőśšżţ ňőďşńěľ ▷B = EndA(V) ⇐⇒ A=EndB(V) ▷šěőřěňă Ąěřŋśăľďă ▷ŋěŕřĺćőďĺňżě sl_2- ňőďşńĺ ▷ŕőńşŕřőśšőšă sl_2-ňőďşńěľ

x1. Őśŋőćŋżě ŕőŋ£šĺ£, őšŋőś£źĺěś£ ł ŕřőśšřăŋśšćăň ś őŕěřăšőřăňĺ.

1.1. Ŕřőśšřăŋśšćő ś őŕěřăšőřăňĺ | ¡šő ćěłšőřŋőě ŕřőśšřăŋśšćő V , řăśśňăšřĺćăěňőě

ćňěśšě ś ďěľśšćĺěň ŋă ŋ-ěň ŋěłőšőřőčő ťĺłśĺřőćăŋŋőčő ňŋőęěśšćă M ńĺŋěľŋżţ őŕěřăšőřőć, ĺńĺ čőćőř£ ąőńěě ťőřňăńĳŋő, ćňěśšě ś őšőąřăęěŋĺěň ňŋőęěśšć M^ϱ−→ End(V ). Ć šăłőň łőŋšěłśšě őšőąřăęěŋĺě ϱ ŋăğżćăěšś£ ńĺŋěľŋżň ŕřěďśšăćńěŋĺěň ňŋőęěśšćă M ŋă ŕřőśšřăŋśšćě V , ă V ŋăğżćăěšś£ M-ňőďşńěň. Ěśńĺ ňŋőęěśšćő M ŋěś-ěš ďőŕőńŋĺšěńĳŋş¿ ăńčěąřăĺůěśłş¿ śšřşłšşřş, ŋăŕřĺňěř, ŕřěďśšăćń£ěš śőąőľ čřşŕŕş, ăśśőűĺăšĺćŋş¿ ăńčěąřş ĺńĺ ăńčěąřş Ńĺ, ă ϱ £ćń£ěšś£ čőňőňőřťĺğňőň őšŋőśĺšěńĳŋő ¡šőľ śšřşłšşřż, šő ϱ ŋăğżćăěšś£ ńĺŋěľŋżň ŕřěďśšăćńěŋĺěň śőőšćěšśšćş¿źěľ čřşŕŕż, ăśśőűĺăšĺćŋőľ ăńčěąřż ĺńĺ ăńčěąřż Ńĺ.

Ňŋőčĺě ňăšěňăšĺůěśłĺě šěőřĺĺ ŕřĺćőď£š ł ŋěőąţőďĺňőśšĺ łńăśśĺťĺűĺřőćăšĳ M-ňőďşńĺ ŋăď šěň ĺńĺ ĺŋżň ťĺłśĺřőćăŋŋżň ňŋőęěśšćőň M ś šőľ ĺńĺ ĺŋőľ ďőŕőńŋĺšěńĳŋőľ śšřşłšşřőľ. Ć ¡šőľ ńěłűĺĺ ňż őąśşďĺň śăňżě őąźĺě ŕőŋ£šĺ£, ść£ğăŋŋżě ś ¡šőľ ğăďăůěľ, ĺ řăğąěř-ěň ŋěśłőńĳłő ţăřăłšěřŋżţ ŕřĺňěřőć. Ć śńěďş¿źěľ ńěłűĺĺ ňż ŕőďřőąŋő ĺğşůĺň ćăęŋżľ śŕěűĺăńĳŋżľ śńşůăľ | ňőďşńĺ ŋăď łőŋěůŋżňĺ čřşŕŕăňĺ.

Šěőřĺ£ ŕřőśšřăŋśšć ś őŕěřăšőřăňĺ őšńĺůăěšś£ őš ÀőążůŋőľÁ ńĺŋěľŋőľ ăńčěąřż šěň, ůšő śőďěřęăšěńĳŋżľ śňżśń ć ŋěľ ĺňě¿š šőńĳłő šăłĺě ńĺŋěľŋżě őŕěřăšőřż, ŕőďŕřőśšřăŋśšćă, ŕř£ňżě śşňňż ĺ š. ŕ., łőšőřżě ĺŋćăřĺăŋšż őšŋőśĺšěńĳŋő ďěľśšćĺ£ őŕěřăšőřőć ĺğ M.

1.2. Čőňőňőřťĺğňż. Ńĺŋěľŋżľ őŕěřăšőř U^φ−−→ V ňěęďş ďćşň£ M-ňőďşń£ňĺ

M^λ−−→ End(U) ĺ M^ϱ−→ End(V )

ŋăğżćăěšś£ M-čőňőňőřťĺğňőň (ĺńĺ čőňőňőřťĺğňőň M-ňőďşńěľ), ěśńĺ őŋ ŕěřěśšăŋőćőůěŋ śő 1 ćśěňĺ őŕěřăšőřăňĺ ĺğ M, š. ě. ěśńĺ ďĺăčřăňňă

U^φ - V

U λ(g) ? φ -_V ϱ(g)?

łőňňşšăšĺćŋă ∀ g ∈ M . Śőćőłşŕŋőśšĳ ćśěţ M-čőňőňőřťĺğňőć ŕřěďśšăćń£ěš śőąőľ ćěłšőřŋőě ŕőďŕřőśšřăŋśšćő ć ŕřőśšřăŋśšćě ćśěţ ńĺŋěľŋżţ őŕěřăšőřőć Hom(U, V ), ĺ őąőğŋăůăěšś£ Hom_M (U, V ). Ďćă M-ňőďşń£ ŋăğżćă¿šś£ ĺğőňőřťŋżňĺ, ěśńĺ śşźěśšćşěš M-čőňőňőřťĺğň V_1^∼−−→ V_2, £ćń£¿źĺľś£ ĺğőňőřťĺğňőň ćěłšőřŋżţ ŕřőśšřăŋśšć.

1.3. Ŕőďňőďşńĺ ĺ ťăłšőř ňőďşńĺ. Ŕőďŕřőśšřăŋśšćő U ć M-ňőďşńě V ŋăğżćăěšś£ ĺŋćă-

řĺăŋšŋżň ŕőďŕřőśšřăŋśšćőň ĺńĺ ŕőďňőďşńěň , ěśńĺ ćśě őŕěřăšőřż ĺğ M ŕěřěćőď£š ěčő ć śěą£. Őčřăŋĺůěŋĺě őŕěřăšőřőć M ś V ŋă U śŋăąęăěš U łăŋőŋĺůěśłőľ śšřşłšşřőľ M-ňőďşń£, őšŋőśĺšěńĳŋő łőšőřőľ ćńőęěŋĺě U æ - V £ćń£ěšś£ M-čőňőňőřťĺğňőň.

Ěśńĺ U £ćń£ěšś£ ĺŋćăřĺăŋšŋżň ŕőďŕřőśšřăŋśšćőň ć M-ňőďşńě V , šő ćśě őŕěřăšőřż ĺğ M łőřřěłšŋő ďěľśšćş¿š ŋă ťăłšőř ŕřőśšřăŋśšćě V/U, ŋăďěń££ ěčő łăŋőŋĺůěśłőľ śšřşłšşřőľ M-ňőďşń£, őšŋőśĺšěńĳŋő łőšőřőľ őšőąřăęěŋĺě ťăłšőřĺğăűĺĺ V -- V/U £ćń£ěšś£ M-čőňőňőřťĺğňőň.

Ğăďăůă 6.1. Ďőłăęĺšě, ůšő £ďřő ĺ őąřăğ ń¿ąőčő M-čőňőňőřťĺğňă V^φ−−→ W £ćń£¿šś£ ŕőďňőďşń£ňĺ, ĺ ůšő φ łăŋőŋĺůěśłĺ řăśłńăďżćăěšś£ ć łőňŕőğĺűĺ¿ ¡ŕĺňőřťĺğňă M-ňőďşńěľ

V --_{V/ ker φ ≃ im φ ĺ ćńőęěŋĺ£ M-ňőďşńěľ V/ ker φ ≃ im φ} æ -_{W .}

1.4. Ŕř£ňżě śşňňż. Ďń£ ń¿ążţ M-ňőďşńěľ U, V ŕř£ňă£ śşňňă ćěłšőřŋżţ ŕřőśšřăŋśšć

U ⊕ V łăŋőŋĺůěśłĺ ŋăďěń£ěšś£ śšřşłšşřőľ M-ňőďşń£ ŋăğżćăěňőčő ŕř£ňőľ śşňňőľ ĺśţőďŋżţ ňőďşńěľ. Ďěľśšćĺě őŕěřăšőřőć ĺğ M őŕřěďěń£ěšś£ ŕő śšăŋďăřšŋżň ŕřăćĺńăň g(u, v) = (gu, gv) ∀ g ∈ G , ∀ u ∈ U, v ∈ V . Őšŋőśĺšěńĳŋő ¡šőľ śšřşłšşřż ćńőęěŋĺ£ śńăčăěňżţ ĺ ŕřőěłűĺĺ ŋă ŋĺţ:

U æ -_{U ⊕ V} œ œ_{V U} œœ_{U ⊕ V} --_V

£ćń£¿šś£ M-čőňőňőřťĺğňăňĺ.

Ğăďăůă 6.2. Ŕşśšĳ M-ňőďşńĳ W řăğńőęěŋ ć ŕř£ňş¿ śşňňş ćěłšőřŋżţ ŕőďŕřőśšřăŋśšć W = U ⊕ V , ŕřĺů-ěň ŕőďŕřőśšřăŋśšćő U £ćń£ěšś£ ŕőďňőďşńěň. Ďőłăęĺšě, ůšő V šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă £ćń£¿šś£ ŕőďňőďşńěň, łőčďă ŕřőěłšőř W ŋă U ćďőńĳ V £ćń£ěšś£ M-čőňőňőřťĺğňőň.

1.5. Ďćőľśšćěŋŋżě ňőďşńĺ ĺ šěŋğőřŋżě ŕřőĺğćěďěŋĺ£. Ěśńĺ U ĺ V | ďćă M-ňőďşń£,

šő ŋă šěŋğőřŋőň ŕřőĺğćěďěŋĺĺ ćěłšőřŋżţ ŕřőśšřăŋśšć U ⊗ V ĺ ŋă ďćőľśšćěŋŋżţ ŕřőśšřăŋśšćăţ U^∗, V^∗ ňőęŋő řăğńĺůŋżňĺ śŕőśőąăňĺ ğăďăćăšĳ śšřşłšşřş M-ňőďşń£, ĺ ćżąőř šőčő ĺńĺ ĺŋőčő śŕőśőąă őążůŋő ďĺłšşěšś£ ŋşęďăňĺ łőŋłřěšŋőľ šěőřĺĺ, ĺğ łőšőřőľ ŕřőĺśţőď£š řăśśňăšřĺćăěňżě ŕřőśšřăŋśšćă ś őŕěřăšőřăňĺ. Ć ďăńĳŋěľÿěň ŋăň ŕőŋăďőą£šś£ ďćă ŕřĺňěřă, ć łőšőřżţ M | ¡šő čřşŕŕă G ĺńĺ ăńčěąřă Ńĺ g čřşŕŕż Ńĺ G.

1.5.1. Ŕřěďśšăćńěŋĺě čřşŕŕż ŋă U ⊗ V őŕřěďěń£ěšś£ ťőřňşńőľ g (u ⊗ v) = g u ⊗ g v ∀ g ∈ G , ∀ u ∈ U, v ∈ V , š. ě. šăł, ůšőąż őŕěřăšőřż ĺğ G ążńĺ ňşńĳšĺŕńĺłăšĺćŋżňĺ čőňőňőřťĺğňăňĺ šěŋğőřŋőľ ăńčěąřż (ŕěřěćőďĺńĺ šěŋğőřŋżě ŕřőĺğćěďěŋĺ£ ćěłšőřőć ć šěŋğőřŋżě ŕřőĺğćěďěŋĺ£ ćěłšőřőć). Ďěľśšćĺě G ŋă U^∗ őŕřěďěń£ěšś£ ŕřăćĺńőň g : ξ −→ g^{∗−1}ξ , š. ě. ňăšřĺűż, ğăďă¿źĺě ďěľśšćĺě G ć ďćőľśšćěŋŋőň ąăğĺśě ŕřőśšřăŋśšćă U^∗, šřăŋśŕőŋĺřőćăŋż ĺ őąřăšŋż ł ňăšřĺűăň, ğăďă¿źĺň ďěľśšćĺě G ŋă U.

Ğăďăůă 6.3. Ŕřőćěřĳšě, ůšő ¡šő ŕřăćĺńő ďěľśšćĺšěńĳŋő ğăďă-ěš čőňőňőřťĺğň ĺğ čřşŕŕż G ć GL(U^∗), ă šăłęě ůšő őŋő ¡łćĺćăńěŋšŋő šřěąőćăŋĺ¿, ůšőąż ść-ěřšłă ćěłšőřőć ś łőćěłšőřăňĺ ążńă G-ĺŋćăřĺăŋšŋă ć šőň śňżśńě, ůšő ⟨ g(ξ) , g(v) ⟩ = ⟨ ξ , v ⟩ ∀ g ∈G , ∀ u∈U , ∀ ξ ∈U^∗ . Ğăďăůă 6.4. Şąěďĺšěśĳ, ůšő ć őŕřěďěń-ěŋŋőň ŕő ŕřěďżďşźĺňĺ ŕřăćĺńăň ŕřěďśšăćńěŋĺĺ čřşŕŕż G ŋă ŕřőśšřăŋśšćě Hom(U, V ) = U^∗ ⊗ V ¡ńěňěŋš g ŕěřěćőďĺš őŕěřăšőř φ ć őŕěřăšőř gφg^{−1}. Ć ůăśšŋőśšĺ őŕěřăšőřż, ŋěŕőďćĺęŋżě őšŋőśĺšěńĳŋő ¡šőčő ďěľśšćĺ£ śőśšăćń£¿š ŕőďŕřőśšřăŋśšćő Hom_G(U, V ).

1.5.2. Ŕřěďśšăćńěŋĺ£ ăńčěąřż Ńĺ ŋă U^∗ ĺ U ⊗ V ğăďă-¿šś£ ďĺťťěřěŋűĺăńăňĺ őŕĺśăŋ-

ŋżţ ćżÿě ŕřěďśšăćńěŋĺľ śőőšćěšśšćş¿źěľ čřşŕŕż Ńĺ. İńěňěŋš x ∈ g = T_eG ďěľśšćşěš ŋă šěŋğőřŋőň ŕřőĺğćěďěŋĺĺ ŕő ŕřăćĺńş x(u ⊗ v) = d dt | | | |_{t=0} ( e^{tx}u ⊗ e^{tx}v ) = ( d dt | | | |_{t=0} e^{tx}u ) ⊗ v + u ⊗ ( d dt | | | |_{t=0} e^{tx}v ) = (xu) ⊗ v + u ⊗ (xv) , ă ŋă ďćőľśšćěŋŋőň ŕřőśšřăŋśšćě | ŕő ŕřăćĺńş x(ξ) = d dt | | | |_{t=0} e^{−tx∗}ξ = −x^∗ξ Ğăďăůă 6.5. Ŕřőćěřĳšě, ůšő ¡šĺ ŕřăćĺńă ďěľśšćĺšěńĳŋő ğăďă¿š čőňőňőřťĺğňż ăńčěąř Ńĺ g −→ End(U ⊗ V ) ĺ g −→ End(U^∗).

Ğăďăůă 6.6. Ďőłăęĺšě, ůšő ć őŕřěďěń-ěŋŋőň ŕő ŕřěďżďşźĺňĺ ŕřăćĺńăň ŕřěďśšăćńěŋĺĺ ăńčěąřż Ńĺ g ŋă ŕřőśšřăŋśšćě Hom(U, V ) = U^∗ ⊗ V ¡ńěňěŋš x ŕěřěćőďĺš őŕěřăšőř φ ć őŕěřăšőř xφ − φx. Ć ůăśšŋőśšĺ őŕěřăšőřż, ăŋŋşńĺřşěňżě ¡šĺň ¡šĺň ďěľśšćĺěň śőśšăćń£¿š ŕőďŕřőśšřăŋśšćő Hom_g(U, V ).

1.6. Ŋěŕřĺćőďĺňőśšĳ. M-ňőďşńĳ W ŋăğżćăěšś£ ŋěŕřĺćőďĺňżň ĺńĺ ŕřőśšżň, ěśńĺ őŋ

ŋě ĺňěěš ŋěšřĺćĺăńĳŋżţ^1 ŕőďňőďşńěľ. Ŕőśłőńĳłş ŕěřěśěůěŋĺě ŕőďňőďşńěľ, őůěćĺďŋő, šőęě £ćń£ěšś£ ŕőďňőďşńěň, ń¿ążě ďćă ŋěŕřĺćőďĺňżţ ŕőďňőďşń£ ć ďăŋŋőň ňőďşńě ńĺąő śőćŕăďă¿š ńĺąő ŕěřěśěłă¿šś£ ŕő ŋşń¿.

Ğăďăůă 6.7. Ďőłăęĺšě, ůšő ćś£łĺľ ŋěŋşńěćőľ čőňőňőřťĺğň ňěęďş ďćşň£ ŋěŕřĺćőďĺňżňĺ ňőďşń£ňĺ £ćń£ěšś£ ĺğőňőřťĺğňőň.

1.6.1. Ńěňňă Ÿşřă. Ěśńĺ V ŕřőśšőľ M-ňőďşńĳ ŋăď ăńčěąřăĺůěśłĺ ğăňłŋşšżň ŕőńěň

k, šő End_M (V ) ≃ k Id_M , š. ě. M-¡ŋďőňőřťĺğňż ĺśůěřŕżćă¿šś£ čőňőšěšĺ£ňĺ.

1š. ě. őšńĺůŋżţ őš 0 ĺ śăňőčő W

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ŋăď ăńčěąřăĺůěśłĺ ğăňłŋşšżň ŕőńěň ćś£łĺľ ¡ŋďőňőř-

ťĺğň V^φ−−→ V őąńăďăěš śőąśšćěŋŋżň ćěłšőřőň, š. ě. ker(φ − μ Id_V ) ≠ 0 ďń£ ŋěłőšőřőčő μ ∈ k. Ŋő ěśńĺ φ ∈ End_M (V ), šő ĺ φ − μ Id_V ∈ End_M (V ), ĺ śšăńő ążšĳ, ŕőďňőďşńĳ ker(φ − μ Id_V ) = V ĺğ-ğă ŕřőśšőšż V , š. ě. φ = μ Id_V . �

Ğăďăůă 6.8. Ďőłăęĺšě, ůšő ŕřőśšřăŋśšćő M-čőňőňőřťĺğňőć ňěęďş ďćşň£ ŋěŕřĺćőďĺňżňĺ M-ňőďşń£ňĺ ŋăď ăńčěąřăĺůěśłĺ ğăňłŋşšżň ŕőńěň ńĺąő ŋşńěćőě, ńĺąő őďŋőňěřŋőě.

1.7. Řăğńőęĺňőśšĳ. Ňőďşńĳ ŋăğżćăěšś£ řăğńőęĺňżň, ěśńĺ őŋ ŕřěďśšăćĺň ć ćĺďě ŕř£ňőľ

śşňňż śćőĺţ śőąśšćěŋŋżţ ŕőďňőďşńěľ. Ćś£łĺľ M-ňőďşńĳ £ćń£ěšś£ ŕř£ňőľ śşňňőľ ŋěřăğńőęĺňżţ. Ňőďşńĳ ŋăğżćăěšś£ ćŕőńŋě ŕřĺćőďĺňżň ĺńĺ ŕőńşŕřőśšżň, ěśńĺ őŋ £ćń£ěšś£ ŕř£ňőľ śşňňőľ ŋěŕřĺćőďĺňżţ (š. ě. ŕřőśšżţ) ňőďşńěľ. Ŋěŕřĺćőďĺňżě ňőďşńĺ ŋěřăğńőęĺňż. Őąřăšŋőě ŋěćěřŋő, ĺ ŋěřăğńőęĺňżě ňőďşńĺ ňőčşš ążšĳ ŕřĺćőďĺňż.

Ćőőąźě, łăł ŕőłăğżćăěš ńěňňă Ÿşřă, ŕřőśšżě M-ňőďşńĺ £ćń£¿šś£ ăŋăńőčăňĺ őďŋőňěřŋżţ ćěłšőřŋżţ ŕřőśšřăŋśšć, ĺ ĺţ, łăł ŕřăćĺńő, ňőęŋő £ćŋő ŕěřěůĺśńĺšĳ. Ŕőńŋă£ łńăśśĺťĺłăűĺ£ ğăďăŋŋőčő šĺŕă ŕřőśšřăŋśšć ś őŕěřăšőřăňĺ (ąşďě őŋă ĺňěěšś£) őążůŋő śšřőĺšś£ ŕő šăłőľ śţěňě: ŕěřěůĺśń£¿šś£ ćśě ŋěŕřĺćőďĺňżě M-ňőďşńĺ ĺ şłăğżćăěšś£, łăł ĺğ ŋĺţ Àśőąĺřă¿šś£Á ŋěřăğńőęĺňżě ňőďşńĺ; ŕřőĺğćőńĳŋżľ ňőďşńĳ ěśšĳ ŕř£ňă£ śşňňă ŋěřăğńőęĺňżţ. Ňż ŕřőĺńń¿śšřĺřşěň ¡šş śţěňş ŋă ŕřĺňěřě, ĺğćěśšŋőň ĺğ ŕřőÿńőčő śěňěśšřă.

1.8. Ŕřĺňěř: ŕřěďśšăćńěŋĺě őďŋőčő ¡ŋďőňőřťĺğňă. Ěśńĺ ňŋőęěśšćő M = {φ} śőśšőĺš

ĺğ őďŋőčő ¡ńěňěŋšă, šő łńăśśĺťĺłăűĺ£ M-ňőďşńěľ ŕřěďśšăćń£ěš śőąőľ łńăśśĺťĺłăűĺ¿ ńĺŋěľŋżţ őŕěřăšőřőć, łőšőřă£ őąśşęďăńăśĳ ć ŕřőÿńőň śěňěśšřě. Ŋăď ăńčěąřăĺůěśłĺ ğăňłŋşšżň ŕőńěň k ń¿ąőľ őŕěřăšőř ĺňěěš śőąśšćěŋŋżľ ćěłšőř, šăł ůšő ć ¡šőň śńşůăě ŋěŕřĺćőďĺňżě ňőďşńĺ | ¡šő őďŋőňěřŋżě ŕřőśšřăŋśšćă ĺ šőńĳłő őŋĺ, ă ŕőńşŕřőśšőšă őğŋăůăěš ďĺăčőŋăńĺğşěňőśšĳ őŕěřăšőřă φ.

Ğăďăůă 6.9. Ŕřĺćěďĺšě ŕřĺňěř ŋěřăğńőęĺňőčő ŕřĺćőďĺňőčő (ĺ śšăńő ążšĳ, ŋěŕőńşŕřőśšőčő) ŕřőśšřăŋśšćă ś őďŋĺň őŕěřăšőřőň.

Ğăďăůă 6.10. Ďőłăęĺšě, ůšő ŋăď ăńčěąřăĺůěśłĺ ğăňłŋşšżň ŕőńěň k ćś£łőě ŋěřăğńőęĺňőě ŕřőśšřăŋśšćő ś őďŋĺň őŕěřăšőřőň ĺğőňőřťŋő ŕřőśšřăŋśšćş, ŋă łőšőřőň őŕěřăšőř ć ŕőďţőď£źěň ąăğĺśě ğăďă-ěšś£ ňăšřĺűěľ

μ 1 0 ... ... ... 1 0 μ , μ ∈ k

Ŋăď ŕřőĺğćőńĳŋżň ŕőńěň k šěőřĺ£ łőŋěůŋőňěřŋżţ ŕřőśšřăŋśšć ś őďŋĺň őŕěřăšőřőň šőęďěśšćěŋŋă šěőřĺĺ łőŋěůŋőňěřŋżţ k[t]-ňőďşńěľ, ŕőśłőńĳłş ğăďăŋĺě őŕěřăšőřă φ ∈ End(V ) řăćŋőśĺńĳŋő ğăďăŋĺ¿ čőňőňőřťĺğňă k-ăńčěąř k[t]^{eφ}−−→ End(V ), ŕěřěćőď£źěčő t ć φ, ĺ ŕřĺ ¡šőň ĺŋćăřĺăŋšŋőśšĳ, řăğńőęĺňőśšĳ ĺ ŕřĺćőďĺňőśšĳ őšŋőśĺšěńĳŋő φ ĺ őšŋőśĺšěńĳŋő k[t] ąşďşš őğŋăůăšĳ őďŋő ĺ šő ęě. Ćś£łĺľ čőňőňőřťĺğň ąěśłőŋěůŋőňěřŋőľ ăńčěąřż k[t] ć łőŋěůŋőňěřŋş¿ ăńčěąřş End(V ) őąńăďăěš ŋěŋşńěćżň £ďřőň, łőšőřőě, ŕőśłőńĳłş k[t] £ćń£ěšś£ őąńăśšĳ¿ čńăćŋżţ ĺďěăńőć, ĺňěěš ćĺď ker ~φ = (f), čďě f ∈ k[t] ěśšĳ ňŋőčőůńěŋ ŋăĺňěŋĳÿěľ śšěŕěŋĺ śő śšăřÿĺň łő¡ťťĺűĺěŋšőň 1, ăŋŋşńĺřş¿źĺľ őŕěřăšőř φ. Šăłőľ ňŋőčőůńěŋ ŋăğżćăěšś£ ňĺŋĺňăńĳŋżň ňŋőčőůńěŋőň őŕěřăšőřă φ.

Ğăďăůă 6.11. Ŕşśšĳ őŕěřăšőř φ ŋă ŕřőśšřăŋśšćě V ăŋŋşńĺřşěšś£ ňŋőčőůńěŋőň f ∈ k[t], łőšőřżľ řăśłńăďżćăěšś£ ć k[t] ć ŕřőĺğćěďěŋĺě s ŕőŕăřŋő ćğăĺňŋő ŕřőśšżţ ňŋőęĺšěńěľ

f(t) = q_1(t) · q_2(t) · · · · · q_s(t) .

Ďń£ łăęďőčő j = 1, 2, . . ., s őąőğŋăůĺň ůěřěğ f_j(t) = f(t)/q_j(t) śőőšćěšśšćş¿źěě ŕřőĺğćěďěŋĺě (s−1) ĺğ ŋĺţ. Ďőłăęĺšě, ůšő V řăğńăčăěšś£ ć ŕř£ňş¿ śşňňş φ-ĺŋćăřĺăŋšŋżţ ŕőďŕřőśšřăŋśšć ker q_j (φ) = im f_j (φ) (ŋěłőšőřżě ĺğ łőšőřżţ ňőčşš őłăğăšĳś£ ŋşńěćżňĺ). Şłăğăŋĺě: Ĺğ řăćěŋśšćă 0 = f(φ)V = q_j(φ)f_j (φ)V ćżšěłăěš, ůšő

im f_j (φ) ⊂ ker q_j(φ) ∀j .

Ĺğ ćğăĺňŋőľ ŕřőśšőšż q_i ĺ q_j ćżšěłăěš, ćő-ŕěřćżţ, ůšő 1 = x(t) q_i(t) + y(t) q_j (t) ďń£ ŕőďţőď£źĺţ x(t), y(t) ∈ k[t], šăł ůšő ŕőďśšăćĺć ćňěśšő t őŕěřăšőř φ ĺ ŕřĺňěŋĺć ł v ∈ ker q_i(φ) ∩ ker q_j(φ), ŕőńşůĺň

q_i(φ) ∩ ker q_j(φ) = 0 ,

ă ćő-ćšőřżţ, ůšő ŋăĺąőńĳÿĺľ őąźĺľ ďěńĺšěńĳ ćśěţ f_j řăćěŋ 1 ĺ 1 =^sP_{ν=1} f_ν (t)g_ν (t) ďń£ ŕőďţőď£źĺţ

g_ν(t) ∈ k[t], šăł ůšő ŕőďśšăćĺć ćňěśšő t őŕěřăšőř φ ĺ ŕřĺňěŋĺć ł ŕřőĺğćőńĳŋőňş v ∈ V , ŕőńşůĺň

V ⊂ ⊕_ν im f_ν (φ) .

Ĺğ ¡šőľ ğăďăůĺ śńěďşěš, ůšő ŋăď ăńčěąřăĺůěśłĺ ğăňłŋşšżň ŕőńěň k, čďě ňĺŋĺňăńĳŋżľ ňŋőčőůńěŋ f_φ őŕěřăšőřă φ řăśłńăďżćăěšś£ ć ŕřőĺğćěďěŋĺě ńĺŋěľŋżţ ňŋőęĺšěńěľ f_φ(t) = ∏ λ (t−λ)^{mλ} ŕřőśšřăŋśšćő V łăł φ-ňőďşńĳ řăśŕăďăěšś£ ć ŕř£ňş¿ śşňňş ŕőďŕřőśšřăŋśšć W_λ = ker(φ − λ Id_v ), ŋăğżćăěňżţ łőřŋěćżňĺ ŕőďŕřőśšřăŋśšćăňĺ.

Ğăďăůă 6.12. Ďőłăęĺšě, ůšő ěśńĺ ŋă ŕřőśšřăŋśšćě V ğăďăŋ őŕěřăšőř π, şďőćńěšćőř£¿źĺľ şřăćŋěŋĺ¿ π^2 = π, šő V = ker π ⊕ im π, ĺ π śşšĳ ŕřőěłšőř V ŋă im π ćďőńĳ ker π. Ğăďăůă 6.13. Ďőłăęĺšě, ůšő őŕěřăšőř φ ďĺăčőŋăńĺğşěň ŋăď ŕőńěň k šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă őŋ ăŋŋşńĺřşěšś£ ňŋőčőůńěŋőň, ŕőńŋőśšĳ¿ řăğńăčă¿źĺňś£ ć k[t] ŋă ŕőŕăřŋő řăğŋżě ńĺŋěľŋżě ňŋőęĺšěńĺ.

Ğăďăůă 6.14. Ďőłăęĺšě, ůšő ŋăď ŕřőĺğćőńĳŋżň ŕőńěň k ćś£łőě ŋěŕřĺćőďĺňőě ŕřőśšřăŋśšćő ś őďŋĺň őŕěřăšőřőň ĺğőňőřťŋő ŕřőśšřăŋśšćş k[t]/(p), ă ćś£łőě ŋěřăğńőęĺňőě | ŕřőśšřăŋśšćş k[t]/(p^n), čďě p ∈ k[t] { ŋěŕřĺćőďĺňżľ ňŋőčőůńěŋ, ă ďěľśšćĺě őŕěřăšőřă śőśšőĺš ć şňŋőęěŋĺĺ ŋă t.

Şłăğăŋĺě: Śň. ńěłűĺ¿ ŕřő ňěšőď Čăşśśă ŋăď łőńĳűőň ňŋőčőůńěŋőć (ŕěřćżľ śěňěśšř) ĺńĺ ŕřő ęőřďăŋőćş ŋőřňăńĳŋş¿ ťőřňş (ćšőřőľ śěňěśšř).

1.9. Ŕřĺňěř: ŕřěďśšăćńěŋĺ£ łőňňşšĺřş¿źĺţ őŕěřăšőřőć. Ěśńĺ ňŋőęěśšćő M ⊂

End(V ) śőśšőĺš ĺğ ŕőŕăřŋő łőňňşšĺřş¿źĺţ őŕěřăšőřőć, šő ∀ φ ∈ M ćśě őŕěřăšőřż ĺğ M £ćń£¿šś£ φ-čőňőňőřťĺğňăňĺ ŕřőśšřăŋśšćă V łăł ŕřőśšřăŋśšćă ś őďŋĺň őŕěřăšőřőň φ ĺ ŕěřěćőď£š ć śěą£ łăęďőě śőąśšćěŋŋőě ĺ łőřŋěćőě ŕőďŕřőśšřăŋśšćő őŕěřăšőřă φ:

(φ − λ Id_V )^nv = 0 ⇒ (φ − λ Id_V )^nψv = ψ (φ − λ Id_V )^nv = 0 ,

š. ě. ψ (ker(φ − λ Id_V )^n) ⊂ ker(φ − λ Id_V )^n ∀ n ∈ N , ∀ ψ ∈ M . Őšś¿ďă śřăğş śńěďş¿š śńěďş¿źĺě ťăłšż.

1.9.1. Şšćěřęďěŋĺě. Ń¿ąőě ňŋőęěśšćő ŕőŕăřŋő ŕěřěśšăŋőćőůŋżţ őŕěřăšőřőć ŋăď ăńčěąřăĺůěśłĺ ğăňłŋşšżň ŕőńěň ĺňěěš őąźĺľ śőąśšćěŋŋżľ ćěłšőř.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ĺŋďşłűĺ£ ŕő dim V . İšő šăł ŕřĺ dim V = 1 ĺńĺ ěśńĺ ćśě őŕěřăšőřż

| čőňőšěšĺĺ. Ěśńĺ ęě ţőšĳ őďĺŋ ĺğ őŕěřăšőřőć φ ŋě £ćń£ěšś£ čőňőšěšĺěľ, šő őŋ ĺňěěš ŋěšřĺćĺăńĳŋőě śőąśšćěŋŋőě ŕőďŕřőśšřăŋśšćő 0 ≠ V_λ = {v ∈ V | φv = λv} ≠ V , łőšőřőě ŕěřěćőďĺšś£ ć śěą£ ćśěňĺ őśšăńĳŋżňĺ őŕěřăšőřăňĺ, šăł ůšő ł ŋěňş ŕřĺňěŋĺňő ĺŋďşłšĺćŋőě ŕřěďŕőńőęěŋĺě. �

1.9.2. Śńěďśšćĺě. Ŋăď ăńčěąřăĺůěśłĺ ğăňłŋşšżň ŕőńěň ćś£łĺľ ŋěŕřĺćőďĺňżľ ňőďşńĳ ŋăď ń¿ążň ňŋőęěśšćőň łőňňşšĺřş¿źĺţ őŕěřăšőřőć őďŋőňěřěŋ. �

Ğăďăůă 6.15. Ďőłăęĺšě, ůšő ń¿ąőě ňŋőęěśšćő ŕőŕăřŋő ŕěřěśšăŋőćőůŋżţ ďĺăčőŋăńĺğşěňżţ őŕěřăšőřőć ňőęěš ążšĳ ŕřĺćěďěŋő ł ďĺăčőŋăńĳŋőňş ćĺďş őďŋőćřěňěŋŋő ć őďŋőň ąăğĺśě.

1.9.3. Śńěďśšćĺě. Ćś£łőě ŕřěďśšăćńěŋĺě łőŋěůŋőľ ăąěńěćőľ čřşŕŕż ŋăď ăńčěąřăĺůěśłĺ ğăňłŋşšżň ŕőńěň £ćń£ěšś£ ŕř£ňőľ śşňňőľ őďŋőňěřŋżţ.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ćśě őŕěřăšőřż ĺğ łőŋěůŋőľ ăąěńěćőľ čřşŕŕż G ăŋŋşńĺřş¿šś£ ňŋőčőůńě-

ŋőň t^{|G|} − 1 = 0 ąěğ łřăšŋżţ łőřŋěľ, ĺ śšăńő ążšĳ, ďĺăčőŋăńĺğşěňż. �

x2. Śćőľśšćă ŕőńşŕřőśšżţ ňőďşńěľ.

2.1. Ńěňňă. Śńěďş¿źĺě şśńőćĺ£ ŋă łőŋěůŋőňěřŋżľ^2 M-ňőďşńĳ W řăćŋőśĺńĳŋż:

(1) W ŕőńşŕřőśš;

(2) W ńĺŋěľŋő ŕőřőęďăěšś£ ŕřőśšżňĺ ŕőďňőďşń£ňĺ;

(3) ďń£ ćś£łőčő ŕőďňőďşń£ U ⊂ W śşźěśšćşěš ďőŕőńŋĺšěńĳŋżľ ŕőďňőďşńĳ V ⊂ M, šăłőľ ůšő W = U ⊕ V ;

(4) ďń£ ćś£łőčő ŕőďňőďşń£ U ⊂ W śşźěśšćşěš čőňőňőřťĺğň ňőďşńěľ W^π−−→ U, őčřăŋĺůěŋĺě łőšőřőčő ŋă U šőęďěśšćěŋŋő^3: π|_U = Id_U .

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ěśńĺ W ńĺŋěľŋő ŕőřőęďăěšś£ ŋăąőřőň ŕřőśšżţ ŕőďňőďşńěľ Vα, šő ďń£

ń¿ąőčő ŕőďňőďşń£ U ⊂ W ňőęŋő ćżąřăšĳ ĺğ ůĺśńă V_α šăłĺě ŕőďňőďşńĺ V_1, V_2, . . . , V_m , ůšő W = U ⊕V_1 ⊕V_2 ⊕· · ·⊕V_m. Ă ĺňěŋŋő, ć łăůěśšćě V_1 ąěř-ěň ŕřőĺğćőńĳŋżľ ŋěŕřĺćőďĺňżľ ňőďşńĳ, ŋě śőďěřęăźĺľś£ ć U. Ŕěřěśěůěŋĺě V_1 ∩ U, ąşďşůĺ ŕőďňőďşńěň ć V_1, £ćń£ěšś£ ŋşńěćżň, šăł ůšő śşňňă U ĺ V_1 | ŕř£ňă£. Ğăšěň ćżąĺřăěň ŋěŕřĺćőďĺňżľ ňőďşńĳ V_2 ⊄ U ⊕V_1. Ŕěřěśěůěŋĺě V_2 ∩(U ⊕ V_1), ąşďşůĺ ŕőďňőďşńěň ć V_2, śŋőćă £ćń£ěšś£ ŋşńěćżň, šăł ůšő śşňňă U, V_1 ĺ V_2 šőęě ŕř£ňă£, ĺ š. ď. ŕőłă śőğďăćăěňă£ ŕř£ňă£ śşňňă ŋě ĺśůěřŕăěš ćś-ě ŕřőśšřăŋśšćő W . Šăłĺň őąřăğőň, ĺğ ćšőřőčő şśńőćĺ£ ćżšěłă¿š łăł šřěšĳě, šăł ĺ (ŕřĺ U = 0) ŕěřćőě şśńőćĺ£.

Ŋăőąőřőš, ŕěřćőě şśńőćĺě ćłń¿ůăěš ć śěą£ ćšőřőě, ă ŕřĺ ćżŕőńŋěŋĺĺ šřěšĳěčő şśńőćĺ£ ňőďşńĳ W őůěćĺďŋżň őąřăğőň řăśłńăďżćăěšś£ ć ŕř£ňş¿ śşňňş ŋěŕřĺćőďĺňżţ ŕőďňőďşńěľ. Ŋăłőŋěű, ůěšć-ěřšőě şśńőćĺě řăćŋőśĺńĳŋő šřěšĳěňş ŕő ğăď.6.2. �

2.1.1. Śńěďśšćĺě. Ŕř£ňżě śşňňż, ŕőďňőďşńĺ ĺ ťăłšőř ňőďşńĺ ŕőńşŕřőśšżţ ňőďşńěľ šăłęě £ćń£¿šś£ ŕőńşŕřőśšżňĺ ňőďşń£ňĺ.

2šřěąőćăŋĺě łőŋěůŋőňěřŋőśšĺ ŋě £ćń£ěšś£ śşźěśšćěŋŋżň, ĺ ŕřěőďőńěćăěšś£ śšăŋďăřšŋżňĺ šěőřěšĺłő-ňŋő-ęěśšćěŋŋżňĺ şţĺźřěŋĺ£ňĺ šĺŕă ńěňňż Űőřŋă ĺńĺ šřăŋśťĺŋĺšŋőľ ĺŋďşłűĺĺ (őśŋőćăŋŋőľ ŋă ăłśĺőňě ćżąőřă ĺ šěőřěňě Űěřňěńő)

3ńĺŋěľŋżľ őŕěřăšőř π ∈ End(V ), ďń£ łőšőřőčő im π = U ĺ π|_U = Id_U ŋăğżćăěšś£ ŕřőěłšőřőň ŕřőśšřăŋśšćă V ŋă ŕőďŕřőśšřăŋśšćő U

§2: Śćőľśšćă ŕőńşŕřőśšżţ ňőďşńěľ. 7

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŕř£ňă£ śşňňă ŕőńşŕřőśšżţ ňőďşńěľ ńĺŋěľŋő ŕőřőęďăěšś£ ŕřőśšżňĺ

ŕőďňőďşń£ňĺ śńăčăěňżţ. Łăęďőě ĺŋćăřĺăŋšŋőě ŕőďŕřőśšřăŋśšćő ć ŕőďňőďşńě ŕőńşŕřőśšőčő ňőďşń£ £ćń£ěšś£ őąřăğőň M-ĺŋćăřĺăŋšŋőčő ŕřőěłšőřă. Ťăłšőř ňőďşńĳ ŕőńşŕřőśšőčő ňőďşń£ ńĺŋěľŋő ŕőřőęďăěšś£ őąřăğăňĺ ŋěŕřĺćőďĺňżţ ŕőďňőďşńěľ ĺśţőďŋőčő ňőďşń£, ă őąřăğ ŋěŕřĺćőďĺňőčő ňőďşń£ ńĺąő ŋşńěćőľ, ńĺąő ĺğőňőřťěŋ ěňş śăňőňş (ĺ šěň śăňżň, šőęě ŋěŕřĺćőďĺň).

�

Ğăďăůă 6.16. Ć šěőřĺĺ ŕřőśšřăŋśšć ś őďŋĺň őŕěřăšőřőň ŕřĺćěďĺšě ŕřĺňěř, ć łőšőřőň ŕőďňőďşńĳ U ⊂ V ĺ ťăłšőř ňőďşńĳ V/U ŕřőśšż, ŋő V ŋě ŕőńşŕřőśš.

2.2. Ăśśőűĺăšĺćŋżě ăńčěąřż, ść£ğăŋŋżě ś ňŋőęěśšćőň őŕěřăšőřőć. Śő ćś£łĺň ňŋő-

ęěśšćőň őŕěřăšőřőć M ⊂ End(V ) ňőęŋő ść£ğăšĳ ŋăĺňěŋĳÿş¿ ăśśőűĺăšĺćŋş¿ ŕőďăńčěąřş ś ěďĺŋĺűěľ A_M ⊂ End(V ), śőďěřęăźş¿ M. Ňż ąşďěň ŋăğżćăšĳ ě-ě ăśśőűĺăšĺćŋőľ őąőńőůłőľ ňŋőęěśšćă M ⊂ End(V ). Őŋă ňőęěš ążšĳ őŕřěďěńěŋă łăł ŕěřěśěůěŋĺě ćśěţ ŕőďăńčěąř ć End(V ), śőďěřęăźĺţ M ĺ Id_V , ĺńĺ łăł ńĺŋěľŋă£ őąőńőůłă ćśěćőğňőęŋżţ ŕřőĺğćěďěŋĺľ őŕěřăšőřőć ĺğ M ĺ čőňőšěšĺľ. Ěśńĺ M | čřşŕŕă, šő A_M | ¡šő ŕřőśšő ńĺŋěľŋă£ őąőńőůłă őŕěřăšőřőć ĺğ M. Ĺŋćăřĺăŋšŋőśšĳ, řăğńőęĺňőśšĳ ĺ ŕřĺćőďĺňőśšĳ őšŋőśĺšěńĳŋő M ĺ őšŋőśĺšěńĳŋő A_M őğŋăůă¿š, őďŋő ĺ šő ęě, šăł ůšő śćőľśšćă V łăł M-ňőďşń£ šőęďěśšćěŋŋż śćőľśšćăň V łăł A_M -ňőďşń£.

Ďřşčă£ ăśśőűĺăšĺćŋă£ ŕőďăńčěąřă, ść£ğăŋŋă£ ś ňŋőęěśšćőň M őŕěřăšőřőć ŋă ŕřőśšřăŋśšćě V , | ¡šő ăńčěąřă M-čőňőňőřťĺğňőć B = End_M (V ) = End_{AM} (V ). Ěśńĺ šěŕěřĳ řăśśňőšřěšĳ ŕřőśšřăŋśšćő V łăł B-ňőďşńĳ ĺ őąřăğőćăšĳ ěź-ě őďŋş ăńčěąřş End_B(V ), ňż őąŋăřşęĺň ğăňěůăšěńĳŋş¿ ďćőľśšćěŋŋőśšĳ.

2.3. Šěőřěňă. Ěśńĺ ŕřőśšřăŋśšćő V ŕőńşŕřőśšő łăł ňőďşńĳ ŋăď ăśśőűĺăšĺćŋőľ ŕőďăńčěąřőľ

A ⊂ End(V ), ĺ B = End_A(V ), šő A = End_B(V ).

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŕőśłőńĳłş ćśě őŕěřăšőřż ĺğ B ŕő őŕřěďěńěŋĺ¿ ŕěřěśšăŋőćőůŋż ś őŕěřă-

šőřăňĺ ĺğ A, ĺňěěšś£ šăćšőńőčĺůěśłőě ćłń¿ůěŋĺě A ⊂ End_B(V ). Ůšőąż ďőłăğăšĳ őąřăšŋőě ćłń¿ůěŋĺě řăśśňőšřĺň ŕřőĺğćőńĳŋżľ ąăğĺś {e_1, e_2, . . . , e_n} ŕřőśšřăŋśšćă V ĺ ŕőłăęěň, ůšő ďń£ ń¿ąőčő őŕěřăšőřă φ ∈ End_B(V ) śşźěśšćşěš šăłőľ őŕěřăšőř a ∈ A, ůšő φe_i = ae_i ŕřĺ ćśěţ i. Ďń£ ¡šőčő řăśśňőšřĺň ŕőńşŕřőśšőľ A-ňőďşńĳ W = V ⊕ V ⊕ · · · ⊕ V n , ŋă łőšőřőň A

ďěľśšćşěš ŕő ŕřăćĺńş a (v_1, v_2, . . . , v_n) = (av_1, av_2, . . . , av_n) , ĺ őŕřěďěńĺň ŋă ŋ-ěň őŕěřăšőř W^{eφ}−−→ W ŕő ťőřňşńě ~φ : (v_1, v_2, . . . , v_n) −→ (φv_1, φv_2, . . . , φv_n) . Ŋăň ŋăďő ďőłăğăšĳ, ůšő ~φe ∈ A e, čďě e = (e_1, e_2, . . . , e_n) ∈ W . Ŕőśłőńĳłş W ŕőńşŕřőśš, śşźěśšćşěš ŕřőěłšőř π ∈ End_A(W ) ňőďşń£ W ŋă A-ŕőďňőďşńĳ A e. Ěśńĺ ąż π ążń ŕěřěśšăŋőćőůěŋ ś őŕěřăšőřőň ~φ, ňż ąż ĺňěńĺ ~φ(e) = ~φ(πe) = π( ~φe) ∈ A e, ůšő ĺ šřěąşěšś£. Šăłĺň őąřăğőň, ďń£ ğăćěřÿěŋĺ£ ďőłăğăšěńĳśšćă őśšă-ěšś£ ŕřőćěřĺšĳ řăćěŋśšćő π ~φ = ~φπ.

Ďěľśšćĺě ń¿ąőčő ¡ŋďőňőřťĺğňă W^F−−→ W ňőęŋő őŕĺśżćăšĳ ňăšřĺűěľ (F_{ij}) ś ¡ńěňěŋšăňĺ F_{ij} ∈ End(V ), šăł ůšő

F (v_1, v_2, . . . , v_n) = ( ∑ ν F_{1ν}v_ν , ∑ ν F_{2ν}v_ν , . . . , ∑ ν F_{nν}v_ν ) ,

Ŕőďśšăćń££ ć řăćěŋśšćő πa(w) = aπ(w) ćěłšőř w, ş łőšőřőčő j-šă£ łőőřďĺŋăšă řăćŋă v ∈ V , ă őśšăńĳŋżě łőőřďĺŋăšż ŋşńěćżě, ňż ŕőńşůĺň, ůšő ňăšřĺůŋżě ¡ńěňěŋšż ŕřőěłšőřă π şďőćńěšćőř£¿š śőőšŋőÿěŋĺ£ň ( π_{1j}a v , π_{2j}a v , . . . , π_{nj}a v ) = ( a π_{1j}v , a π_{2j}v , . . . , a π_{nj} v ) ŕřĺ ń¿ąőň 1 6 j 6 n ĺ ń¿ąőň v ∈ V . İšő őğŋăůăěš, ůšő ćśě ňăšřĺůŋżě ¡ńěňěŋšż (π_{ij}) ŕěřěśšăŋőćőůŋż ś A, š. ě. ńěęăš ć B = End_A(V ), ĺ šěň śăňżň, π ŕěřěśšăŋőćőůěŋ ś ń¿ążň őŕěřăšőřă ćĺďă (v_1, v_2, . . . , v_n) −→ (φv_1, φv_2, . . . , φv_n) ś φ ∈ End_B(V ), ůšő ĺ şšćěřęďăńőśĳ. � Ğăďăůă 6.17. Ŕşśšĳ V | ćěłšőřŋőě ŕřőśšřăŋśšćő. Ďőłăęĺšě, ůšő ĺňěěš ňěśšő ĺğőňőřťĺğň ăńčěąř End (V^{⊕n}) ≃ Mat_n (End(V )).

2.4. Šěőřěňă Ąěřŋśăľďă. Ěśńĺ V | ŋěŕřĺćőďĺňőě ŕřőśšřăŋśšćő ś őŕěřăšőřăňĺ ŋăď ăńčěąřăĺůěśłĺ ğăňłŋşšżň ŕőńěň, šő ńĺŋěľŋă£ őąőńőůłă ćśěćőğňőęŋżţ łőňŕőğĺűĺľ ¡šĺţ őŕěřăšőřőć śőćŕăďăěš śő ćśěľ ăńčěąřőľ ¡ŋďőňőřťĺğňőć End(V ).

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŕőśłőńĳłş V ŋěŕřĺćőďĺňő łăł ňőďşńĳ ŋăď ăśśőűĺăšĺćŋőľ őąőńőůłőľ

A_M ⊂ End(V ) ňŋőęěśšćă őŕěřăšőřőć M, ŕő ńěňňě Ÿşřă ĺňěěň B = End_A(V ) = k, őšłşďă ŕő ŕřěďżďşźěľ šěőřěňě A = End_B(V ) = End(V ). �

x3. sl_2 - ňőďşńĺ.

Ćś¿ďş ć ¡šőň ŕăřăčřăťě ŕřěďŕőńăčăěšś£, ůšő char k = 0.

3.1. Őąőğŋăůěŋĺ£ ĺ šěřňĺŋőńőčĺ£. Ŋăŕőňŋ¿, ůšő ăńčěąřă Ńĺ sl2(k) ⊂ Mat2(k) śőśšő-

ĺš ĺğ ćśěţ 2 × 2 - ňăšřĺű ś ŋşńěćżň śńěďőň ĺ ŕřěďśšăćń£ěš śőąőľ šř-ěţňěřŋőě ćěłšőřŋőě ŕřőśšřăŋśšćő. Ć łăůěśšćě ąăğĺśă ć sl_2(k) ňż ć ¡šőň ŕăřăčřăťě ąşďěň ĺśŕőńĳğőćăšĳ ňăšřĺűż X = ( 0 1 0 0 ) , Y = ( 0 0 1 0 ) , X = ( 1 0 0 −1 )

łőšőřżě łőňňşšĺřş¿š ŕő ŕřăćĺńăň:

[X, Y ] = H , [H, X] = 2 X , [H, Y ] = −2 Y (3-1) Śšřşłšşřă sl_2(k)-ňőďşń£ ŋă ŕřőśšřăŋśšćě V ğăďă-ěšś£ čőňőňőřťĺğňőň ăńčěąř Ńĺ^4 sl_2(k)^ϱ−→ End(V ) .

ĺńĺ, ůšő řăćŋőśĺńĳŋő, šřěň£ őŕěřăšőřăňĺ X, Y, Z ⊂ End(V ), şďőćńěšćőř£¿źĺňĺ łőňňşšăűĺőŋŋżň śőőšŋőÿěŋĺ£ň (3-1).

3.2. Śšăŋďăřšŋżě sl2-ňőďşńĺ. Ŕřőśšěľÿĺňĺ sl2-ňőďşń£ňĺ £ćń£¿šś£ šřĺćĺăńĳŋżľ őďŋő-

ňěřŋżľ ňőďşńĳ V_0 ≃ k, ŋă łőšőřőň ćśě šřĺ őŕěřăšőřă ďěľśšćş¿š şňŋőęěŋĺěň ŋă ŋşńĳ, ĺ šăćšőńőčĺůěśłĺľ ďćşňěřŋżľ ňőďşńĳ V_1 = k^2 ŋă łőšőřőň sl_2 ⊂ Mat_2(k) ďěľśšćşěš ńěćżňĺ şňŋőęěŋĺ£ňĺ: X ( x y ) = ( y 0 ) , Y ( x y ) = ( 0 −x ) , H ( x y ) = ( x −y )

4š. ě. ńĺŋěľŋżň őŕěřăšőřőň, łőšőřżľ ŕěřěćőďĺš łőňňşšăšőřż ć łőňňşšăšőřż

İšĺ ďćă ňőďşń£ £ćń£¿šś£ ŕěřćżňĺ ůńěŋăňĺ ĺğ śěřĺĺ ŕřěďśšăćńěŋĺľ ăńčěąřż sl_2 ŋă ŕřőśšřăŋśšćăţ őďŋőřőďŋżţ ąĺŋăřŋżţ ťőřň, ś łőšőřżňĺ ňż şęě ćśšřěůăńĺśĳ ć ńěłűĺĺ 5. Ă ĺňěŋŋő, ďĺťťěřěŋűĺăńĳŋżě őŕěřăšőřż X −→ x ∂ ∂y , Y −→ y ∂ ∂x , H −→ x ∂ ∂x − y ∂ ∂y , ğăďă¿š ďěľśšćĺě ăńčěąřż Ńĺ sl_2 ŋă ŕřőśšřăŋśšćě ňŋőčőůńěŋőć k[x, y].

Ğăďăůă 6.18. Şąěďĺšěśĳ ŕř£ňżň ćżůĺśńěŋĺěň, ůšő ¡šĺ ďĺťťěřěŋűĺăńĳŋżě őŕěřăšőřż şďőćńěšćőř£¿š łőňňşšăűĺőŋŋżň śőőšŋőÿěŋĺ£ň (3-1).

Ŕőśłőńĳłş ćśě šřĺ őŕěřăšőřă śőţřăŋ£¿š śšěŕěŋĳ łăęďőčő ňőŋőňă, k[x, y] £ćń£ěšś£ ŕř£ňőľ śşňňőľ łőŋěůŋőňěřŋżţ sl_2-ňőďşńěľ V_n ≃ S^nV_1, śőśšő£źĺţ ĺğ őďŋőřőďŋżţ ťőřň n-šőľ śšěŕěŋĺ, šăł ůšő dimV_n = (n + 1). Ňőďşńĺ V_n ŋăğżćă¿šś£ śšăŋďăřšŋżňĺ. Ć ňőŋőňĺăńĳŋőň ąăğĺśě { e_p = x^py^{n−p} } ďěľśšćĺě őŕěřăšőřőć X, Y , H ğăďă-ěšś£ ťőřňşńăňĺ X : e_p −→ (n − p) e_{p+1} Y : e_p −→ p e_{p−1} H : e_p −→ (2 p − n) e_p (3-2)

3.2.1. Şšćěřęďěŋĺě. Ćśě śšăŋďăřšŋżě sl2-ňőďşńĺ Vn ŋěŕřĺćőďĺňż.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Řăğńőęĺň ŕřőĺğćőńĳŋżľ ćěłšőř v ∈Vn ŕő śšăŋďăřšŋőňş ąăğĺśş ĺğ (3-2), ĺ

ŕşśšĳ e_s { ¡šő ŕőśńěďŋĺľ ąăğĺśŋżľ ćěłšőř (ś ŋăĺąőńĳÿĺň s) řěăńĳŋő ŕřĺśşšśšćş¿źĺľ ć ¡šőň řăğńőęěŋĺĺ. Šőčďă X^mY^kv ąşďěš ŕřőŕőřűĺőŋăńěŋ (ś ŋěŋşńěćżň łő¡ťťĺűĺěŋšőň) ąăğĺśŋőňş ćěłšőřş e_m ŕřĺ ćśěţ 0 6 m 6 n, ĺ śšăńő ążšĳ, sl_2-őřąĺšă ŕřőĺğćőńĳŋőčő ćěłšőřă v ŕőřőęďăěš ćś-ě ŕřőśšřăŋśšćő V_n �

3.3. Őŕĺśăŋĺě ŋěŕřĺćőďĺňżţ sl2-ňőďşńěľ. Ŕşśšĳ V | ŋěŕřĺćőďĺňżľ sl2-ňőďşńĳ. Ůšőąż

ŕřő£śŋĺšĳ ěčő śšřőěŋĺě, ňż řăśśňőšřĺň ŕřőśšřăŋśšćő V ŋăď ăńčěąřăĺůěśłĺň ğăňżłăŋĺěň őśŋőćŋőčő ŕőń£ ĺ řăğńőęĺň ěčő ć ŕř£ňş¿ śşňňş V = ⊕W_λ łőřŋěćżţ ŕőďŕřőśšřăŋśšć W_λ őŕěřăšőřă H, őšćěůă¿źĺţ ćśěň ěčő ŕőŕăřŋő řăğŋżň śőąśšćěŋŋżň ğŋăůěŋĺ£ň λ. Ŋăŕőňŋ¿, ůšő W_λ ⊂ V ĺŋćăřĺăŋšŋő ćżďěń£¿šś£ łăł £ďřă ker(H − λ E)^n, čďě n ďőśšăšőůŋő ćěńĺłő.

3.3.1. Ńěňňă. Őŕěřăšőř X ŕěřěćőďĺš śőąśšćěŋŋőě ĺ łőřŋěćőě ŕőďŕřőśšřăŋśšćă őŕěřăšőřă H, őšćěůă¿źĺě śőąśšćěŋŋőňş ğŋăůěŋĺ¿ λ, ć ěčő śőąśšćěŋŋőě ĺ łőřŋěćőě ŕőďŕřőśšřăŋśšćă, őšćěůă¿źĺě śőąśšćěŋŋőňş ğŋăůěŋĺ¿ λ + 2.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŕőńĳğş£śĳ łőňňşšăűĺőŋŋżň śőőšŋőÿěŋĺěň [H, X] = HX − XH = 2 X

ŋăţőďĺň: X(H − λ E) = XH − λ X = H − 2 X − λ X = (H − (λ + 2) E)X , őšłşďă X(H − λ E)^n = (H −(λ +2) E)^nX ŕřĺ ń¿ąőň n > 1. Šăłĺň őąřăğőň, ĺğ (H − λ E)^nv = 0 ćżšěłăěš, ůšő (H − (λ + 2) E)^nXv = X(H − λ E)^nv = 0. �

Ğăďăůă 6.19. Ďőłăęĺšě, ůšő őŕěřăšőř Y ŕěřěćőďĺš śőąśšćěŋŋőě ĺ łőřŋěćőě ŕőďŕřőśšřăŋśšćă őŕěřăšőřă H, őšćěůă¿źĺě śőąśšćěŋŋőňş ğŋăůěŋĺ¿ λ, ć ěčő śőąśšćěŋŋőě ĺ łőřŋěćőě ŕőďŕřőśšřăŋśšćă, őšćěůă¿źĺě śőąśšćěŋŋőňş ğŋăůěŋĺ¿ λ − 2.

3.3.2. Ŕřĺňĺšĺćŋżě ćěłšőřż ĺ ćěśă. Śőąśšćěŋŋżě ğŋăůěŋĺ£ őŕěřăšőřă H ŋă ŋěŕřĺćő-

ďĺňőň ňőďşńě V ŋăğżćă¿šś£ ćěśăňĺ, ă śőąśšćěŋŋżě ćěłšőřż | ćěśőćżňĺ ćěłšőřăňĺ. Ćěśőćżě ćěłšőřż, ŕőŕăďă¿źĺě ć £ďřő őŕěřăšőřă X ŋăğżćă¿šś£ ŕřĺňĺšĺćŋżňĺ. Ń¿ąőľ ŋěŕřĺćőďĺňżľ sl_2-ňőďşńĳ őąńăďăěš ŕřĺňĺšĺćŋżň ćěłšőřőň (ŋăď ăńčěąřăĺůěśłĺ ğăňłŋşšżň ŕőńěň). Ůšőąż ěčő ŕőśšřőĺšĳ, ŋăďő ćğ£šĳ ŕřőĺğćőńĳŋżľ ćěśőćőľ ćěłšőř, ĺ ŕřĺňěŋ£šĳ ł ŋěňş őŕěřăšőř X. Ćěłšőřż, łőšőřżě ŕřĺ ¡šőň ąşďşš ŕőńşůăšĳś£, šőęě ąşďşš ćěśőćżňĺ śő ćś-ě ąőńĳÿĺňĺ ćěśăňĺ, ůšő ŋě ňőęěš ŕřőďőńęăšĳś£ ąěśłőŋěůŋő, ĺąő ş H ńĺÿĳ łőŋěůŋőě ůĺśńő śőąśšćěŋŋżţ ğŋăůěŋĺľ. Ŕőśńěďŋĺľ ŋěŋşńěćőľ ćěśőćőľ ćěłšőř ć ¡šőľ űěŕőůłě ĺ ąşďěš ŕřĺňĺšĺćŋżň.

3.3.3. Ńěňňă. sl2-őřąĺšă ŕřĺňĺšĺćŋőčő ćěłšőřă ĺğőňőřťŋă śšăŋďăřšŋőňş ňőďşń¿ Vn ś ŕőďţőď£źĺň n.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŕşśšĳ v ∈ V ŕřĺňĺšĺćŋżľ ćěłšőř ćěśă λ, šăł ůšő Hv = λv ĺ Xv = 0.

Śőčńăśŋő ğăď.6.19 ćśě ćěłšőřż ć űěŕőůłě v, Y v, Y^2v, . . . £ćń£¿šś£ śőąśšćěŋŋżňĺ ďń£ H ś śőąśšćěŋŋżňĺ ğŋăůěŋĺ£ňĺ λ, (λ−2), (λ−4), . . . , šăł ůšő ŕřĺ łăłőň-šő m ąşďěň ĺňěšĳ Y^{m−1}v ≠ 0, ă Y^mv = 0. Őąőğŋăůĺň ŕőśńěďŋĺľ ŋěŋşńěćőľ ćěłšőř Y^{m−1}v ůěřěğ v_0, ă ŕřěďÿěśšćş¿źĺě ěňş ůěřěğ v_1, v_2, šăł ůšőąż űěŕőůłă ŕřĺőąřěńă ćĺď 0^Y←−− v_0^Y←−− v_1^Y←−− v_2^Y←−− . . .^Y←−− v_{m−1}^Y←−− v_m^X−−→ 0 Őŕěřăšőř H ďěľśšćşěš ŋă ćěłšőřż űěŕőůłĺ ŕő ťőřňşńě Hv_i = (λ−2 (m−i)) v_i, ă ğŋă£ ďěľśšćĺě Y ĺ H, ňż ś ŕőňőźĳ¿ śőőšŋőÿěŋĺ£ XY = Y X +H ňőęěň ćżůĺśńĺšĳ ďěľśšćĺě ŋă ¡šş űěŕőůłş ĺ šřěšĳěčő őŕěřăšőřă X:

X v_m = X v = 0 X v_{m−1} = XY v_m = Y X v_m + H v_m = λ v_m X v_{m−2} = XY v_{m−1} = Y X v_{m−1} + H v_{m−1} = (λ + (λ − 2)) v_{m−1} X v_{m−3} = XY v_{m−2} = Y X v_{m−2} + H v_{m−2} = (λ + (λ − 2) + (λ − 4)) v_{m−2} · · · · · · X v_{m−i} = XY v_{m−i+1} = Y X v_{m−i+1} + H v_{m−i+1} = = (λ + (λ − 2) + · · · + (λ − 2 (i − 1))) v_{m−i+1} = i (λ − i + 1) v_{m−i+1} · · · · · · X v_0 = m (λ − m + 1) v_1

Ďěńă£ ěź-ě őďĺŋ šăłőľ ęě ÿăč, ňż ćżůĺśńĺň X(0) = XY v_0 = 0. İšő ŕřĺćőďĺš ł śőőšŋőÿěŋĺ¿:

0 = XY v_0 = Y X v_0 + H v_0 = (m (λ − m + 1) + (λ − 2 m)) v_0 = (m + 1)(λ − m) v_0 ,

ůšő ćőğňőęŋő šőńĳłő ŕřĺ m = λ. Šăłĺň őąřăğőň, ćśě śőąśšćěŋŋżě ğŋăůěŋĺ£ őŕěřăšőřă H űěńżě^5, ă ńĺŋěľŋă£ őąőńőůłă ćěłšőřőć v_i ŕřěďśšăćń£ěš śőąőľ sl_2-ŕőďňőďşńĳ, ć łőšőřőň ďěľśšćĺě őŕěřăšőřőć X, Y , H ŋă ąăğĺś v_i ğăďă-ěšś£ ťőřňşńăňĺ: X : v_p −→ (m − p)(p + 1) e_{p+1} Y : v_p −→ v_{p−1} H : v_p −→ (2 p − n) v_p .

5ĺ ć ůăśšŋőśšĺ, łőřŋěćőě řăğńőęěŋĺě ŕřőśšřăŋśšćă V ŕő ďěľśšćĺ¿ őŕěřăšőřă H ćőğňőęŋő ŋăď ń¿ążň ŕőńěň!

Őšőąřăęěŋĺě v_p −→ 1 p! e_p = 1 p! x^py^{n−p} şśšăŋăćńĺćăěš ĺğőňőřťĺğň ¡šőčő ňőďşń£ śő śšăŋďăřšŋżň ňőďşńěň V_m. �

3.3.4. Śńěďśšćĺě. Ćśě ŋěŕřĺćőďĺňżě sl2-ňőďşńĺ ĺśůěřŕżćă¿šś£ śšăŋďăřšŋżňĺ ňőďşń£- ňĺ V_n. �

Ğăďăůă 6.20. Ďőłăęĺšě, ůšő ć ŕřőĺğćőńĳŋőň sl_2-ňőďşńě őŕěřăšőř H ďĺăčőŋăńĺğşěň ĺ ĺňěěš űěńżě śőąśšćěŋŋżě ğŋăůěŋĺ£, ă őŕěřăšőřż X ĺ Y ŋĺńĳŕőšěŋšŋż.

3.4. Ŕőńŋă£ ŕřĺćőďĺňőśšĳ sl2-ňőďşńěľ. Ć ¡šőň ŕşŋłšě ňż ďőłăęěň, ůšő ćś£łĺľ łő-

ŋěůŋőňěřŋżľ sl_2-ňőďşńĳ ŕőńşŕřőśš. Čńăćŋżň ĺŋśšřşňěŋšőň ďőłăğăšěńĳśšćă ąşďěš ńĺŋěľŋżľ őŕěřăšőř K, łőšőřżľ ńěęĺš ć ăśśőűĺăšĺćŋőľ ăńčěąřě, ŕőřőęď-ěŋŋőľ őŕěřăšőřăňĺ X, Y , Z, ĺ łőňňşšĺřşěš ś ŋĺňĺ. Ŕő ńěňňě Ÿşřă šăłőľ őŕěřăšőř ďěľśšćşěš ŋă łăęďőň ŋěŕřĺćőďĺňőň ňőďşńě łăł čőňőšěšĺ£, ůšő ĺ ŕőğćőńĺš ŋăň ŕőśšřőĺšĳ sl_2-ĺŋćăřĺăŋšŋżľ ŕřőěłšőř ŋă ń¿ąőľ ŋěŕřĺćőďĺňżľ ŕőďňőďşńĳ.

3.4.1. Őŕěřăšőř Łăğĺňĺřă. Ăńčěąřă sl2 ěśšěśšćěŋŋő ćńőęěŋă łăł ŕőďăńčěąřă Ńĺ ć ăśśő-

űĺăšĺćŋş¿ ăńčěąřş End(sl_2). Łăęďőňş ¡ńěňěŋšş x ∈sl_2 ŕřĺ ¡šőň śőőšćěšśšćşěš ¡ŋďőňőřťĺğň ad_x : y −→ [x, y]. Ğăďăůă 6.21. Ŕřőćěřĳšě, ůšő ad_{[x,y]} = [ad_x, ad_y] ć End(sl_2) ďń£ ń¿ążţ x, y ∈ sl_2, ĺ ůšő End(sl_2) £ćń£ěšś£ sl_2-ňőďşńěň őšŋőśĺšěńĳŋő ďěľśšćĺ£ x : φ −→ [ad_x, φ].

Ŋă ăśśőűĺăšĺćŋőľ ăńčěąřě End(sl_2) ĺňěěšś£ łăŋőŋĺůěśłă£ śĺňňěšřĺůŋă£ ąĺńĺŋěľŋă£ ťőřňă śńěďă (φ, ψ) = tr (φψ), őčřăŋĺůěŋĺě łőšőřőľ ŋă őąřăğ sl_2 ⊂ End(sl_2) ŋěćżřőęďěŋŋő.

Ğăďăůă 6.22. Ŕřőćěřĳšě, ůšő ňăšřĺűă Čřăňă ťőřňż (x, y) = tr (ad_xad_y) ć ąăğĺśě {X, Y, H}

ĺňěěš ćĺď

0 4 0 4 0 0 0 0 8 . Ďćőľśšćěŋŋżň ł ąăğĺśş {X, Y, H} őšŋőśĺšěńĳŋő ťőřňż śńěďă £ćń£ěšś£, šăłĺň őąřăğőň, ąăğĺś

{ X^∗ = 1 4 Y , Y^∗ = 1 4 X , H^∗ = 1 8 X } . Ŋăńĺůĺě śłăń£řŋőčő ŕřőĺğćěďěŋĺ£ ŋă sl_2 ŕőğćőń£ěš őšőęďěśšćĺšĳ sl_2 ś sl^∗_2, ă ăńčěąřş ¡ŋďőňőřťĺğňőć End(sl_2) ≃ sl^∗_2 ⊗ sl_2 ś šěŋğőřŋżň łćăďřăšőň sl_2 ⊗ sl_2. Ŕřĺ šăłőň őšőęďěśšćńěŋĺĺ šőęďěśšćěŋŋżľ ¡ŋďőňőřťĺğň ŕřőśšřăŋśšćă sl_2 ĺğőąřăğĺšś£ šěŋğőřőň Łăğĺňĺřă

– = X ⊗ X^∗ + Y ⊗ Y^∗ + H ⊗ H^∗ =^1_4 (X ⊗ Y + Y ⊗ X) +^1_8 H ⊗ H .

Ćś£łőě ŕřěďśšăćńěŋĺě sl_2^ϱ−→ End(V ) ĺŋďşűĺřşěš ńĺŋěľŋőě őšőąřăęěŋĺě

End(sl_2) ≃ sl_2 ⊗ sl_2^{eϱ}−→ End(V ) ,

ďěľśšćş¿źěě ŋă řăğńőęĺňżě šěŋğőřż ŕő ŕřăćĺńş ~ϱ(A ⊗ B) = ϱ(A)ϱ(B) ∈ End(V ). Őŕěřăšőř ~ϱ(Id_{sl2} ) ⊂ End(V ) ŋăğżćăěšś£ őŕěřăšőřőň Łăğĺňĺřă ŋă sl_2-ňőďşńě V .

Ğăďăůă 6.23. Ŕřőćěřĳšě, ůšő ~ϱ £ćń£ěšś£ čőňőňőřťĺğňőň sl_2-ňőďşńěľ.

Ěśńĺ, őŕşśłă£ śĺňćőń ϱ, łăł ĺ řăŋěě, őąőğŋăůăšĳ ąşłćăňĺ X, Y, Z śřăğş śăňĺ őŕěřăšőřż, ďěľśšćş¿źĺě ŋă sl_2-ňőďşńě V , šő őŕěřăšőř Łăğĺňĺřă ćżřăğĺšś£ ůěřěğ ŋĺţ ŕő ťőřňşńě K = 1 4 (XY + Y X) + 1 8 H^2 .

Ğăďăůă 6.24. Ŕřĺ ŕőňőźĺ £ćŋőčő ćżůĺśńěŋĺ£, őśŋőćăŋŋőčő ŋă śőőšŋőÿěŋĺ£ţ (3-1), ŕřőćěřĳšě, ůšő [X, K] = [Y, K] = [H, K] = 0, ă šăł ęě ůšő K ďěľśšćşěš ŋă śšăŋďăřšŋőň ŋěŕřĺćőďĺňőň sl_2-ňőďşńě V_m łăł čőňőšěšĺ£ ś łő¡ťťĺűĺěŋšőň 1 8 (m^2 + 4 m).

3.4.2. Ńěňňă. Ćś£łĺľ sl2-ŕőďňőďşńĳ łőřăğňěřŋőśšĺ 1 őąńăďăěš ďőŕőńŋĺšěńĳŋżň őďŋőňěřŋżň šřĺćĺăńĳŋżň sl_2-ŕőďňőďşńěň.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŕřěęďě ćśěčő őšňěšĺň, ůšő ćś£łĺľ őďŋőňěřŋżľ sl2-ňőďşńĳ ś ŋěĺğąěęŋő-

śšĳ¿ šřĺćĺăńěŋ, ŕőśłőńĳłş ć łőňňşšăšĺćŋőľ ăńčěąřă ¡ŋďőňőřťĺğňőć őďŋőňěřŋőčő ćěłšőřŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă H = [X, Y ] = 0, 2X = [H, X] = 0, 2Y = −[H, Y ] = 0. Ŕő¡šőňş ťăłšőř ňőďşńĳ V/U ŕő ń¿ąőňş ŕőďňőďşń£ U ⊂ V łőřăğňěřŋőśšĺ 1 šřĺćĺăńěŋ, ĺ ğŋăůĺš, ćśě šřĺ őŕěřăšőřă X, Y , Z ŕěřěćőď£š V ć U.

Śšřőĺšĳ ďőŕőńŋĺšěńĳŋżľ šřĺćĺăńĳŋżľ őďŋőňěřŋżľ ŕőďňőďşńĳ L ł ďăŋŋőňş ŕőďňőďşń¿ U ⊂ V łőřăğňěřŋőśšĺ 1 ňż ąşďěň ĺŋďşłšĺćŋő ŕő dim U. Ěśńĺ U šřĺćĺăńěŋ (ŋăŕřĺňěř, ěśńĺ dim U = 1), šő V šőęě ąşďěš šřĺćĺăńěŋ, ŕőśłőńĳłş ŕő ŕřěďżďşźěňş ğăňěůăŋĺ¿

sl_2 V = [sl_2, sl_2] V ⊂ sl_2 sl_2 V ⊂ sl_2 U = 0 ,

ĺ ďőłăğżćăšĳ ŋěůěčő. Ěśńĺ U ≃ V_m ŋěšřĺćĺăńĳŋżľ ŋěŕřĺćőďĺňżľ ŕőďňőďşńĳ, šő őŕěřăšőř 8 m^2 + 4 m K = 1 m^2 + 4 m ( H^2 + 2 (XY + Y X) ) ąşďěš sl_2-ĺŋćăřĺăŋšŋżň ŕřőěłšőřőň V ŋă U, šăł ůšő ĺśłőňżľ ďőŕőńŋĺšěńĳŋżľ ŕőďňőďşńĳ | ¡šő L = ker K. Ěśńĺ ęě ŕőďňőďşńĳ U ŕřĺćőďĺň, šő ňż ćżąěřěň ć U ŋěŋşńěćőľ ŋěŕřĺćőďĺňżľ ŕőďňőďşńĳ W ≠ U ĺ śŋăůăńă ŕő ĺŋďşłšĺćŋőňş ŕřěďŕőńőęěŋĺ¿ ŕőśšřőĺň sl_2-ĺŋćăřĺăŋšŋőě řăğńőęěŋĺě ťăłšőř ňőďşń£ (V/W ) = (U/W ) ⊕ (~L/W ) , čďě sl_2-ŕőďňőďşńĳ ~L ⊂ V šăłőć, ůšő L ∩ U = W ĺ dim(L/W ) = 1, ă ğăšěň, ŕřĺňěŋ££ ĺŋďşłšĺćŋőě ŕřěďŕőńőęěŋĺě ł ŕăřě W ⊂ ~L, ŕőśšřőĺň ĺŋćăřĺăŋšŋőě řăğńőęěŋĺě ~L = W ⊕ L. Šřĺćĺăńĳŋżľ 1-ňěřŋżľ ŕőďňőďşńĳ L ⊂ ~L ⊂ V ĺ ąşďěš ĺśłőňżň ďőŕőńŋěŋĺěň ł U. �

3.4.3. Śńěďśšćĺě. Ćś£łĺľ łőŋěůŋőňěřŋżľ sl2-ňőďşńĳ ćŕőńŋě ŕřĺćőďĺň. Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ďń£ šőčő, ůšőąż ŕőśšřőĺšĳ sl2-ĺŋćăřĺăŋšŋżľ ŕřőěłšőř sl2-ňőďşń£ V ŋă

ń¿ąőľ ěčő ŕőďňőďşńĳ U ⊂ V , řăśśňőšřĺň ŕőďŕřőśšřăŋśšćă W = { φ ∈ Hom(V, U) | φ|_U = λ Id_U , λ ∈ k } ⊂ Hom(V, U) W^′ = { φ ∈ W | φ|_U = 0 } ⊂ W ć sl_2-ňőďşńě Hom(V, U). Ŕő ğăď.6.6 őŋĺ £ćń£¿šś£ sl_2-ŕőďňőďşń£ňĺ, ŕřĺů-ěň łőřăğňěřŋőśšĳ W^′ ć W řăćŋă 1. Ŕő ŕřěďżďşźěľ ńěňňě W = W^′ ⊕ L, čďě L | šřĺćĺăńĳŋżľ sl_2-ňőďşńĳ. Ŕő ğăď.6.6 ěčő őąřăğş¿źă£, őšŋőřňĺřőćăŋŋă£ šăł, ůšőąż ě-ě őčřăŋĺůěŋĺě ŋă U ążńő šőęďěśšćěŋŋżň őŕěřăšőřőň, ĺ £ćń£ěšś£ ĺśłőňżň ŕřőěłšőřőň.