Ťěľčĺŋ Ą. Ń.

Ăŋăńĺğ ŋă ňŋőčőőąřăğĺ£ţ Ćšőřőľ łşřś. Őśěŋĳ 1998

Ńěłűĺ£ 2

§ śłăęş, łăł śšřő£šś£ ¡łğőšĺůěśłĺě čńăďłĺě śšřşłšşřż ŋă S^7. Ćőğĳňěň 5-ňěřŋőě łőňŕńěłśŋőě ŕřőśšřăŋśšćő C^5 ś łőőřďĺŋăšăňĺ z_1, . . . , z_5. Řăśśňőšřĺň ć ŋěň śťěřş S^9, ğăďăŋŋş¿ şřăćŋěŋĺěň z_1 —z_1 + · · · + z_5 —z_5 = 1. Ŕőćěřţŋőśšĳ, ğăďăŋŋă£ łőňŕńěłśŋżň şřăćŋěŋĺěň

z^{6k−1}_1 + z^3_2 + z^2_3 + z^2_4 + z^2_5 = 1,

ćżśěłăěš ć S^9 ŕőďňŋőęěśšćő K.

Ťăłšż šăłĺě: K £ćń£ěšś£ ŕőďňŋőčőőąřăğĺěň ć S^9 řăğňěřŋőśšĺ 7. Šőŕőńőčĺůěśłĺ ¡šő ćśěčďă ąşďěš 7-ňěřŋă£ śťěřă. Ŋő ŕřĺ k = 1, 2, 3, . . ., 28 ś ďĺťťěřěŋűĺăńĳŋőľ šőůłĺ ğřěŋĺ£ ćśě ¡šĺ śťěřż ąşďşš řăğŋżňĺ.

Łőłăśăšěńĳŋőě řăśśńőěŋĺě

Ŕşśšĳ X | ňŋőčőőąřăğĺě, C^∞(X) | ŕřőśšřăŋśšćő ąěśłőŋěůŋő ďĺťťěřěŋűĺřşěňżţ ťşŋłűĺľ ŋă ŋěň. Ěśńĺ p ∈ X ĺ J_p ⊂ C^∞(X) | ŕőďŕřőśšřăŋśšćő ťşŋłűĺľ, őąřăźă¿źĺţś£ ć ŋşńĳ ć šőůłě p, šő C^∞(X)/J_p^∼= R. Ĺďěăń J_p ňăłśĺňăńĳŋżľ.

Ďń£ ĺďěăńă J_p ňőęŋő řăśśňőšřěšĳ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ĺďěăńőć J_p ⊃ J^2_p ⊃ J^3_p ⊃ . . . Ĺďěăń J^2_p ŕő őŕřěďěńěŋĺ¿ ŕőřőęďěŋ ŕřőĺğćěďěŋĺ£ňĺ fg, čďě f, g ∈ J_p. Ěśńĺ X = R^n ĺ p = 0, šő ĺğ ńěňňż Ăďăňăřă ćżšěłăěš, ůšő J^2_0 = {f | f(0) = 0,^{∂f}_{∂xi} = 0}.

Ńěňňă Ăďăňăřă őšŋőśĺšś£ ś śńşůă¿ ĺďěăńă J^2_p , ŋő ńěčłő şśőćěřÿěŋśšćőćăšĳ ¡šĺ řăśśşęďěŋĺ£ ĺ ďőłăğăšĳ, ůšő

J^3_0 = { f | f(0) = 0, ∂f ∂x_i (0) = 0,

∂^2f ∂x_ix_j (0) = 0 } , ĺ š.ď. ďń£ J^4_p , J^5_p , . . . İšő ďěńăěšś£ šőůŋő šăł ęě.

Ďń£ ń¿ąőčő ňŋőčőőąřăğĺ£ ćěřŋő ăąśőń¿šŋő šő ęě śăňőě. Ŕő őŕřěďěńěŋĺ¿ ňŋőčőőąřăğĺ£ ş ń¿ąőľ ěčő šőůłĺ p ěśšĳ őłřěśšŋőśšĳ, ć łőšőřőľ ňőęŋő ğăďăšĳ łőőřďĺŋăšż x_1, . . . , x_n. Ďń£ ¡šĺţ łőőřďĺŋăš şšćěřęďěŋĺě śőţřăŋ£ěšś£.

Őŕřěďěńěŋĺě. Śńőľ łőłăśăšěńĳŋőčő řăśśńőěŋĺ£ ć šőůłě p ∈ X | ¡šő Jp/J^2_p . Ŕřĺ ¡šőň dim(J_p/J^2_p ) = n | řăğňěřŋőśšĳ ňŋőčőőąřăğĺ£ X.

Łăęďőľ šőůłě p ∈ X ňż śőŕőśšăćĺńĺ ćěłšőřŋőě ŕřőśšřăŋśšćő J_p/J^2_p , łőšőřőě ąşďěň őąőğŋăůăšĳ (T (p))^∗. Ŕşśšĳ T^∗ | šěőřěšĺłő-ňŋőęěśšćěŋŋőě őąžěďĺŋěŋĺě ŕřőśšřăŋśšć (T (p))^∗. Šőčďă ĺňěěšś£ őšőąřăęěŋĺě T^∗ → X. İńěňěŋš ŕřőśšřăŋśšćă T^∗ | ¡šő šőůłă ĺ łőłăśăšěńĳŋżľ ćěłšőř.

Şšćěřęďěŋĺě. Ŋă ňŋőęěśšćě T^∗ ĺňěěšś£ ěśšěśšćěŋŋă£ śšřşłšşřă čńăďłőčő ňŋőčőőąřăğĺ£.

Łőłăśăšěńĳŋőě řăśśńőěŋĺě | ¡šő ćěśĳ őąžěłš π : T^∗ → X śő śšřşłšşřőľ čńăďłőčő ňŋőčőőąřăğĺ£ ŋă T^∗.

Ůšőąż ŕőŋ£šĳ, ŕőůěňş ŋă T^∗ ěśšĳ śšřşłšşřă čńăďłőčő ňŋőčőőąřăğĺ£, ŋşęŋő ŕőŋ£šĳ, łăł T^∗ şśšřőěŋő. Ćőğĳňěň šőůłş p ∈ X ĺ ćżąěřěň ěě őłřěśšŋőśšĳ U , čőňěőňőřťŋş¿ ÿăřş. Ŋă U ěśšĳ łőőřďĺŋăšż x_1, . . . , x_n. Ěśńĺ X = R^n, šő ňŋőęěśšćő ŕăř

(p ∈ R^n | łőłăśăšěńĳŋżľ ćěłšőř) ěśšěśšćěŋŋő őšőęďěśšćń£ěšś£ ś R^n ⊕ R^n. Ă ĺňěŋŋő, ŕăřě ( p ∈ R^n | (α1, . . ., αn)^) śőŕőśšăćń£ěšś£ śńěďş¿źĺľ ¡ńěňěŋš ŕřőśšřăŋśšćă J^2_p /J_p:

α_1(x_1 − p_1) + · · · + α_n(x_n − p_n).

Ěśńĺ U ŋě ćś-ě R^n, šő ŋĺůěčő ŋě ňěŋ£ěšś£: ěśńĺ U ⊂ R^n, šő łăł ňŋőčőőąřăğĺě T^∗(U )^∼= U ×R^n.

Ďń£ łăęďőľ őłřěśšŋőśšĺ π^{−1}(U )^∼= U × R^n. Ŋşęŋő ŕřőćěřĺšĳ, ůšő řăğŋżě őłřěśšŋőśšĺ ţőřőÿő śłńěĺćă¿šś£ (łăł ¡šő šřěąşěšś£ ć őŕřěďěńěŋĺĺ ňŋőčőőąřăğĺ£). İšő őůěŋĳ ŕřőśšő, ŋő £ śěľůăś ¡šő ďěńăšĳ ŋě ąşďş. Ć řěğşńĳšăšě ŕőńşůăěň ćěłšőřŋőě řăśśńőěŋĺě, ŕőšőňş ůšő śńőľ | ćěłšőřŋőě ŕřőśšřăŋśšćő.

1-ťőřňż ŋă ňŋőčőőąřăğĺĺ

1-ťőřňă ŋă ňŋőčőőąřăğĺĺ X | ¡šő čńăďłőě śěůěŋĺě łőłăśăšěńĳŋőčő řăśśńőěŋĺ£. Śěůěŋĺěň řăśśńőěŋĺ£ π : T^∗ → X ŋăğżćă¿š šăłőě őšőąřăęěŋĺě t : X → T^∗, ůšő π ∘ t = id. Čńăďłőě śěůěŋĺě | ¡šő čńăďłőě őšőąřăęěŋĺě ňŋőčőőąřăğĺľ.

Ĺŋżňĺ śńőćăňĺ, łăęďőľ šőůłě p ∈ X őšŋőśĺšś£ łőłăśăšěńĳŋżľ ćěłšőř ć šőůłě p. Ćěłšőř čńăďłő ňěŋ£ěšś£ őš šőůłĺ ł šőůłě (šőůŋő ¡šő ňőęŋő śłăğăšĳ šăł: őšőąřăęěŋĺě £ćń£ěšś£ ňőřťĺğňőň čńăďłĺţ ňŋőčőőąřăğĺľ).

Ťőřňă ω šőůłě p śőőšŋőśĺš łőłăśăšěńĳŋżľ ćěłšőř ω(p). Ěśńĺ ěśšĳ ďćě ťőřňż ω_1 ĺ ω_2, šő łőłăśăšěńĳŋżě ćěłšőřż ω_1(p) ĺ ω_2(p) ňőęŋő śłńăďżćăšĳ ĺ şňŋőęăšĳ ŋă ůĺśńă. Ŕő¡šőňş 1-ťőřňż őąřăğş¿š ćěłšőřŋőě ŕřőśšřăŋśšćő.

Ďăćăľšě őąśşďĺň łőŋśšřşłűĺ¿, łőšőřă£ śőőšŋőśĺš šőůłě p łőłăśăšěńĳŋőě ŕřőśšřăŋśšćő J_p/J^2_p . Ňőęŋő śőőšŋőśĺšĳ ĺ ďřşčĺě ŕřőśšřăŋśšćă, ŕőśšřőěŋŋżě ŕő ťşŋłűĺ£ň. Ŋăŕřĺňěř, šőůłě p ňőęŋő śőőšŋőśĺšĳ ŕřőśšřăŋśšćő J^2_p /J^3_p . Őŋő ĺňěěš řăğňěřŋőśšĳ n(n + 1)/2 (ňăšřĺűă ćšőřżţ ůăśšŋżţ ŕřőĺğćőďŋżţ śĺňňěšřĺůěśłă£). Ŕřőśšřăŋśšćő J^3_p /J^4_p ąşďěš ĺňěšĳ řăğňěřŋőśšĳ n(n + 1)(n + 2)/6.

Ă ěźě ňőęŋő ďěńăšĳ šăł. Őąžěłš, łőšőřżľ őšćěůăěš ğă ńőłăńĳŋőě ŕőćěďěŋĺě ťşŋłűĺľ ć šőůłě p, řăğşňŋő śšřőĺšĳ šăł. Śŋăůăńă ąěřěň C^∞(X)/J_p^∼= R. Ğăšěň ąěřěň C^∞(X)/J^2_p . Řăğňěřŋőśšĳ ¡šőčő ťăłšőřŕřőśšřăŋśšćă řăćŋă n + 1, čďě n | řăğňěřŋőśšĳ ňŋőčőőąřăğĺ£. İšő ąşďěš ŕřőśšřăŋśšćő ś şňŋőęěŋĺěň. Ŋăŕřĺňěř, ěśńĺ X = R^n ś łőőřďĺŋăšăňĺ x_1, . . ., x_n, šő C^∞(X)/J^2_0 ∼= R[x_1, . . . , x_n]/{x_ix_j }, čďě x_ix_j | ćśě ňŋőčőůńěŋż śšěŕěŋĺ ŋě ňěŋěě 2.

Ďń£ ń¿ąőčő ňŋőčőőąřăğĺ£ X ăńčěąřă C^∞(X)/J^k_0 ĺğőňőřťŋă ăńčěąřě ňŋőčőůńěŋőć R[x_1, . . ., x_n], ŕřőťăłšőřĺğőćăŋŋőľ ŕő ĺďěăńş ňŋőčőůńěŋőć śšěŕěŋĺ ≥ k.

Ńőłăńĺğăűĺ£ ć šőůłě p

Ďń£ ŕřőśšřăŋśšćă C^∞(X) ňőęŋő ŕőśšřőĺšĳ ąěśłőŋěůŋş¿ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ś¿řžěłšĺćŋżţ őšőąřăęěŋĺľ · · ·^{φ4}−→ C^∞(X)/J^3_p^{φ3}−→ C^∞(X)/J^2_p^{φ2}−→ C^∞(X)/J_p ∼= R Ěśńĺ ěśšĳ šăłőě őąřăğőćăŋĺě, šő ňőęŋő ŕőśšřőĺšĳ ăńčěąřş, śőśšő£źş¿ ĺğ ąěśłőŋěůŋżţ ŋăąőřőć . . . a_3, a_2, a_1 (a_k ∈ C^∞(X)/J^k_p ), şďőćńěšćőř£¿źĺţ şśńőćĺ¿ φ_k(a_k) = a_{k−1}. Ŋăąőřż . . . a_3, a_2, a_1 ĺ . . . b_3, b_2, b_1 śłńăďżćă¿šś£ ĺ şňŋőęă¿šś£ ŕőłőňŕőŋěŋšŋő.

Ěśńĺ šăłş¿ łőŋśšřşłűĺ¿ ŕřĺňěŋĺšĳ ł R^n, šő ŕőńşůĺšś£ ăńčěąřă ťőřňăńĳŋżţ śšěŕěŋŋżţ ř£ďőć R[[x_1, . . ., x_n]]. Řěğşńĳšăš łăęďőľ ťăłšőřĺğăűĺĺ | ¡šő ňŋőčőůńěŋż ś šőůŋőśšĳ¿ ďő ňŋőčőůńěŋőć śšěŕěŋĺ ŋě ćżÿě ďăŋŋőľ.

Ăŋăńĺğ ŋă ňŋőčőőąřăğĺ£ţ | ¡šő ďő ŕőřż ďő ćřěňěŋĺ ąěśłőőřďĺŋăšŋőě ĺğńőęěŋĺě őążůŋőčő ăŋăńĺğă.

Řěğşńĳšăšőň łőŋśšřşłűĺĺ ăńčěąřż ťőřňăńĳŋżţ ř£ďőć šőęě £ćń£ěšś£ řăśśńőěŋĺě | ć łăęďőľ šőůłě p śĺďĺš śćő£ ăńčěąřă śšěŕěŋŋżţ ř£ďőć.

Ěśńĺ f | ťşŋłűĺ£ ŋă X, šő ŕő ¡šőľ ťşŋłűĺĺ ňőęŋő ŕőśšřőĺšĳ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ . . . a_3, a_2, a_1, š.ě. ¡ńěňěŋš ăńčěąřż ťőřňăńĳŋżţ ř£ďőć. İšő | ąěśłőőřďĺŋăšŋőě őŕĺśăŋĺě ř£ďă Š¡ľńőřă.

Ćěřŋěňś£ ł ŕřőśšřăŋśšćş 1-ťőřň. Ěčő őąőğŋăůă¿š ˙^1(X). 1-ťőřňă ω śőŕőśšăćń£ěš šőůłě p ¡ńěňěŋš ŕřőśšřăŋśšćă J_p/J^2_p , łőšőřżľ čńăďłő ğăćĺśĺš őš šőůłĺ. Ŕřőśšřăŋśšćő ťşŋłűĺľ ć šăłőň łőŋšěłśšě őąőğŋăůă¿š ˙^0(X): ťşŋłűĺĺ ŋăğżćă¿š 0-ťőřňăňĺ.

Ďĺťťěřěŋűĺăń ďě Řăňă d : ˙^0(X) → ˙^1(X) śőŕőśšăćń£ěš ťşŋłűĺĺ f ŋăąőř ěě ŕřőĺğćőďŋżţ, š.ě. šőůłě p ∈ X śőŕőśšăćń£ěšś£ ¡ńěňěŋš f − f(p) ∈ J_p (ĺğ ťşŋłűĺĺ ćżůĺšăěšś£ ŕőśšő£ŋŋă£, řăćŋă£ ğŋăůěŋĺ¿ ťşŋłűĺĺ ć šőůłě p), ă ğăšěň ¡šőňş ¡ńěňěŋšş śőŕőśšăćń£ěšś£ ¡ńěňěŋš ťăłšőřŕřőśšřăŋśšćă J_p/J^2_p .

Ğăňěůăŋĺě. Ěśńĺ f ∈ ˙^0 ĺ ω ∈ ˙^1, šő fω ∈ ˙^1. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ťşŋłűĺ£ łăęďőľ šőůłě śőŕőśšăćń£ěš ůĺśńő, ă 1-ťőřňă łăęďőľ šőůłě śőŕőśšăćń£ěš ćěłšőř. Ćěłšőř ňőęŋő şňŋőęĺšĳ ŋă ůĺśńő. Šăłĺň őąřăğőň, 1-ťőřňż | ¡šő ŋěůšő ąőńĳÿěě, ůěň ŕřőśšő ćěłšőřŋőě ŕřőśšřăŋśšćő. (Śěůěŋĺě ćěłšőřŋőčő řăśśńőěŋĺ£ ňőęŋő şňŋőęĺšĳ ŋă ťşŋłűĺ¿.)

Ĺğ őŕřěďěńěŋĺ£ 1-ťőřňż śńěďşěš ťőřňşńă Ńěľąŋĺűă: d(fg) = fdg + gdf. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ŋşęŋő ŕřőćěřĺšĳ, ůšő ć šőůłě p ťşŋłűĺĺ fg−f(p)g(p) ĺ f(g−g(p))+g(f −f(p)) śőćŕăďă¿š ś šőůŋőśšĳ¿ ďő ¡ńěňěŋšă J^2_p . §śŋő, ůšő ĺţ řăğŋőśšĳ řăćŋă (f −f(p))(g −g(p)) ∈ J^2_p .

Ćěłšőřŋőě ŕőńě | ¡šő őšőąřăęěŋĺě L : C^∞ → C^∞, şďőćńěšćőř£¿źěě śćőľśšćş L(fg) = L(f)g + fL(g). Ďĺťťěřěŋűĺăń ďě Řăňă d : C^∞ = ˙^0(X) → ˙^1(X) šőęě şďőćńěšćőř£ěš šăłőňş śćőľśšćş. Ŕőŕżšăěňś£ ¡šĺ ćěźĺ ść£ğăšĳ ďřşč ś ďřşčőň.

Ŋă ňŋőčőőąřăğĺĺ X ňż ŕőśšřőĺńĺ łőłăśăšěńĳŋőě řăśśńőěŋĺě: łăęďőľ šőůłě p śőŕőśšăćńěŋő łőłăśăšěńĳŋőě ŕřőśšřăŋśšćő T^∗(X). Ňőęŋő ŕőśšřőĺšĳ ďćőľśšćěŋŋőě, ĺńĺ śőŕř£ęěŋŋőě, řăśśńőěŋĺě. Řăŋĳÿě šőůłě p ňż śőŕőśšăćń£ńĺ ŕřőśšřăŋśšćő J_p/J^2_p , ă šěŕěřĳ ąşďěň śőŕőśšăćń£šĳ ďćőľśšćěŋŋőě ŕřőśšřăŋśšćő (J_p/J^2_p )^∗. Śńěďşěš ĺňěšĳ ć ćĺďş, ůšő ś ćěłšőřŋżňĺ řăśśńőěŋĺ£ňĺ ňőęŋő ŕřőďěńżćăšĳ ćśě őŕěřăűĺĺ, łőšőřżě ňőęŋő ŕřőďěńżćăšĳ ś ćěłšőřŋżňĺ ŕřőśšřăŋśšćăňĺ. Ćěłšőřŋżě ŕřőśšřăŋśšćă ňőęŋő śłńăďżćăšĳ, ĺ łăśăšěńĳŋżě řăśśńőěŋĺ£ (ŋăď őďŋĺň ĺ šěň ęě ŕřőśšřăŋśšćőň) ňőęŋő śłńăďżćăšĳ. Ňőęŋő ŕěřěţőďĺšĳ ł ďćőľśšćěŋŋőňş ćěłšőřŋőňş ŕřőśšřăŋśšćş, ŕő¡šőňş ňőęŋő ¡šő śďěńăšĳ ć łăęďőľ šőůłě ĺ ŕőńşůĺšĳ ďćőľśšćěŋŋőě řăśśńőěŋĺě.

Řăśśńőěŋĺě, ŕřĺ łőšőřőň šőůłě p śőŕőśšăćń£ěšś£ ćěłšőřŋőě ŕřőśšřăŋśšćő (J_p/J^2_p )^∗, | ¡šő łăśăšěńĳŋőě řăśśńőěŋĺě. Śěůěŋĺ£ ¡šőčő řăśśńőěŋĺ£ | ćěłšőřŋżě ŕőń£. Ş ŋăś şęě ążńő ăńčěąřăĺůěśłőě őŕřěďěńěŋĺě ćěłšőřŋőčő ŕőń£. Šěŕěřĳ ş ŋăś ěśšĳ čěőňěšřĺůěśłőě őŕřěďěńěŋĺě. Ŋşęŋő ŕőŋ£šĳ, ŕőůěňş ¡šĺ ďćă ŕőŋ£šĺ£ śőćŕăďă¿š.

Ŕřĺ čěőňěšřĺůěśłőň ŕőďţőďě šőůłě p śőŕőśšăćń£ěšś£ L(p) ∈ (J_p/J^2_p )^∗. Šěŕěřĳ ňż ţőšĺň ŕő ťşŋłűĺĺ f ćżůĺśńĺšĳ L(f) ć šőůłě p. Śŋăůăńă ťşŋłűĺĺ f śőŕőśšăćń£ěšś£ f − f(p) (ďěńăěň šő ęě śăňőě, ůšő ďěńăěšś£ ŕřĺ ďĺťťěřěŋűĺřőćăŋĺĺ ťşŋłűĺĺ ŕő ďě Řăňş). Ŕőśńě ¡šőčő ňż ŕőŕăďăěň ć ŕřőśšřăŋśšćő J_p/J^2_p . Ş ŋăś ěśšĳ ťşŋłűĺőŋăń L(p) ∈ (J_p/J^2_p )^∗. Ŕřĺňěŋĺć ěčő ł ¡ńěňěŋšş ŕřőśšřăŋśšćă J_p/J^2_p , ŕőńşůĺň ůĺśńő. Ĺšăł, ŕő ťşŋłűĺĺ ĺ šőůłě ňż ŕőśšřőĺńĺ ůĺśńő. İšő ĺ ěśšĳ ťşŋłűĺ£.

İšő ćăęŋő, ŕő¡šőňş £ ěź-ě řăğ ŕőćšőř¿ ŕřăłšĺůěśłĺ šő ęě śăňőě. Śŋăůăńă ňż ŕřĺňěŋ£ěň ďĺťťěřěŋűĺăń ďě Řăňă d : C^∞(X) → ˙^1(X). Ěśńĺ ěśšĳ 1-ťőřňă ω ∈ ˙^1(X) ĺ ćěłšőřŋőě ŕőńě L, š.ě. L(p) ∈ (J_p/J^2_p )^∗, šő L ĺ ω ňőęŋő śŕăřĺšĳ ĺ śőŕőśšăćĺšĳ ĺň ťşŋłűĺ¿ (ć łăęďőľ šőůłě ůĺśńő). Šăłă£ őŕěřăűĺ£ (ŕőďśšăŋőćłă ćěłšőřŋőčő ŕőń£ ć ďĺťťěřěŋűĺăńĳŋş¿ ťőřňş) ůăśšő ąşďěš ş ŋăś ćśšřěůăšĳś£. Őŋă őąőğŋăůăěšś£ i_Lω.

Ďń£ R^n ňż őšőęďěśšćń£ńĺ ŕřőśšřăŋśšćő łőłăśăšěńĳŋőčő řăśśńőěŋĺ£ ś R^n⊕R^n. Ć łăęďőľ

šőůłě R^n ěśšĳ łőłăśăšěńĳŋőě ŕřőśšřăŋśšćő, ĺ ćśě ¡šĺ łőłăśăšěńĳŋżě ŕřőśšřăŋśšćă őšőęďěśšćńěŋż ďřşč ś ďřşčőň. Śšăŋďăřšŋőě őąőğŋăůěŋĺě ąăğĺśă ć ĺśţőďŋőň R^n | x_1, . . . , x_n; ąăğĺś ć łőłăśăšěńĳŋőň ŕřőśšřăŋśšćě őąőğŋăůăěšś£ dx_1, . . . , dx_n. Šőčďă 1-ťőřňă ğăŕĺśżćăěšś£ ć ćĺďě ∑ f_idx_i. Ďăćăľšě śŋőćă ŕřőĺğćěďěň ¡šő őšőęďěśšćńěŋĺě. Ŋă R^n ěśšĳ łőőřďĺŋăšŋżě ťşŋłűĺĺ x_1, . . . , x_n. Ěśńĺ ĺţ ŕřőďĺťťěřěŋűĺřőćăšĳ (ćğ£šĳ ďĺťťěřěŋűĺăń d), šő ŕőńşůăšś£ dx_1, . . ., dx_n. İšő | śěůěŋĺ£ řăśśńőěŋĺ£, ŕřĺůěň őŋĺ őąřăğş¿š ąăğĺś. İšő őğŋăůăěš, ůšő ń¿ąş¿ ťőřňş ω ňőęŋő řăğńőęĺšĳ ŕő ¡šőňş ąăğĺśş ĺ ŕőńşůĺšĳ ω = ∑ f_idx_i. Şŕřăęŋěŋĺě. Ŕşśšĳ f | ń¿ąă£ ťşŋłűĺ£. Šőčďă df | ŋěłőšőřă£ ťőřňă. Ć łăęďőľ šőůłě ěě ňőęŋő řăğńőęĺšĳ ŕő ąăğĺśş: f = ∑ u_idx_i. Ůěňş řăćŋż u_i?

Őšćěš: u_i =^{∂f}_{∂xi} .

Ŕşśšĳ ěśšĳ ňŋőčőőąřăğĺě X ĺ ďĺťťěőňőřťĺğň D : X → X. Šőčďă D ďěľśšćşěš ŋă ťşŋłűĺĺ. Ćőŕřőś: ďěľśšćşěš ńĺ D ŋă 1-ťőřňż łăłĺň-ŋĺąşďĳ ěśšěśšćěŋŋżň őąřăğőň? Ďĺťťěőňőřťĺğň D ŕěřěćőďĺš šőůłş p ć šőůłş D(p). Ŋă ťşŋłűĺĺ őŋ ďěľśšćşěš šăł: J_{D(p)} → J_p. İšő ĺŋďşűĺřşěš ďěľśšćĺě J_{D(p)}/J^2_{D(p)} → J_p/J^2_p . Ŕřĺ ¡šőň 1-ťőřňż ŕěřěţőď£š ć 1-ťőřňż.

Ďĺťťěőňőřťŋőśšĳ D ğďěśĳ ŋĺ ŕřĺ ůěň; ¡šş łőŋśšřşłűĺ¿ ňőęŋő ŕřőďěńăšĳ ĺ ďń£ ŕřőĺğćőńĳŋőčő čńăďłőčő őšőąřăęěŋĺ£ D : X → Y . Ťşŋłűĺĺ ŋă Y ŕěřěŋőś£šś£ ć ťşŋłűĺĺ ŋă X. Ŕő ăŋăńőčĺůŋőľ ŕřĺůĺŋě ťőřňż ŋă Y ŕěřěŋőś£šś£ ć ťőřňż ŋă X. Ěśńĺ łăłĺě šő őąžěłšż ŕěřěŋőś£šś£ ŕő śšřěńłě őšőąřăęěŋĺ£ ć šş ęě śšőřőŋş, šő őąőğŋăůěŋĺě d_∗; ěśńĺ ęě őŋĺ ŕěřěŋőś£šś£ ć ŕřőšĺćőŕőńőęŋş¿ śšőřőŋş, šő őąőğŋăůěŋĺě d^∗.