Ťěľčĺŋ Ą. Ń.

Ăŋăńĺğ ŋă ňŋőčőőąřăğĺ£ţ Ćšőřőľ łşřś. Őśěŋĳ 1998

1. Ńěłűĺ£ 3

Ŋă ŕřőÿńőľ ńěłűĺĺ ÿńă řěůĳ ő łőłăśăšěńĳŋőň ĺ łăśăšěńĳŋőň řăśśńőěŋĺĺ. Ŋěőąţőďĺňő ŋăŕőňŋĺšĳ ŋěłőšőřżě ŕőŋ£šĺ£, ść£ğăŋŋżě ś ćěłšőřŋżňĺ řăśśńőěŋĺ£ňĺ, ŕőšőňş ůšő ĺŋăůě ąşďěš šřşďŋő ďćĺčăšĳś£ ćŕěřěď.

Ćěłšőřŋżě řăśśńőěŋĺ£

Ŕşśšĳ X | šőŕőńőčĺůěśłőě ŕřőśšřăŋśšćő. Ńőłăńĳŋő šřĺćĺăńĳŋőě ćěłšőřŋőě řăśśńőěŋĺě ŋă X (ćěźěśšćěŋŋőě ĺńĺ łőňŕńěłśŋőě) | ¡šő ŋăąőř šăłĺţ ďăŋŋżţ: šőŕőńőčĺůěśłőě ŕřőśšřăŋśšćő E ĺ ŕřőěłűĺ£ π : E → X. Ňŋőęěśšćő π�^1(x) ŋăğżćă¿š śńőěň ŋăď šőůłőľ x ∈ X. Ŕřĺ ¡šőň ďőńęŋż ćżŕőńŋ£šĳś£ śńěďş¿źĺě śćőľśšćă:

ă) ŋă łăęďőň śńőě ĺňěěšś£ śšřşłšşřă ćěłšőřŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă (ŋăď R ĺńĺ

C );_{ą) ďń£ ń¿ąőľ šőůłĺ x ∈ X śşźěśšćşěš őłřěśšŋőśšĳ Ux, ďń£ łőšőřőľ ĺňěěšś£}

čőňěőňőřťĺğň φ : π�^1(U_x) → U_x × R^n (ĺńĺ C^n ), śőčńăśőćăŋŋżľ ś ŕřőěłűĺěľ π, š.ě. łőňŕőğĺűĺ£ őšőąřăęěŋĺľ U_x × R^{n φ} �1 −→ π�^1(U_x)^π−→ U_x

£ćń£ěšś£ ŕřőěłűĺěľ ŋă ŕěřćżľ ňŋőęĺšěńĳ.

Ŕěřćżľ ŕřĺňěř | šřĺćĺăńĳŋőě řăśśńőěŋĺě E = R^n × X. Ŕřőěłűĺ£ ěśšěśšćěŋŋă£. Ńőłăńĳŋă£ šřĺćĺăńĳŋőśšĳ (śćőľśšćő ą) őğŋăůăěš, ůšő ş łăęďőľ šőůłĺ ěśšĳ őłřěśšŋőśšĳ, ŋăď łőšőřőľ řăśśńőěŋĺě šřĺćĺăńĳŋő.

Řăśśńőěŋĺ£ π_1 : E_1 → X ĺ π_2 : E_2 → X ŋăğżćă¿š ¡łćĺćăńěŋšŋżňĺ, ĺńĺ ĺğőňőřťŋżňĺ, ěśńĺ śşźěśšćşěš šăłőě őšőąřăęěŋĺě φ : E_1 → E_2, ůšő φπ_2 = π_1 ĺ őšőąřăęěŋĺě π�^1_1^φ−→ π�^1_2 £ćń£ěšś£ ĺğőňőřťĺğňőň ćěłšőřŋżţ ŕřőśšřăŋśšć.

Ěśńĺ X | šőůłă, šő šěőřĺ£ ćěłšőřŋżţ řăśśńőěŋĺľ ŋă X | ¡šő ŕřőśšő šěőřĺ£ ćěłšőřŋżţ ŕřőśšřăŋśšć: ć łăęďőľ řăğňěřŋőśšĺ ĺňěěšś£ řőćŋő őďĺŋ łńăśś ¡łćĺćăńěŋšŋżţ řăśśńőěŋĺľ. Ś ¡šőľ šőůłĺ ğřěŋĺ£ šěőřĺ£ ćěłšőřŋżţ řăśśńőěŋĺľ £ćń£ěšś£ őąőąźěŋĺěň ńĺŋěľŋőľ ăńčěąřż.

Ŕěřćżľ ćőŕřőś | śłőńĳłő ążćăěš ŕőŕăřŋő ŋě ĺğőňőřťŋżţ ćěłšőřŋżţ řăśśńőěŋĺľ ŋă ŕřőśšřăŋśšćě X. İšő őůěŋĳ ćăęŋă£ ţăřăłšěřĺśšĺłă ŕřőśšřăŋśšćă X, łőšőřă£ őšůăśšĺ śřőďŋĺ łőčőňőńőčĺ£ň.

Ěśńĺ ěśšĳ ŕřőśšřăŋśšćő X ĺ ćěłšőřŋżě řăśśńőěŋĺ£ E_1 ĺ E_2 ŋă ŋěň. Šőčďă ňőęŋő őřčăŋĺğőćăšĳ řăśśńőěŋĺě E_1 ⊕ E_2 | ąěřěšś£ ŕř£ňă£ śşňňă śńőěć ŋă šőůłőľ x. Ğďěśĳ ěśšĳ őďĺŋ ŕřőśšőľ ťăłš, łőšőřżľ ŋşęďăěšś£ ć ďőłăğăšěńĳśšćě. Ďăćăľšě őąőğŋăůĺň B_n(X) ňŋőęěśšćő łńăśśőć ¡łćĺćăńěŋšŋőśšĺ nňěřŋżţ řăśśńőěŋĺľ ŋă X (¡šő ŋě śšăŋďăřšŋőě őąőğŋăůěŋĺě). Šőčďă ěśšĳ őŕěřăűĺ£ B_n(X) × B_m(X) → B_{n+m}(X), ĺŋďşűĺřőćăŋŋă£ śńőęěŋĺěň řăśśńőěŋĺľ. Ŋşęŋő ŕřőćěřĺšĳ, ůšő śşňňż ¡łćĺćăńěŋšŋżţ řăśśńőěŋĺľ ¡łćĺćăńěŋšŋż. İšő ŕőůšĺ őůěćĺďŋő, ŋő šăłĺě ćěźĺ ŋşęŋő ŕřőćěř£šĳ. Šăłĺň őąřăğőň, ňŋőęěśšćő řăśśńőěŋĺľ őąřăğşěš ŕőńşčřşŕŕş.

Ăŋăńőčĺůŋő őŕřěďěń£¿šś£ E_1 ⊗ E_2, Hom(E_1, E_2).

Śńőęěŋĺě ĺ şňŋőęěŋĺě řăśśńőěŋĺľ ćğăĺňŋő şďőćńěšćőř£¿š ăśśőűĺăšĺćŋőśšĺ ĺ ďĺśšřĺąşšĺćŋőśšĺ. Ŋěš šőńĳłő ćőğňőęŋőśšĺ ćżůĺšăšĳ řăśśńőěŋĺ£.

Őŕĺśăŋĺě řăśśńőěŋĺľ ŕőśřěďśšćőň ťşŋłűĺľ ŕěřěţőďă

Ŕşśšĳ ěśšĳ ŕřőśšřăŋśšćő X. Ňż ğŋăěň, ůšő ş łăęďőľ šőůłĺ x ∈ X ěśšĳ őłřěśšŋőśšĳ, ŋăď łőšőřőľ řăśśńőěŋĺě šřĺćĺăńĳŋő. Ğăďăďĺň X ĺ ěčő őšłřżšőě ŕőłřżšĺě {U_1, U_2, . . .} Ęěńăšěńĳŋő, ůšőąż ¡šő ŕőłřżšĺě ążńő ŕőňěŋĳÿě. Ěśńĺ X łőňŕăłšŋő, šő ćőğĳňěň łőŋěůŋőě ŕőłřżšĺě. Őčřăŋĺůěŋĺě řăśśńőěŋĺ£ ŋă łăęďőě ňŋőęěśšćő U_i šřĺćĺăńĳŋő. Ŕő¡šőňş ĺňě¿šś£ ĺğőňőřťĺğňż π�^1U_i ∼= R^n×U_i ĺ π�^1U_j ∼= R^n × U_j . Ŋă ŕěřěśěůěŋĺĺ U_i T U_j ěśšĳ ďćă őšőąřăęěŋĺ£

π�^1(U_i “ U_j) ∼= R^n × (U_i “ U_j).

Ŕő¡šőňş ďń£ łăęďőľ šőůłĺ x ∈ U_i T U_j ěśšĳ ďćă ĺğőňőřťĺğňă ćěłšőřŋżţ ŕřőśšřăŋśšć: α_i : π�^1(x) → R^n, i = 1, 2. Ŕőńşůăěň őšőąřăęěŋĺě g_{ij} (x) = α�^1_1 α_2. Őšőąřăęěŋĺě g_{ij} £ćń£ěšś£ ŋěŕřěřżćŋżň őšőąřăęěŋĺěň

g_{ij} : U_i “ U_j → GL_n(R).

Ĺšăł, ş ŋăś ěśšĳ őšłřżšőě ŕőłřżšĺě {U_i} ĺ ŋăąőř ŋěŕřěřżćŋżţ őšőąřăęěŋĺľ {g_{ij} : U_i T U_j → GL_n(R)}. İšĺ őšőąřăęěŋĺ£ őąńăďă¿š śńěďş¿źĺňĺ śćőľśšćăňĺ:

1) g_{ij} = g�^1_{ji} ;

2) ŋă ŕěřěśěůěŋĺĺ U_i T U_j T U_k ćżŕőńŋ£ěšś£ śőőšŋőÿěŋĺě g_{ij} g_{jk} = g_{ik}. Ťăłš šăłőľ: ŕő őšőąřăęěŋĺ£ň g_{ij}, őąńăďă¿źĺň šăłĺňĺ śćőľśšćăňĺ, ćśěčďă ňőęŋő ŕőśšřőĺšĳ řăśśńőěŋĺě.

Ěśńĺ ěśšĳ řăśśńőěŋĺě π : E → X, šő śěůěŋĺěň ¡šőčő řăśśńőěŋĺ£ ŋăğżćă¿š šăłőě ŋěŕřěřżćŋőě őšőąřăęěŋĺě φ : X → E, ůšő πφ = id_X . Ĺŋżňĺ śńőćăňĺ, śěůěŋĺě śőŕőśšăćń£ěš łăęďőľ šőůłě ćěłšőř ć śńőě ŋăď ¡šőľ šőůłőľ.

Ěśńĺ řăśśńőěŋĺě E ĺňěěš řăğňěřŋőśšĳ n, šő őŋő šřĺćĺăńĳŋő šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă ş ŋěčő ěśšĳ n šăłĺţ śěůěŋĺľ s_1, . . . , s_n, ůšő ďń£ ń¿ąőľ šőůłĺ x ∈ X ćěłšőřż s_1(x), . . . , s_n(x) őąřăğş¿š ąăğĺś ć śńőě ŋăď x, š.ě. ąăğĺśż ćő ćśěţ śńő£ţ ňőęŋő ćżąřăšĳ śőčńăśőćăŋŋżň őąřăğőň. İšő ŕőŋ£šŋő: ĺğőňőřťĺğň E ∼= R^n×X ¡šő ĺ ěśšĳ ćżąőř ąăğĺśă. Ć őąřăšŋş¿ śšőřőŋş šőęě őůěćĺďŋő.

Ś ¡šőľ šőůłĺ ğřěŋĺ£ ťşŋłűĺĺ ŕěřěţőďă şďőąŋő ŕřěďśšăćń£šĳ šăł. Ŋăď łăęďżň ňŋőęěśšćőň U_i ěśšĳ ŋăąőř śěůěŋĺľ s_1, . . . , s_n. Ŋăď U_i T U_j ěśšĳ ďćă ŋăąőřă śěůěŋĺľ. Šőčďă g_{ij} | ňăšřĺűă ŕěřěţőďă őš őďŋőčő ąăğĺśă śěůěŋĺľ ł ďřşčőňş, š.ě. g_{ij} | ťşŋłűĺĺ śłńěľłĺ.

Ćěřŋěňś£ ł ŕőśšřőěŋĺ¿ řăśśńőěŋĺ£ ŕő ťşŋłűĺ£ň g_{ij} . Ŕřőśšřăŋśšćő X ŕőłřżšő ňŋőęěśšćăňĺ U_i. Ŕřőśšřăŋśšćő E ňőęŋő ŕřěďśšăćĺšĳ łăł ňŋőęěśšćă U_i × R^n, łőšőřżě śłńěĺćă¿šś£ ďřşč ś ďřşčőň ŕőśřěďśšćőň őšőąřăęěŋĺľ g_{ij}.

Ěśńĺ ğăďăŋ ŋăąőř őšőąřăęěŋĺľ {g_{ij} : U_i T U_j → GL_n(R)}, ďń£ łőšőřőčő ćżŕőńŋ£¿šś£ ďćă ćżÿěşŕőň£ŋşšżţ şśńőćĺ£, šő šăłőľ ŋăąőř ŋăğżćă¿š 1-łőűĺłńőň śő ğŋăůěŋĺ£ňĺ ć čřşŕŕě GL_n(R)}.

Ŕşśšĳ ěśšĳ ŕřőśšřăŋśšćő X ŋăąőř g_{ij} . Ć łăłőň śńşůăě řăśśńőěŋĺě, łőšőřőě ŕřĺ ¡šőň ŕőńşůĺšś£, šřĺćĺăńĳŋő? Őšćěš šăłőľ: řăśśńőěŋĺě šřĺćĺăńĳŋő šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă śşźěśšćşěš ŋăąőř őšőąřăęěŋĺľ μ_i : U_i → GL_n(R)}, ďń£ łőšőřőčő {g_{ij} = μ_iμ�^1_j . Ćżŕőńŋěŋĺě ďćşţ šřěąşěňżţ şśńőćĺľ ďń£ g_{ij} őůěćĺďŋő. Ŋşęŋő ńĺÿĳ ŕřőćěřĺšĳ, ůšő řăśśńőěŋĺě ąşďěš šřĺćĺăńĳŋő.

Ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő řăśśńőěŋĺě šřĺćĺăńĳŋő. Šőčďă ěśšĳ ąăğĺś śěůěŋĺľ s_1, . . . , s_n. Ŋăď łăęďżň U_i ŕő őŕřěďěńěŋĺ¿ ěśšĳ ąăğĺś śěůěŋĺľ s^{(i)}_1 , . . . , s^{(i)}_n . Ŕşśšĳ μ_i | ňăšřĺűă ŕěřěţőďă őš ąăğĺśă s ł s^{(i)}. Ć řěğşńĳšăšě ŕőńşůĺň őšőąřăęěŋĺě μ_i : U_i → GL_n(R)}. Šőčďă ŋă ŕěřěśěůěŋĺ£ţ ŕő őŕřěďěńěŋĺ¿ g_{ij} = μ_iμ�^1_j . İšő ŕřőćěřłă ć őďŋş śšőřőŋş. Ć őąřăšŋş¿ śšőřőŋş šě ęě śăňżě řăśśşęďěŋĺ£ ŋşęŋő őąřăšĺšĳ.

Ěśńĺ 1-łőűĺłń {g_{ij} : U_i T U_j → GL_n(R)} ŕőńşůăěšś£ ĺğ 0-łőűĺłńă μ_i : U_i → GL_n(R)} ŕő ŕřăćĺńş g_{ij} = μ_iμ�^1_j , šő 1-łőűĺłń ŋăğżćă¿š čřăŋĺűěľ 0-łőűĺłńă. Čřăŋĺůŋżľ őŕěřăšőř śőŕőśšăćń£ěš 0-łőűĺłńş μ_i 1-łőűĺłń g_{ij} = μ_iμ�^1_j .

Ğăďăůă 1.1. Ěśńĺ ěśšĳ ďćşňěřŋă£ śťěřă S^2, šő ěě ňőęŋő ŕőłřżšĳ ďćşň£

őšłřżšżňĺ ňŋőęěśšćăňĺ, čőňěőňőřťŋżňĺ ďĺśłăň. Łăśăšěńĳŋőě řăśśńőěŋĺě ğăďăěšś£ őšőąřăęěŋĺěň U_1 T U_2 → GL(2, R)}. Łăł şśšřőěŋő ¡šő őšőąřăęěŋĺě?

Ğďěśĳ U_1 T U_2 ĺ GL^+(2, R)} čőňőšőŕŋż őłřşęŋőśšĺ S^1.

Ŕşśšĳ ĺňěěšś£ ŋěŕřěřżćŋőě őšőąřăęěŋĺě θ : X → Y ĺ ŋă Y ğăďăŋő řăśśńőěŋĺě E. Šőčďă ŋă X ňőęŋő ŕőśšřőĺšĳ řăśśńőěŋĺě, łőšőřőě őąőğŋăůăěšś£ θ�E. Ă ĺňěŋŋő, ŕřőśšřăŋśšćő řăśśńőěŋĺ£ šăłőćő: θ�(E) = {x ∈ X, v ∈ π�^1(θ(x))}. Őšőąřăęěŋĺě θ�(E) → X őůěćĺďŋő: (x, v) → v. Ńěčłő ŕřőćěř£ěšś£, ůšő ŕőńşůăěšś£ ńőłăńĳŋő šřĺćĺăńĳŋőě řăśśńőěŋĺě.

Ŋăŕřĺňěř, ŕşśšĳ ěśšĳ őšőąřăęěŋĺě S^2 → R^3. Řăśśňőšřĺň ňŋőčőőąřăğĺě G(2, 3) 2-ňěřŋżţ ŕńőśłőśšěľ ć 3-ňěřŋőň ŕřőśšřăŋśšćě. Ŕő őšőąřăęěŋĺ¿ S^2 →

R^3 ňőęŋő ŕőśšřőĺšĳ őšőąřăęěŋĺě S^2 → G(2, 3): łăęďőľ šőůłě śőŕőśšăćń£ěšś£

łăśăšěńĳŋă£ ŕńőśłőśšĳ, ŕěřěŋěśěŋŋă£ ć ŋăůăńő łőőřďĺŋăš. Ŋă čřăśśňăŋőćőň ňŋőčőőąřăğĺĺ G(2, 3) ňőęŋő ŕőśšřőĺšĳ łăŋőŋĺůěśłőě 2-ňěřŋőě řăśśńőěŋĺě E → G(2, 3). Ğďěśĳ E = {a | 2-ňěřŋőě ŕřőśšřăŋśšćő, v ∈ a}.

Ŕřőěłűĺ£ śőŕőśšăćń£ěš ŕăřě (a, v) ŕńőśłőśšĳ a. Ŋşęŋő ŕřőćěřĺšĳ, ůšő ŋă E ěśšĳ šőŕőńőčĺ£ ĺ řăśśńőěŋĺě ńőłăńĳŋő šřĺćĺăńĳŋő. Ěśńĺ ś ŕőňőźĳ¿ őšőąřăęěŋĺ£ S^2 → R^3 ŋă S^2 ĺŋďşűĺřőćăšĳ řăśśńőěŋĺě E → G(2, 3), šő ŋă S^2 ŕőńşůĺšś£ łăśăšěńĳŋőě řăśśńőěŋĺě.

Ňőęŋő řăśśňăšřĺćăšĳ šăłęě ĺ őřĺěŋšĺřőćăŋŋżě ŕńőśłőśšĺ. Šěŕěřĳ £ śťőřňşńĺřş¿ ŋěśłőńĳłő şšćěřęďěŋĺľ ő řăśśńőěŋĺ£ţ. 1) Ŋă śš£čĺćăěňőň šőŕőńőčĺůěśłőň ŕřőśšřăŋśšćě ń¿ąőě řăśśńőěŋĺě šřĺćĺăńĳŋő.

2) Ŕşśšĳ E | řăśśńőěŋĺě ŋă ŕřőśšřăŋśšćě X × I. Šőčďă ňőęŋő řăśśňőšřěšĳ őčřăŋĺůěŋĺě ¡šőčő řăśśńőěŋĺ£ ŋă X ×{t} (ěśńĺ ěśšĳ řăśśńőěŋĺě E → Z ĺ X ⊂ Z, šő ćńőęěŋĺě X → Z ŕőğćőń£ěš ĺŋďşűĺřőćăšĳ řăśśńőěŋĺě ŋă X). İšő ąşďěš řăśśńőěŋĺě ŋă X, łőšőřőě ňż őąőğŋăůĺň E_t. Şšćěřęďěŋĺě šăłőě: řăśśńőěŋĺ£ E_0 ĺ E_1 ĺğőňőřťŋż.

Śňżśń ¡šőčő şšćěřęďěŋĺ£ šăłőľ: řăśśńőěŋĺ£ ŋě ďěťőřňĺřş¿šś£, š.ě. ŕřĺ ďěťőřňăűĺĺ řăśśńőěŋĺ£ ŋě ĺğňěŋ£¿šś£.

Śńěďśšćĺě. Ŕşśšĳ ŋă Y ěśšĳ řăśśńőěŋĺě E ĺ ŕşśšĳ ĺňě¿šś£ čőňőšőŕŋżě

őšőąřăęěŋĺ£ φ_1 : X → Y ĺ φ_2 : X → Y . Šőčďă řăśśńőěŋĺ£ φ�_1(E) ĺ φ�_2(E) ¡łćĺćăńěŋšŋż.

Ďěľśšćĺšěńĳŋő, čőňőšőŕĺ£ ŕřěďśšăćń£ěš śőąőľ őšőąřăęěŋĺě X ×I → Y . Ŋă X × I ňőęŋő ĺŋďşűĺřőćăšĳ řăśśńőěŋĺě.

Ŕřőśšřăŋśšćő n-ňěřŋżţ ŕőďŕřőśšřăŋśšć ć R^m ąşďěň őąőğŋăůăšĳ G(n, m). İšő ŕřőśšřăŋśšćő ŋăğżćă¿š čřăśśňăŋőćżň ňŋőčőőąřăğĺěň. Ŕşśšĳ X | šőŕőńőčĺůěśłőě ŕřőśšřăŋśšćő (ďń£ ŕřőśšőšż ąşďěň śůĺšăšĳ ěčő łőňŕăłšŋżň, ţőš£ ¡šő ĺ ŋě őą£ğăšěńĳŋő). Ŕşśšĳ E | řăśśńőěŋĺě ŋă X, ĺňě¿źěě řăğňěřŋőśšĳ n. Ŋă G(n, m) śşźěśšćşěš šăćšőńőčĺůěśłőě řăśśńőěŋĺě ξ_n = {α, v ∈ α}, čďě α | n-ňěřŋă£ ŕńőśłőśšĳ.

Šěőřěňă 1.1. Ďń£ ń¿ąőčő n-ňěřŋőčő řăśśńőěŋĺ£ E ŋă X śşźěśšćşěš ůĺ-

śńő m (ďőśšăšőůŋő ąőńĳÿőě) ĺ śşźěśšćşěš őšőąřăęěŋĺě θ : X → G(m, n), ďń£ łőšőřőčő θ�(ξ_n) ∼= E.

Ğăďăůă 1.2. Ŋă śťěřě S^2 ěśšĳ śńěďş¿źĺě řăśśńőěŋĺ£:

ă) łăśăšěńĳŋőě řăśśńőěŋĺě;

ą) C P^{1 ∼}= S^2 ňőęŋő řăśśňőšřěšĳ łăł ňŋőęěśšćő łőňŕńěłśŋżţ ŕř£ňżţ ć C^2 ;

ć šăłőň śńşůăě ćőğŋĺłăěš šăćšőńőčĺůěśłőě őďŋőňěřŋőě łőňŕńěłśŋőě řăśśńőěŋĺě ŋă łőňŕńěłśŋőň čřăśśňăŋĺăŋě;

ć) ŋă C P^1 ěśšĳ őďŋőňěřŋőě łőňŕńěłśŋőě łăśăšěńĳŋőě řăśśńőěŋĺě. Ďőłăğăšĳ, ůšő ¡šĺ řăśśńőěŋĺ£ ŕőŕăřŋő ŋě ¡łćĺćăńěŋšŋż.