æÅÊÇÉÎ â. ì.

áÎÁÌÉÚ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑÈ œÔÏÒÏÊ ËÕÒÓ. ïÓÅÎØ 1998

1. ìÅËÃÉÑ 9

ðÕÓÔØ M | ËÏÍÐÁËÔÎÏÅ n-ÍÅÒÎÏÅ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, ŒÏÚÍÏÖÎÏ Ó ËÒÁÅÍ. ôÏÇÄÁ ÅÓÌÉ ÚÁÄÁÎÁ ÆÕÎËÃÉÑ f(X_1, . . ., X_{n+1}), ÇÄÅ X_i ∈ M , Ó ÔÅÍÉ ÖÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ, ÞÔÏ É ÂÙÌÉ: ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔØ, ÇÌÁÄËÏÓÔØ É Ô.Ä. ôÏÇÄÁ ÜÔÕ ÆÕÎËÃÉÀ ÍÏÖÎÏ ÐÒÏÉÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁÔØ ÐÏ M , ÄÅÊÓÔŒÕÑ ÔÏÞÎÏ ÔÁË ÖÅ, ËÁË É Œ ÓÌÕÞÁÅ R^n: ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÅÌËÏÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÎÁ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÎÙÅ ÓÉÍÐÌÅËÓÙ, É Ô.Ä.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ ÅÓÔØ ÆÕÎËÃÉÑ f(X_1, . . . , X_{j+1}), X_i ∈ M , j ≤ n. ôÁËÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ÍÏÖÎÏ ÐÒÏÉÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁÔØ ŒÏÔ ÐÏ ÞÅÍÕ. ðÕÓÔØ N | ËÏÍÐÁËÔÎÏÅ j-ÍÅÒÎÏÅ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÎÏÅ ÍÎÏÇÏ- ÏÂÒÁÚÉÅ, ÔÏÖÅ ŒÏÚÍÏÖÎÏ Ó ËÒÁÅÍ. ðÕÓÔØ, ÄÁÌÅÅ, ÉÍÅÅÔÓÑ ÇÌÁÄËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ φ : N → M . ðÒÅÄÓÔÁŒÌÑÔØ ÜÔÏ ÍÏÖÎÏ ÔÁË, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ N ÌÅÖÉÔ Œ ÂÏÌØÛÅÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ M . ôÏÇÄÁ ÆÕÎËÃÉÀ f ÍÏÖÎÏ ÐÒÏÉÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁÔØ ÐÏ N . á ÉÍÅÎÎÏ, ÆÕÎËÃÉÀ f ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÎÅÓÔÉ ÎÁ N :

(φ^�f)(n_1, . . . , n_{j+1}) = f(φ(n_1), . . . , φ(n_{j+1})).

úÁÔÅÍ ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÕÅÍ N É ŒÙÞÉÓÌÑÅÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÙÅ ÓÕÍÍÙ.

õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ, ËÏÔÏÒÏÅ ÎÁÚÙŒÁÌÏÓØ Œ ÐÒÏÛÌÙÊ ÒÁÚ ÆÏÒÍÕÌÏÊ óÔÏËÓÁ, ÔÅÐÅÒØ ŒÙÇÌÑÄÉÔ ÔÁË. ðÕÓÔØ M | ËÏÍÐÁËÔÎÏÅ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ Ó ËÒÁÅÍ ∂M , f(X_1, . . . , X_n) | ÆÕÎËÃÉÑ ÏÔ n ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ. îÁ ËÒÁÅ ÅÓÔØ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÑ, ÐÏÜÔÏÍÕ f ÍÏÖÎÏ ÐÒÏÉÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁÔØ ÐÏ ∂M . ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÍÏÖÎÏ ŒÙÞÉÓÌÉÔØ ÆÕÎËÃÉÀ δf(X_1, . . . , X_{n+1}) É ÐÒÏÉÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁÔØ Åč ÐÏ M . æÏÒÍÕÌÁ óÔÏËÓÁ ÕÔŒÅÒÖÄÁÅÔ, ÞÔÏ ∫ ∂M f = ∫ M δf. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ, ÞÔÏ ÂÙÌÏ ÎÁ ÐÒÏÛÌÏÊ ÌÅËÃÉÉ.

ðÕÓÔØ M | ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ Ó ËÒÁÅÍ ÉÌÉ ÂÅÚ ËÒÁÑ (ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÎÏÅ). òÁÓ- ÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ f(X_1, . . . , X_{j+1}) É ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÅÇÏ K^j (M ). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Œ ÎčÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ L^j ⊂ K^j (M ), ËÏÔÏÒÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: f ∈ L^j , ÅÓÌÉ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÏÔ f ÐÏ ÌÀÂÏÍÕ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÀ φ : N → M (dim N = j) ÒÁŒÅÎ ÎÕÌÀ. ôÏÇÄÁ ÆÁËÔÏÒÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ K^j (M )/L^j | ÜÔÏ ÔÏ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÏ ÄÌÑ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁ- ÎÉÑ. üÔÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ j-ÆÏÒÍ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ M .

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ. õÓÌÏŒÉÅ f ∈ L^j ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ ÕÓÌÏŒÉÀ. ðÕÓÔØ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ θ : I = [0, 1] → M × M × · · · × M (j ÒÁÚ) ÔÁËÏŒÏ, ÞÔÏ θ(0) = (a, a, . . ., a), a ∈ M . ôÏÇÄÁ f(θ(t)) ∼ o(t^j ). ïÂSSÑÓÎÉÔØ ÜÔÏ ÍÏÖÎÏ ÔÁË. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÏÇÒÁÎÉÞÉÔØÓÑ ÓÌÕÞÁÅÍ, ËÏÇÄÁ N | j-ÍÅÒÎÙÊ ÄÉÓË.

þÉÓÌÏ ÓÉÍÐÌÅËÓÏŒ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÒÁÓÔčÔ ËÁË p^j , ÇÄÅ 1/p | ÒÁÚÍÅÒ ÓÉÍÐÌÅËÓÁ. éÚ ÜÔÏÇÏ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÁÑ ÓÕÍÍÁ ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ ÐÒÉ 1/p → 0. ïÂÒÁÔÎÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÏÖÅ ÍÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ.

ñÓÎÏ, ÞÔÏ L^0 = 0.

õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ. Á) L^{n+1} = K^{n+1}. éÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÅÓÌÉ ÎÁ M ÅÓÔØ ÆÕÎËÃÉÑ ÏÔ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ

n + 1 ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ÔÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÏÔ ÎÅÅ ÐÏ ËÁËÏÍÕ ÕÇÏÄÎÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÀ φ : N → M ÒÁŒÅÎ ÎÕÌÀ.

Â) δ(L^j ) ⊂ L^{j+1}.

üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÉÍÅÅÔÓÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ: K^0/L^{0 δ}−→ K^1/L^{1 δ}−→ K^2/L^{2 δ}−→ · · ·^δ−→ K^n/L^{n δ}−→ 0. üÔÕ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ËÏÍÐÌÅËÓ ÄÅ òÁÍÁ.

1.1. óÔÁÎÄÁÒÔÎÏÅ ÏÐÉÓÁÎÉÅ ËÏÍÐÌÅËÓÁ ÄÅ òÁÍÁ

ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ˙^0 = K^0/L^0 | ÜÔÏ 0-ÆÏÒÍÙ. úÄÅÓØ K^0 | ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ É L^0 = 0. ðÏÜÔÏÍÕ ˙^0 | ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ.

ëÏÍÐÌÅËÓ ÄÅ òÁÍÁ | ÜÔÏ ÎÁÂÏÒ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ˙^0, ˙^1, . . ., ˙^n, ËÏÔÏÒÙÊ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉ- ÍÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ:

1) ˙^0 | ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ. 2) éÍÅÅÔÓÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ d : ˙^i → ˙^{i+1}. 3) d^2 = 0, Ô.Å. ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ

˙^{i d}−→ ˙^{i+1 d}−→ ˙^{i+2}

ÒÁŒÎÁ ÎÕÌÀ.

äÁÌØÛÅ ÉÄÕÔ ÓŒÏÊÓÔŒÁ, ËÏÔÏÒÙÅ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏ ÉÚ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ ÎÅ ŒÐÏÌÎÅ ÏÞÅŒÉÄÎÙ. 4) îÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÆÏÒÍ ÅÓÔØ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ˙^i × ˙^j → ˙^{i+j} . (ðÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÆÏÒÍ α É β ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ α ∧ β.) îÁ ˙^0 ÜÔÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÊ. õÍÎÏÖÅÎÉÅ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏ Œ Z_2- ÓÍÙÓÌÅ (ÉÌÉ Œ ÓÕÐÅÒÓÍÙÓÌÅ). üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ α ∈ ˙^i É β ∈ ˙^j , ÔÏ α ∧ β = −β ∧ α Œ ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ i É j ÎÅÞčÔÎÙ, Á ŒÏ ŒÓÅÈ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÓÌÕÞÁÑÈ α ∧ β = β ∧ α.

5) äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ ÄÅ òÁÍÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÕÐÅÒÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÅÍ: d(α ∧ β) = dα ∧ β ± α ∧ dβ. åÓÌÉ α ∈ ˙^j, ÔÏ ÐÒÉ ÞčÔÎÏÍ j ÂÅÒčÔÓÑ ÚÎÁË ÐÌÀÓ, Á ÐÒÉ ÎÅÞčÔÎÏÍ j ÂÅÒčÔÓÑ ÚÎÁË ÍÉÎÕÓ.

üÌÅÍÅÎÔÙ ˙^1 ÍÏÖÎÏ ÕÍÎÏÖÁÔØ ÎÁ ÆÕÎËÃÉÉ, Ô.Å. ˙^1 ÑŒÌÑÅÔÓÑ ˙^0-ÍÏÄÕÌÅÍ. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ d : ˙^0 → ˙^1 ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÐÒÁŒÉÌÕ ìÅÊÂÎÉÃÁ: d(fg) = fdg + gdf. œ ˙^1 ÅÓÔØ ÜÌÅÍÅÎÔÙ df. åÓÌÉ ÅÓÔØ ÆÕÎËÃÉÉ f_1, . . . , f_n É g_1, . . ., g_n, ÔÏ ÍÏÖÎÏ ÏÂÒÁÚÏŒÁÔØ ∑ g_idf_i. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÐÏ- ÒÏÖÄčÎÎÏÅ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ∑ g_idf_i, ÎÕÖÎÏ ÏÔÆÁËÔÏÒÉÚÏŒÁÔØ ÐÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÕ, ÐÏÒÏÖÄčÎÎÏÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ h_1dh_2 + h_2dh_1. ïÔÆÁËÔÏÒÉÚÏŒÁÎÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ŒÓÅÍ ÕÓÌÏŒÉÑÍ; ÎÁÚÏŒčÍ ÅÇÏ ˙^1.

ðÒÉÍÅÎÉÍ ÜÔÕ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÀ ÎÅ Ë ˙^0, Á Ë R[x]. ôÏÇÄÁ ÐÏÌÕÞÉÍ ˙^1 = R[x]dx É ÐÒÉ ÜÔÏÍ f → f0dx. äÌÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÏÔ ÍÎÏÇÉÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ R[x1, . . . , xm] → R[x1, . . ., xm]dx1 + R[x1, . . . , xm]dx2 + · · · ðÒÉ ÜÔÏÍ f → ∑_{∂f} ∂x_i dxi. õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ. œÙÞÉÓÌÉÔØ R[x1, x2]/(x^2_1 + x^2 − 1).

õÓÔÁÎÏŒÉÍ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ ÔÁËÏÅ 2-ÆÏÒÍÙ. äÌÑ R[x_1, . . . , x_m] ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ 1-ÆÏÒÍ ˙^1 ÓÏÓÔÏ- ÉÔ ÉÚ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ŒÉÄÁ ∑ f_idx_i. õÍÎÏÖÅÎÉÅ ˙^1 × ˙^1 → ˙^2 ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ˙^2 ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ ˙^0-ÍÏÄÕÌÅÍ. ðÒÉ ÜÔÏÍ f(ω_1 ∧ ω_2) = f(ω_1) ∧ ω_2. éÚ ÜÔÏÇÏ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÉÚ ˙^2, ÑŒÌÑÀÝÉÊÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÅÊ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÊ, ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ f_{ij}dx_i ∧ dx_j.

ëÏÍÐÌÅËÓ ÄÅ òÁÍÁ ˙^� ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ ÆÏÒÍ ÎÁ R^n ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÔÁË: Á) ˙^0 = R[x_1, . . . , x_m]; Â) dx_1, . . . , dx_n ∈ ˙^1; Œ) dx_i ∧ dx_j = −dx_j ∧ dx_i; Ç) ÌÀÂÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÉÚ ˙^� ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ ∑ fi_1 . . . i_sdx_{i1} ∧dx_{i2} ∧· · ·∧dx_{is}, ÇÄÅ fi_1 . . . i_s | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ É i_1 < i_2 < . . . < i_s.

éÚ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔÉ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ dx_i ∧ dx_i = 0. œÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÁ ÎÁÞÉÎÁÅÔÓÑ ÔÁË: df = ∑_{∂f} ∂x_i dxi. äÁÌØÛÅ ÐÏÌÕÞÁÅÍ d( ∑ f_jdx_j) = ∑ (df_j) ∧ dx_j + ∑ df_j ∧ d(dx_j) = = ∑ k, j ∂f_j ∂x_k dx_k ∧ dx_j = ∑ k<j ( ∂f_j ∂x_k − ∂f_k ∂x_j ) dx_k ∧ dx_j.

íÙ ŒÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÌÉÓØ ÔÅÍ, ÞÔÏ d(dx_j) = 0. äÁÌØÎÅÊÛÉÅ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙ. ïÓÎÏŒÎÙÅ ÐÒÁŒÉÌÁ ÔÁËÏŒÙ:

d(dx_1 ∧ dx_2) = 0;

d(P dx_1 ∧ dx_2) = ∑ k ∂P ∂x_k dx_k ∧ x_1 ∧ dx_2. óËÁÖÅÍ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ ÐÏ-ÄÒÕÇÏÍÕ. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ˙^0 | ÜÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÏÔ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ x_1, . . . , x_n. œ ËÏÍÐÌÅËÓÅ ÄÅ òÁÍÁ ÅÝč ÅÓÔØ ÜÌÅÍÅÎÔÙ dx_1, . . . , dx_n; ÏÎÉ ËÏÓÏËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÔ É ÐÏÒÏÖÄÁÀÔ ÇÒÁÓÓÍÁÎÏŒÕ ÁÌÇÅÂÒÕ. çÒÁÓÓÍÁÎÏŒÁ ÁÌÇÅÂÒÁ ÐÏÈÏÖÁ ÎÁ ÁÌÇÅÂÒÕ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ, ÎÏ ÜÔÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÏÔ ÁÎÔÉËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÝÉÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ. œÓč ÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ ÔÁË: R[x1, . . . , xn, dx1, . . . , dxn] úÄÅÓØ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ x_1, . . . , x_n ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÔ ÄÒÕÇ Ó ÄÒÕÇÏÍ, ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ dx_1, . . . , dx_n ÁÎÔÉËÏÍ- ÍÕÔÉÒÕÀÔ ÄÒÕÇ Ó ÄÒÕÇÏÍ, Á ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ x_i É dx_j ÐÏÐÁÒÎÏ ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÔ ÄÒÕÇ Ó ÄÒÕÇÏÍ. œ ÔÁËÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÇÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ x_i ÞčÔÎÙÅ, Á ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ dx_j ÎÅÞčÔÎÙÅ.

îÁ ÜÔÏÍ ÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÉ ÚÁÄÁčÔÓÑ ÓÕÐÅÒÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÅ. üÔÏ ÎÕÖÎÏ ÐÏÎÉÍÁÔØ ÔÁË. åÓÌÉ ÅÓÔØ ÐÒÏÓÔÏ R[x_1, . . ., x_n], ÔÏ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÌÅ (ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÅ) | ÜÔÏ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁ- ÖÅÎÉÅ l : R[x_1, . . . , x_n] → R[x_1, . . . , x_n], ÏÂÌÁÄÁÀÝÅÅ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ l(ab) = al(b) + l(a)b. ìÀÂÏÅ ÔÁËÏÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÅ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ l = ∑ u_i^∂_{∂xi} . äÌÑ ÇÒÁÓÓÍÁÎÏŒÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ~^�(ξ_1, . . . , ξ_n) ÅÓÔØ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÐÏÎÑÔÉÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÑ.

çÒÁÓÓÍÁÎÏŒÕ ÁÌÇÅÂÒÕ ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÌÏÖÉÔØ ÎÁ ÞčÔÎÕÀ É ÎÅÞčÔÎÕÀ ÞÁÓÔØ (Œ ÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ÞčÔ- ÎÏÓÔÉ ÞÉÓÌÁ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ξ_i, ŒÈÏÄÑÝÉÈ Œ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ):

~^�(ξ_1, . . . , ξ_n) = ~^{� odd} ⊕ ~^{� even}

äÌÑ ÌÀÂÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ A ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ l : A → A ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÅÍ, ÅÓÌÉ l(ab) = al(b) + l(a)b. äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÅ l : ~� → ~� ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÞčÔÎÙÍ, ÅÓÌÉ ~�^{odd} → ~�^{odd} É ~^{� even} → ~^{� even}. îÅÞčÔÎÏÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÅ ÇÒÁÓÓÍÁÎÏŒÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÔÁË. œÏ-ÐÅÒŒÙÈ, ~^{� odd} ←→ ~^{� even}. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÕÓÌÏŒÉÅ l(ab) = al(b) ± l(a)b, ÇÄÅ ÚÎÁË ÐÌÀÓ ÂÅÒčÔÓÑ ÄÌÑ ÞčÔÎÏÇÏ a É ÚÎÁË ÍÉÎÕÓ ÂÅÒčÔÓÑ ÄÌÑ ÎÅÞčÔÎÏÇÏ a.

îÁ ÁÌÇÅÂÒÅ R[x_1, . . . , x_n, ξ_1, . . . , ξ_n], ÇÄÅ x_i | ÞčÔÎÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ, Á ξ_i | ÎÅÞčÔÎÙÅ, ÅÓÔØ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÅ dω = ∑ i ξ_i ∂ω ∂x_i , ÇÄÅ ω = P (x)ξ_{i1} ∧· · ·∧ξ_{ik} . üÔÏ ÍÏÖÎÏ ÍÙÓÌÉÔØ ËÁË ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÌÅ ÎÁ ÁÌÇÅÂÒÅ R[x_1, . . . , x_n, ξ_1, . . . , ξ_n].

äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÅ d ÍÅÎÑÅÔ ÞčÔÎÏÓÔØ (ÕŒÅÌÉÞÉŒÁÅÔ ÞÉÓÌÏ ξ_i ÎÁ 1). ðÒÉ ÜÔÏÍ

d(ω_1 ∧ ω_2) = dω_1 ∧ ω_2 ± ω_1 ∧ dω_2,

ÇÄÅ ÚÎÁË ± ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ÞčÔÎÏÓÔÉ ω_1. ôÁËÏÇÏ ÓÏÒÔÁ ÏÂSSÅËÔ É ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÅÞčÔÎÙÍ ÄÉÆÆÅÒÅÎ- ÃÉÒÏŒÁÎÉÅÍ, ÉÌÉ ÎÅÞčÔÎÙÍ ŒÅËÔÏÒÎÙÍ ÐÏÌÅÍ.

ðÒÉ ÚÁÐÉÓÉ ω → ∑ ξ_i ∂ω ∂x_i → ∑ ξ_iξ_j ∂^2ω ∂x_i∂x_j ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ d^2 = 0.

ëÏÍÐÌÅËÓ ÄÅ òÁÍÁ ÎÁ R^n ÕÓÔÒÏÅÎ ÔÁË. òÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÀÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÉ f(x_1, . . . , x_n, dx_1, . . . , dx_n), ÇÌÁÄËÉÅ ÐÏ x_1, . . . , x_n; ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ dx_i ÁÎÔÉËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÝÉÅ. òÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÀÔÓÑ ŒÙÒÁÖÅÎÉÑ ∑ fi_1 . . . i_sdx_{i1} ∧ dx_{i2} ∧ · · · ∧ dx_{is} , ÇÄÅ fi_1 . . . i_s ÔÅÐÅÒØ ÕÖÅ ÎÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ, Á ÌÀÂÁÑ ÇÌÁÄËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ. æÏÒÍÕÌÁ dω = ∑ i ξ_i ∂ω ∂x_i , ÓÏÈÒÁÎÑÅÔÓÑ. óÎÏŒÁ ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ d^2 = 0. ôÅÐÅÒØ Õ ÎÁÓ ÅÓÔØ ÏÐÉÓÁÎÉÅ ËÏÍÐÌÅËÓÁ ÄÅ òÁÍÁ ÎÁ R^n.