íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ëÏÌÌÅÄÖ îíõ áÎÁÌÉÚ, 3 ÓÅÍÅÓÔÒ

úÁÎÑÔÉÅ 1

8 ÓÅÎÔÑÂÒÑ 1998 Ç.

œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÂÕËŒÁ X ÂÕÄÅÔ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÇÌÁÄËÏÅ ÍÎÏÇÏÂÒÁÚÉÅ ÂÅÚ ËÒÁÑ; C(X) | ÁÌÇÅÂÒÕ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ ÎÅÍ (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, Ó ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ); C^∞(X) | ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÕ C(X), ÓÏÓÔÏÑÝÕÀ ÉÚ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÇÌÁÄËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ. áÌÇÅÂÒÁ C^∞(X) ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÏÐÉÓÁÔØ ÍÎÏÇÉÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ X.

ìÀÂÏÍÕ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÍÕ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÀ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ D : X → Y ÓÏÐÏÓÔÁŒÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ D^∗ : C(Y ) → C(Y ), ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÅ ÆÏÒÍÕÌÏÊ (D^∗(f))(x) = f(D(x)).

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ D ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ (ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ) ÇÌÁÄËÉÍ, ÅÓÌÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ D^∗ ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÇÌÁÄ- ËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ Œ ÇÌÁÄËÉÅ, Ô.Å. ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔ C^∞(Y ) Œ C^∞(X).

úÁÄÁÞÁ 1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÌÁÄËÉÍ Œ ÓÍÙÓÌÅ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎÏ ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ ÎÁÂÏÒÏÍ ÇÌÁÄËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ Œ ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ÓÉÓÔÅÍÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ.

úÁÄÁÞÁ 2. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ D^∗ | ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÁÌÇÅÂÒ.

úÁÄÁÞÁ 3. çÌÁÄËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ IRP^2 ÜÔÏ ÇÌÁÄËÉÅ ÞÅÔÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ ÓÆÅÒÅ S^2 . äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÇÌÁÄËÏÅ ŒÌÏÖÅÎÉÅ IRP^2 → IR^4; ÉÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÎÁ IRP^2 ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ 4 ÇÌÁÄËÉÈ ÆÕÎËÃÉÉ f_1, . . . , f_4 ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ ∀x, y ∈ IRP^2∃i : f_i(x) ≠ f_i(y). ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÏÂÒÁÔÉÍÏÅ É ÇÌÁÄËÏÅ ŒÍÅÓÔÅ ÓÏ ÓŒÏÉÍ ÏÂÒÁÔÎÙÍ. ëÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ p ∈ X ÍÏÖÎÏ ÓÏÐÏÓÔÁŒÉÔØ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ A_p : C^∞(X) → IR, ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÉÊ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ A_p(f) = f(p). ñÄÒÏ ÜÔÏÇÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ J_p.

úÁÄÁÞÁ 4. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ J_p ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÍ ÉÄÅÁÌÏÍ Œ ÁÌÇÅÂÒÅ C^∞(X).

úÁÄÁÞÁ 5. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ X ËÏÍÐÁËÔÎÏ, ÔÏ ŒÓÑËÉÊ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÉÄÅÁÌ Œ ÁÌÇÅÂÒÅ C^∞(X) ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ

J_p ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ p, ÉÌÉ, ÞÔÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏ, ŒÓÑËÉÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÁÌÇÅÂÒ C^∞(X) → IR ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ A_p.

äÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÁ

ôÅÏÒÅÍÁ 1 (Ï ÒÁÚÂÉÅÎÉÉ ÅÄÉÎÉÃÙ) ðÕÓÔØ X = ⋃ i U_i | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÐÏËÒÙÔÉÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ X ÏÔ- ËÒÙÔÙÍÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁÍÉ ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ŒÓÑËÁÑ ÔÏÞËÁ ÐÏËÒÙÔÁ ÌÉÛØ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒ. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÆÕÎËÃÉÉ ϱ_i ∈ C^∞(X), ÔÁËÉÅ ÞÔÏ ϱ_i(x) ≥ 0, ∑ i ϱ_i(x) ≡ 1, É ϱ_i(x) = 0 ÐÒÉ x /∈ U_i.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÔÏÞËÉ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ X ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÍ ÉÄÅÁÌÁÍ Œ ÁÌÇÅÂÒÅ C^∞(X).

úÁÄÁÞÁ 6. ðÕÓÔØ A ⊂ X | ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÉÚ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÉ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÉÄÅÁÌ J_A, ÓÏÓÔÏÑÝÉÊ ÉÚ ÆÕÎËÃÉÊ, ÏÂÒÁÝÁÀÝÉÈÓÑ ÎÁ A Œ ÎÕÌØ, ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÓÔÙÍ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÇÌÁÄËÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ D(t), t ∈ (−1, 1) ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ X, (Ô.Å. ÇÌÁÄËÏÅ ÏÔÏ- ÂÒÁÖÅÎÉÅ ~D : X × (−1, 1) → X, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÁ ËÁÖÄÏÅ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ŒÉÄÁ X × a ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÄÉÆÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ Œ X), ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ D(0) = Id. ïÐÅÒÁÔÏÒ L : C^∞(X) → C^∞(X), ÚÁÄÁÎÎÙÊ ÆÏÒÍÕÌÏÊ L =^d_{dt} D(t) | t=0, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ŒÅËÔÏÒÎÙÍ ÐÏÌÅÍ, ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÍ (Œ ÎÕÌÅ) Ë ÓÅÍÅÊÓÔŒÕ ÄÉÆ- ÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ D(t).

úÁÄÁÞÁ 7. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒ L ÌÉÎÅÅÎ É ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÔÏÖÄÅÓÔŒÕ ìÅÊÂÎÉÃÁ L(fg) = fL(g) + L(f)g. (1) úÁÄÁÞÁ 8. œÙÞÉÓÌÉÔÅ ŒÅËÔÏÒÎÙÅ ÐÏÌÑ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÓÅÍÅÊÓÔŒÁÍ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ:

1. X = IR^1, D_t(x) = (1 + t)x;

2. X = S^2, D_t | ÐÏŒÏÒÏÔ ÎÁ ÕÇÏÌ 2πt ŒÏËÒÕÇ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÊ ÏÓÉ (ÄÌÑ ÚÁÐÉÓÉ ÏÔŒÅÔÁ ŒÏÓÐÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÉÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ).

ìÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÉÊ ÔÏÖÄÅÓÔŒÕ ìÅÊÂÎÉÃÁ, ÎÁÚÙŒŒÁÅÔÓÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÅÍ ÁÌÇÅÂÒÙ. œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ L | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÅ.

úÁÄÁÞÁ 9. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ L(1) = 0.

úÁÄÁÞÁ 10. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒ L ÌÏËÁÌÅÎ: ÅÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÑ f ∈ C^∞(X) ÒÁŒÎÁ ÎÕÌÀ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ p, ÔÏ L(f)(p) = 0.

õËÁÚÁÎÉÅ: œÏÓÐÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÔÅÏÒÅÍÏÊ Ï ÒÁÚÂÉÅÎÉÉ ÅÄÉÎÉÃÙ.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ X = IR^n.

úÁÄÁÞÁ 11. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ŒÓÑËÏÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÅ ÁÌÇÅÂÒÙ C^∞(X) ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÏÊ L(f)(x) = ∑_n i=1 a_i(x)^{∂f}_{∂xi} (x).

äÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÉ œÁÍ ÐÏÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÌÅÍÍÁ áÄÁÍÁÒÁ: ÅÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÑ f : IR^n → IR ÔÁËÏŒÁ, ÞÔÏ f(0) = 0 É ∇f(0) = 0, ÔÏ ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÉ a_1(x), . . . , a_n(x), b_1(x), . . . , b_n(x) ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ a_1(0) = . . . = a_n(0) = b_1(0) = . . . = b_n(0) É f(x) = ∑_n i=1 a_i(x)b_i(x).

úÁÄÁÞÁ 12. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ŒÓÑËÏÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÅ ÁÌÇÅÂÒÙ C^∞(X) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÅËÔÏÒÎÙÍ ÐÏÌÅÍ.

úÁÄÁÞÁ 13. éÓÐÏÌØÚÕÑ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞ 12 É 10, ÒÅÛÉÔÅ ÁÎÁÌÏÇ ÚÁÄÁÞÉ 12 ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏ- ÏÂÒÁÚÉÑ X.

úÁÄÁÞÁ 14. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ A É B | ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÑ ÁÌÇÅÂÒÙ, ÔÏ ÉÈ ËÏÍÍÕÔÁÔÏÒ [A, B]^{def}=

AB − BA ÔÁËÖÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÅÍ.

úÁÄÁÞÁ 15. ðÕÓÔØ ŒÅËÔÏÒÎÙÅ ÐÏÌÑ L_1 É L_2 ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ ÓÅÍÅÊÓÔŒÁÍ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ D_1(t) É D_2(t). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÏÍÍÕÔÁÔÏÒ [L_1, L_2] ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÓÅÍÅÊÓÔŒÕ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ D(t) = D_1(t)D_2 (t)D^{−1}_1 (t)D^{−1}_2 (t).