íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ëÏÌÌÅÄÖ îíõ ôÏÐÏÌÏÇÉÑ, 3 ÓÅÍÅÓÔÒ éÎÄÅËÓ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ

úÁÄÁÞÁ 1. äÌÑ ÐÅÒÅÞÉÓÌÅÎÎÙÈ ÎÉÖÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÎÁÊÄÉÔÅ ÂÁÚÉÓÙ Œ ÇÏÍÏÌÏÇÉÑÈ ŒÓÅÈ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÅÊ É ŒÙÞÉ- ÓÌÉÔÅ ÉÎÄÅËÓÙ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÇÏÍÏÌÏÇÉÊ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÈ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÅÊ. œ ÎÅÏÒÉÅÎÔÉÒÕÅ- ÍÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ŒÓÅ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÓÌÅÄÕÅÔ ÐÒÏŒÏÄÉÔØ ÎÁÄ ZZ_2; Œ ÏÒÉÅÎÔÉÒÕÅÍÏÍ | ÎÁÄ ZZ É ÎÁÄ ZZ_2. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ:

1) óÆÅÒÁ Ó g ÒÕÞËÁÍÉ; 2) IRP^2 É ÂÕÔÙÌËÁ ëÌÅÊÎÁ; 3) S^n Ó k ÄÙÒËÁÍÉ; 4) IRP^n, ′CP^n; 5) G(2, 4); 6) IR^2 ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ ÄŒÕÈ ÔÏÞÅË.

úÁÄÁÞÁ 2. îÁ ÓÆÅÒÅ S^n ÚÁÄÁÎÁ ÇÌÁÄËÁÑ ÎÅÞÅÔÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ f, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ 0 ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÂÒÁÚ p(M ) ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ M = {x ∈ S^n | f(x) = 0} ÐÒÉ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ ÐÒÏÅËÃÉÉ p : S^n → IRP^n ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÎÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ Œ H_n�_1(IRP^n, ZZ_2) = ZZ_2.

õËÁÚÁÎÉÅ: óÔÁÎÄÁÒÔÎÁÑ ÏÂÒÁÚÕÀÝÁÑ Œ H_n�_1(IRP^n, ZZ_2) ÜÔÏ p(ÜËŒÁÔÏÒ ÓÆÅÒÙ).

úÁÄÁÞÁ 3. îÁ ÓÆÅÒÅ S^n ÚÁÄÁÎÙ ÄŒÅ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÅ ÎÅÞÅÔÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ, f_1 É f_2. äÏËÁÖÉÔÅ, ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÚÁÄÁÞ 2 É 1.4, ÞÔÏ ÎÁ ÓÆÅÒÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÏÞËÁ, Œ ËÏÔÏÒÏÊ ÏÎÉ ÏÂÅ ÐÒÉÎÉÍÁÀÔ ÚÎÁÞÅÎÉÅ 0. üËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÁÑ (ÐÏÞÅÍÕ ?) ÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÁ: ÎÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÇÏ ÎÅÞÅÔÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ S^n → S^1. õËÁÚÁÎÉÅ: ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÔÅ ŒÎÁÞÁÌÅ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÉ f_1 É f_2 ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÔ ÕÓÌÏŒÉÑÍ ÚÁÄÁÞÉ 2; ÐÏÔÏÍ ÐÒÉ- ÂÌÉÚØÔÅ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÔÁËÉÍÉ.

úÁÄÁÞÁ 4. ðÕÓÔØ K | ŒÌÏÖÅÎÉÅ (Ó ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑÍÉ) ÇÒÁÆÁ \ÔÒÉ ÄÏÍÁ | ÔÒÉ ËÏÌÏÄÃÁ" Œ IR^2. äÏËÁÖÉÔÅ, ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÚÁÄÁÞÉ 1.6, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ ÉÎÄÅËÓÏŒ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ mod2 ÐÏ ŒÓÅÍ ÐÁÒÁÍ ÎÅÓÍÅÖÎÙÈ (ÎÅ ÉÍÅ- ÀÝÉÈ ÏÂÝÉÈ ŒÅÒÛÉÎ) ÒÅÂÅÒ ÒÁŒÎÁ 1. ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ŒÌÏÖÅÎÉÑ ÂÅÚ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÊ ÒÅÂÅÒ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ. úÁÄÁÞÁ 5. ðÕÓÔØ M | ÏÒÉÅÎÔÉÒÕÅÍÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, f : M → M | ÇÌÁÄËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, Á a, b | ËÌÁÓÓÙ ÇÏÍÏÌÏÇÉÊ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ [f] ⊂ M × M ÇÒÁÆÉË ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ

(f�(a1), a2) = (−1)^{dim a}([f], a × b). úÄÅÓØ Œ ÌÅŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÓÔÏÉÔ ÉÎÄÅËÓ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ Œ M , Œ ÐÒÁŒÏÊ | Œ M × M .

œÙÐÉÛÉÔÅ ÜÔÕ ÆÏÒÍÕÌÕ ÑŒÎÏ Œ ÓÌÕÞÁÅ f = id; ÞÔÏ ÔÁËÏÅ Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÇÒÁÆÉË ?

õËÁÚÁÎÉÅ: ðÒÉ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÍÏÖÅÔÅ ÓÄÅÌÁÔØ ÕÐÒÏÝÁÀÝÉÅ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÑ \ÔÉÐÁ ÇÌÁÄËÏÓÔÉ" ÏÔÎÏÓÉ- ÔÅÌØÎÏ ËÌÁÓÓÏŒ a É b É ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f, ÎÏ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÕÊÔÅ ÉÈ ÑŒÎÏ ! îÁÐÒÉÍÅÒ, ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉÔØ, ÞÔÏ ËÌÁÓÓÙ a É b ÒÅÁÌÉÚÕÀÔÓÑ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑÍÉ.

úÁÄÁÞÁ 6. ðÕÓÔØ a_1, a_2, b_1, b_2 | ÃÉËÌÙ Œ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ M . äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Œ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ M × M ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ (a_1 × a_2, b_1 × b_2) = (−1)^{dim a2 dim b1}(a_1, b_1)(a_2, b_2). ðÒÉ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÍÏÖÅÔÅ ÓÄÅÌÁÔØ ÔÅ ÖÅ ÕÐÒÏÝÁÀÝÉÅ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÑ, ÞÔÏ É Œ ÚÁÄÁÞÅ 5.

úÁÄÁÞÁ 7. ðÕÓÔØ a_1, . . . , a_N | ÂÁÚÉÓ Œ ÇÏÍÏÌÏÇÉÑÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ M (ŒÓÅÈ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÅÊ; ÓÎÁÞÁÌÁ ÉÄÕÔ ÎÕÌØÍÅÒÎÙÅ ÇÏÍÏÌÏÇÉÉ, ÐÏÔÏÍ ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÅ, É Ô.Ä.) Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ Œ IR. ðÕÓÔØ a�_1, . . . , a�_N | ÄŒÏÊÓÔŒÅÎ- ÎÙÊ ÂÁÚÉÓ, Ô.Å. (a_i, a�_j ) = δ_{ij} . äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÉÁÇÏÎÁÌØ ´ = {(x, x) ⊂ M × M | x ∈ M } ÇÏÍÏÌÏÇÉÞÎÁ (Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ Œ IR) ÓÕÍÍÅ P^N_{i=1} a_i × a�_i .

õËÁÚÁÎÉÅ: äŒÁ ÃÉËÌÁ ÇÏÍÏÌÏÇÉÞÎÙ Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ Œ IR ⇔ ÉÈ ÉÎÄÅËÓÙ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ Ó ÌÀÂÙÍ ÃÉËÌÏÍ ÎÕÖÎÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÏÄÉÎÁËÏŒÙ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Œ \ÓÒÅÄÎÉÈ" ÇÏÍÏÌÏÇÉÑÈ M × M ŒÙÒÁÖÅÎÉÑ a�_p × a_q, p, q = 1, . . ., N ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÔ ÂÁÚÉÓ, É ŒÏÓÐÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÚÁÄÁÞÅÊ 5.

úÁÄÁÞÁ 8. ðÕÓÔØ M | ÏÒÉÅÎÔÉÒÕÅÍÏÅ n-ÍÅÒÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, É f : M → M | ÇÌÁÄËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ f^{(k)}� : H_k(M, IR) → H_k(M, IR) | ÉÎÄÕÃÉÒÏŒÁÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÇÏÍÏÌÏÇÉÊ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ([f], ´) =

Pn_{k=1(−1)k Tr f} (k)_{� (Œ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ÚÁÄÁÞ 5 É 7). éÎÔÅÒÐÒÅÔÉÒÕÊÔÅ ÌÅŒÕÀ ÞÁÓÔØ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ Œ ÔÅÒÍÉÎÁÈ}

ÎÅÐÏÄŒÉÖÎÙÈ ÔÏÞÅË ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f.

úÁÄÁÞÁ 9. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÓÆÅÒÙ S^n Œ ÓÅÂÑ ÓÔÅÐÅÎÉ, ÏÔÌÉÞÎÏÊ ÏÔ (−1)^{n+1}, ÉÍÅÅÔ ÎÅÐÏÄŒÉÖ- ÎÕÀ ÔÏÞËÕ.