áìçåâòá 1999/2000 I óåíåóôò

ìÉÓÔÏË 2

æ. úÁË, á. éÎÛÁËÏŒ, á. ïÂÌÏÍËÏŒ, ó. äÏÒÉÞÅÎËÏ

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.1. éÄÅÁÌ a ËÏÌØÃÁ A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÏÓÔÙÍ, ÅÓÌÉ ÆÁËÔÏÒ- ËÏÌØÃÏ A/a | ÏÂÌÁÓÔØ ÃÅÌÏÓÔÎÏÓÔÉ. éÄÅÁÌ m ⊂ A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÉÄÅÁÌÁ a ⊂ A ÔÁËÏÇÏ, ÞÔÏ a ⊃ m É a ≠ A.

XúÁÄÁÞÁ 2.1. éÄÅÁÌ m ⊂ A ÍÁËÓÉÍÁÌÅÎ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÆÁËÔÏÒ-

ËÏÌØÃÏ A/m ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÅÍ. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÅ ÉÄÅÁÌÙ ÐÒÏÓÔÙ.

XúÁÄÁÞÁ 2.2. ðÒÉŒÅÄÉÔÅ ÐÒÉÍÅÒ ÐÒÏÓÔÏÇÏ ÉÄÅÁÌÁ, ÎÅ ÑŒÌÑÀÝÅÇÏÓÑ ÍÁËÓÉ-

ÍÁÌØÎÙÍ.

XõÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.3. ðÕÓÔØ φ : A → B | ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÌÅÃ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ

ÅÓÌÉ b ⊂ B | ÐÒÏÓÔÏÊ ÉÄÅÁÌ, ÔÏ ÅÇÏ ÐÒÏÏÂÒÁÚ φ�^1(b) ⊂ A ÔÁËÖÅ ÐÒÏÓÔ. œÅÒÎÏ ÌÉ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÄÌÑ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ?

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.2. çÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ p ∈ A | ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÊ (ÉÌÉ ÐÒÏÓÔÏÊ) ÜÌÅ- ÍÅÎÔ ÏÂÌÁÓÔÉ ÃÅÌÏÓÔÎÏÓÔÉ A, ÅÓÌÉ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ p = a · b, a, b ∈ A ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎ ÉÚ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ a, b ÏÂÒÁÔÉÍ (ÜÌÅÍÅÎÔ c ∈ A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÂÒÁÔÉÍÙÍ, ÅÓÌÉ c�^1 ∈ A).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.4. ðÕÓÔØ A | ÏÂÌÁÓÔØ ÃÅÌÏÓÔÎÏÓÔÉ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ p ∈

A | ÜÌÅÍÅÎÔ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÊ ÇÌÁŒÎÙÊ ÉÄÅÁÌ (p) ÐÒÏÓÔ, ÔÏ p ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍ. œÅÒÎÏ ÌÉ ÏÂÒÁÔÎÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ?

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.3. ðÕÓÔØ A | ÏÂÌÁÓÔØ ÃÅÌÏÓÔÎÏÓÔÉ, É ÐÕÓÔØ a, b ∈ A, a, b ≠ 0. çÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ a ÄÅÌÉÔ b É ÐÉÛÕÔ a | b, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÜÌÅÍÅÎÔ c ∈ A ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ ac = b. çÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÜÌÅÍÅÎÔ d ∈ A ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÍ ÏÂÝÉÍ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ (îïä) ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ a É b, ÅÓÌÉ d | a, d | b É ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ e ∈ A ÔÁËÏÇÏ, ÞÔÏ e | a, e | b ÉÍÅÅÍ e | d.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.5. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ îïä ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ a, b ÏÂÌÁÓÔÉ ÃÅÌÏÓÔÎÏÓÔÉ A ÏÐÒÅÄÅÌ-ÅÎ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÏÂÒÁÔÉÍÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ËÏÌØÃÁ A.

XõÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.6. ðÕÓÔØ a, b ∈ A, ÇÄÅ A | ÏÂÌÁÓÔØ ÃÅÌÏÓÔÎÏÓÔÉ, ÑŒÌÑÀÝÁ-

ÑÓÑ ËÏÌØÃÏÍ ÇÌÁŒÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ, É ÐÕÓÔØ (a, b) = (d). ôÏÇÄÁ d îïä a É b.

œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ d | îïä ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ a, b ∈ A, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÜÌÅÍÅÎÔÙ a0_{, b}0_{∈ A} ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ_a0_{· a} +_b0_{· b} =_d.

XúÁÄÁÞÁ 2.7. ðÕÓÔØ A | ÏÂÌÁÓÔØ ÃÅÌÏÓÔÎÏÓÔÉ, ÑŒÌÑÀÝÁÑÓÑ ËÏÌØÃÏÍ ÇÌÁŒÎÙÈ

ÉÄÅÁÌÏŒ, É ÐÕÓÔØ p ∈ A | ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ p | a · b, a, b ∈ A. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÉÂÏ p | a, ÌÉÂÏ p | b. 1

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.4. ðÕÓÔØ A | ÏÂÌÁÓÔØ ÃÅÌÏÓÔÎÏÓÔÉ. çÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÜÌÅÍÅÎÔ

a ∈ A, a ≠ 0 ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÙÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅÍ ÎÁ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅ- ÓÔŒÕÀÔ ÏÂÒÁÔÉÍÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ u ∈ A É (ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ) ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ p_1, . . . , p_r ∈ A ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ a = u · p_1 · · · p_r , ÐÒÉÞ-ÅÍ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÄŒÕÈ ÔÁ- ËÉÈ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÊ a = u · p_1 · · · p_r = u0 · p0_1 · · · p0_r0 ÉÍÅÅÍ r0 = r É, ÐÏÓÌÅ ÐÏÄÈÏÄÑÝÅÊ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÉ ÉÎÄÅËÓÏŒ, p_i = u_i · p0_i, ÇÄÅ u_i ∈ A, i = 1, . . . , r | ÏÂÒÁÔÉÍÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ.

çÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ ËÏÌØÃÏ A ÆÁËÔÏÒÉÁÌØÎÏ, ÅÓÌÉ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ a ∈ A, a ≠ 0 ÉÍÅÅÔ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÐÒÏÓÔÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ.

úÁÄÁÞÁ 2.8. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÏÌØÃÏ A = Z[^√6]. éÍÅÅÍ 6 = 2 · 3 =^√6 ·^√6, ÎÏ ÜÌÅÍÅÎÔÙ 2, 3 É √ 6 ÎÅ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÍÉ Œ A. òÁÚÌÏÖÉÔÅ ÜÔÉ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÎÁ ÐÒÏÓÔÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 2.1. œ ËÏÌØÃÅ A = Z[ √ 6] ÉÍÅÅÍ 2 = ( √ 6 + 2) · ( √ 6 − 2) = (5 − 2 √ 6) · ( √ 6 + 2)^2. ïÄÎÁËÏ ÜÔÉ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ, ÐÏÓËÏÌØËÕ 5 − 2 √ 6 | ÏÂÒÁÔÉÍÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ËÏÌØÃÁ A É √ 6 − 2 = (5 − 2 √ 6) · ( √ 6 + 2).

XúÁÄÁÞÁ 2.9. ðÕÓÔØ A | ÏÂÌÁÓÔØ ÃÅÌÏÓÔÎÏÓÔÉ, ÑŒÌÑÀÝÁÑÓÑ ËÏÌØÃÏÍ ÇÌÁŒÎÙÈ

ÉÄÅÁÌÏŒ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ A ÆÁËÔÏÒÉÁÌØÎÏ.

XõÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.10. ðÕÓÔØ A | ÏÂÌÁÓÔØ ÃÅÌÏÓÔÎÏÓÔÉ, ÑŒÌÑÀÝÁÑÓÑ ËÏÌØÃÏÍ

ÇÌÁŒÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ŒÓÑËÉÊ ÐÒÏÓÔÏÊ ÉÄÅÁÌ Œ A ÍÁËÓÉÍÁÌÅÎ.

òÅÛÉŒ ÚÁÄÁÞÕ 1.14, ŒÙ ÓÍÏÖÅÔÅ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÚÁÄÁÞÉ 2.9 ÄÌÑ ÄÏ- ËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÆÁËÔÏÒÉÁÌØÎÏÓÔÉ ËÏÌÅÃ Z É K[T ] (ÇÄÅ K | ÐÏÌÅ). îÅÔÒÕÄÎÏ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÔÏ, ÞÔÏ ZÉ K[T ] | ËÏÌØÃÁ ÇÌÁŒÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÁÎÁ- ÌÏÇÉÞÎÏ, Á ÉÍÅÎÎÏ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÄÅÌÅÎÉÑ Ó ÏÓÔÁÔËÏÍ. ðÏÜÔÏÍÕ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ ÒÁÚÕÍÎÙÍ ÄÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÏÂÝÅÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.5. ïÂÌÁÓÔØ ÃÅÌÏÓÔÎÏÓÔÉ A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÅŒËÌÉÄÏŒÙÍ ËÏÌØÃÏÍ, ÅÓÌÉ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÎÅÎÕÌÅŒÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ A ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÆÕÎËÃÉÑ e Ó ÎÅÏÔÒÉÃÁ- ÔÅÌØÎÙÍÉ ÃÅÌÙÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ

(E1) e(ab) ≥ e(a) ÐÒÉ ŒÓÅÈ a, b ∈ A, a, b ≠ 0;

(E2) äÌÑ ŒÓÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ a, b ∈ A, b ≠ 0 ŒÏÚÍÏÖÎÏ ÄÅÌÅÎÉÅ Ó ÏÓÔÁÔËÏÍ a ÎÁ b, Ô.Å. ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÜÌÅÍÅÎÔÙ q, r ∈ A (ÎÁÚÙŒÁÅÍÙÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ ÞÁÓÔÎÙÍ É ÏÓÔÁÔËÏÍ) ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ a = q · b + r, É e(r) < e(b) ÐÒÉ r ≠ 0. æÕÎËÃÉÑ e ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÊ ÎÏÒÍÏÊ.

XõÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.11. ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ZÉ K[T ] | ÅŒËÌÉÄÏŒÙ ËÏÌØÃÁ ÏÔÎÏÓÉ-

ÔÅÌØÎÏ ÆÕÎËÃÉÊ e(a) = |a| É e(a) = deg a ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.6. ðÕÓÔØ A | ËÏÌØÃÏ, ÑŒÌÑÀÝÅÅÓÑ ÐÏÄËÏÌØÃÏÍ ËÏÌØÃÁ B, É ÐÕÓÔØ P (T ) ∈ A[T ] | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ. üÌÅÍÅÎÔ b ∈ B ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÒÎÅÍ P Œ B, ÅÓÌÉ P (b) = 0.

XõÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.12. äÏËÁÖÉÔÅ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ âÅÚÕ:

ðÕÓÔØ K | ÐÏÌÅ, É ÐÕÓÔØ P [T ] ∈ K[T ] | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅÐÅÎÉ n. ôÏÇÄÁ P ÉÍÅÅÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ n ËÏÒÎÅÊ Œ ÐÏÌÅ K, É ÅÓÌÉ α ∈ K | ËÏÒÅÎØ P Œ K, ÔÏ P (T ) ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ T − α.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.13. ðÕÓÔØ K | ÐÏÌÅ, É ÐÕÓÔØ P [T ] ∈ K[T ], P (T ) = P^n_{i=0} aiT^i,

a_i ∈ K, a_0 = 1 | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ, ÉÍÅÀÝÉÊ n (ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ) ËÏÒÎÅÊ α_1, . . . , α_n Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÉ K0 ÐÏÌÑ K. œÙŒÅÄÉÔÅ ÆÏÒÍÕÌÙ œÉÅÔÁ, ŒÙÒÁÖÁÀÝÉÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ a_i, i = 1, . . . , n ÞÅÒÅÚ ËÏÒÎÉ α_1, . . . , α_n.

íÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÎÁÄ ËÏÎÅÞÎÙÍÉ ÐÏÌÑÍÉ ÉÍÅÀÔ ÒÑÄ ÎÅÐÒÉŒÙÞÎÙÈ ÓŒÏÊÓÔŒ. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÍÏÖÅÔ ÚÁÄÁŒÁÔØ ÎÕÌÅŒÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ÎÁ ÐÏÌÅ.

XúÁÄÁÞÁ 2.14. ðÕÓÔØ p ∈ Z | ÐÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ

P (T ) = T^p − T ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÎÕÌÅŒÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ÎÁ ÐÏÌÅ Z/pZ(ÓÍ. ÚÁÄÁÞÕ 1.2), Ô.Å. P (α) = 0 ÄÌÑ ŒÓÅÈ α ∈ Z/pZ(ÜÔÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÁÌÏÊ ÔÅÏÒÅÍÏÊ æÅÒÍÁ).

XúÁÄÁÞÁ 2.15. äÏËÁÖÉÔÅ ÔÅÏÒÅÍÕ œÉÌØÓÏÎÁ.

óÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÓÌÏŒÉÑ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ: (1) p ∈ Z| ÐÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ;

(2) (p − 1)! + 1 ≡ 0 mod p (ÚÄÅÓØ É ÄÁÌÅÅ m! = 1 · 2 · · · m (ÔÁËÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÆÁËÔÏÒÉÁÌÏÍ), a ≡ b mod m ÅÓÌÉ É ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ m | a − b (Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÇÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ a É b ÓÒÁŒÎÉÍÙ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ m)).

XõÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.16. ðÕÓÔØ A | ÅŒËÌÉÄÏŒÏ ËÏÌØÃÏ, É ÐÕÓÔØ u ∈ A ÅÇÏ ÜÌÅ-

ÍÅÎÔ. óÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÓÌÏŒÉÑ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ:

Á) u ÏÂÒÁÔÉÍ; Â) e(u) = e(1);

Œ) e(ua) = e(a) ÄÌÑ ŒÓÅÈ a ∈ A, a ≠ 0.

XúÁÄÁÞÁ 2.17. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ŒÓÑËÏÅ ÅŒËÌÉÄÏŒÏ ËÏÌØÃÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÌØÃÏÍ

ÇÌÁŒÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ (ŒŒÉÄÕ ÚÁÄÁÞÉ 2.9, ÏÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ŒÓÑËÏÅ ÅŒËÌÉÄÏŒÏ ËÏÌØÃÏ ÆÁËÔÏÒÉÁÌØÎÏ).

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.7. ðÕÓÔØ A | ÐÏÄËÏÌØÃÏ B, ÐÕÓÔØ b ∈ B, É ÐÕÓÔØ φb : A[T ] →

B | ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ, ÚÁÄÁŒÁÅÍÙÊ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅÍ P (T ) → P (b). üÌÅÍÅÎÔ b ÎÁ- ÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÒÁÎÓÃÅÎÄÅÎÔÎÙÍ ÎÁÄ A, ÅÓÌÉ Ker φ_b = 0, Ô.Å. b ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÒÎÅÍ ÎÉËÁËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ Œ A. œ ÐÒÏÔÉŒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ b ÎÁÚÙŒÁ- ÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍ ÎÁÄ A.

úÁÄÁÞÁ 2.18. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ Q ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ËÁË ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ, ÔÁË É ÔÒÁÎÓÃÅÎÄÅÎÔÎÙÅ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ.

ðÕÓÔØ K | ÐÏÌÅ, É ÐÕÓÔØ P (T ) | ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ. éÚ ÕÐÒÁÖÎÅ- ÎÉÑ 2.10 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ K[T ]/(P ) | ÐÏÌÅ.

XúÁÄÁÞÁ 2.19. åÓÌÉ K ⊂ K^0 | ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ ÐÏÌÅÊ É α ∈ K^0 | ËÏÒÅÎØ ÍÎÏÇÏ-

ÞÌÅÎÁ P , ÔÏ ÐÏÌÅ K[T ]/(P ) ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÐÏÌÀ K(α).

úÁÄÁÞÁ 2.20. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÏÌÅ R[T ]/(T^2 + 1) ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÐÏÌÀ C ËÏÍÐÌÅËÓ- ÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÐÒÉÞ-ÅÍ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÄÁ-ÅÔÓÑ ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÅÎÉÅÍ P → P (i), ÇÄÅ i ∈ C | ÍÎÉÍÁÑ ÅÄÉÎÉÃÁ.

ôÅ, ËÔÏ ÎÅ ÚÎÁÅÔ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÍÏÇÕÔ ÐÒÉÎÑÔØ ÚÁÄÁÞÕ 2.20 ÚÁ ÉÈ ÏÐÒÅ- ÄÅÌÅÎÉÅ.

XúÁÄÁÞÁ 2.21. ðÕÓÔØ Z[i] ⊂ Q(i) | ËÏÌØÃÏ ÃÅÌÙÈ ÇÁÕÓÓÏŒÙÈ ÞÉÓÅÌ, Ô.Å. ÞÉÓÅÌ

ŒÉÄÁ m + ni ∈ C , m, n ∈ Z. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Z[i] | ÅŒËÌÉÄÏŒÏ ËÏÌØÃÏ (Œ ÞÁÓÔÎÏ- ÓÔÉ, ÏÎÏ ÆÁËÔÏÒÉÁÌØÎÏ É ŒÓÅ ÉÄÅÁÌÙ Œ Î-ÅÍ ÇÌÁŒÎÙÅ). îÁÊÄÉÔÅ ŒÓÅ ÏÂÒÁÔÉÍÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ Œ ËÏÌØÃÅ Z[i].

ðÕÓÔØ p ∈ N | ÐÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ. óÏÇÌÁÓÎÏ ÚÁÄÁÞÅ 2.21, Œ ËÏÌØÃÅ Z[i] ÞÉÓÌÏ p ÒÁÚÌÁÇÁÅÔÓÑ Œ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÐÒÏÓÔÙÈ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ: p = p_1 · · · p_r, r ≥ 1 (ÎÁÐÒÉ- ÍÅÒ, 2 = (1 + i)(1 − i)).

úÁÄÁÞÁ 2.22. œ ÕËÁÚÁÎÎÙÈ ŒÙÛÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÓÌÏŒÉÑ ÜËŒÉŒÁ- ÌÅÎÔÎÙ:

(1) r > 1 (Ô.Å. p ÐÅÒÅÓÔÁ-ÅÔ ÂÙÔØ ÐÒÏÓÔÙÍ Œ Z[i]); (2) r = 2;

(3) þÉÓÌÏ p ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍÏ Œ ŒÉÄÅ ÓÕÍÍÙ ÄŒÕÈ ËŒÁÄÒÁÔÏŒ, Ô.Å. p = m^2 + n^2, m, n ∈ Z; (4) ìÉÂÏ p = 2, ÌÉÂÏ p ≡ 1 mod 4, Ô.Å. p = 4k + 1 ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ k ∈ N.

úÁÄÁÞÁ 2.23. œÙÑÓÎÉÔÅ, ËÁËÉÅ ÞÉÓÌÁ n ∈ N ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍÙ Œ ŒÉÄÅ n = a^2 + b^2, a, b ∈ N. úÁÄÁÞÁ 2.24. ðÕÓÔØ p ∈ Z| ÎÅÞ-ÅÔÎÏÅ ÐÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÌÅÄÕ- ÀÝÉÅ ÕÓÌÏŒÉÑ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ:

Á) íÎÏÇÏÞÌÅÎ T^2 + 1 ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ Z/pZ; Â) éÄÅÁÌ (p) ÐÒÏÓÔ Œ ËÏÌØÃÅ Z[i]; Œ) p ≡ 3 mod 4.

ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÜÔÉ ÕÓÌÏŒÉÑ ŒÙÐÏÌÎÅÎÙ, ÔÏ Z/pZ[T ]/(T^2 + 1) ≃ Z[i]/(p) | ÐÏÌÅ ÉÚ p^2 ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ.

ðÅÒÅÊÄ-ÅÍ Ë ÉÓÓÌÅÄÏŒÁÎÉÀ ËÏÌÅÃ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ A[T ], ÇÄÅ A | ÌÀÂÏÅ ÆÁËÔÏÒÉ- ÁÌØÎÏÅ ËÏÌØÃÏ. ôÁËÉÅ ËÏÌØÃÁ, ŒÏÏÂÝÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÎÅ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ËÏÌØÃÁÍÉ ÇÌÁŒÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ É, ÔÅÍ ÂÏÌÅÅ, ÅŒËÌÉÄÏŒÙÍÉ (ÓÍ. ÚÁÄÁÞÕ 1.14).

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.8. ðÕÓÔØ A | ÆÁËÔÏÒÉÁÌØÎÏÅ ËÏÌØÃÏ, É ÐÕÓÔØ P (T ) = a0 +

a_1T + · · · + a_nT^n ∈ A[T ] | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ. óÏÄÅÒÖÁÎÉÅÍ cont P ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ P ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÊ ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ ÅÇÏ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ a_0, . . . , a_n. úÁÍÅ- ÔÉÍ, ÞÔÏ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÏÂÒÁÔÉÍÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ËÏÌØÃÁ A. íÎÏÇÏÞÌÅÎ P ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÉÍÉÔÉŒÎÙÍ, ÅÓÌÉ cont P = 1.

XúÁÄÁÞÁ 2.25. äÏËÁÖÉÔÅ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÌÅÍÍÕ çÁÕÓÓÁ:

ðÕÓÔØ P, Q ∈ A[T ], ÇÄÅ A | ÆÁËÔÏÒÉÁÌØÎÏÅ ËÏÌØÃÏ. ôÏÇÄÁ cont P Q = cont P ·cont Q. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÐÒÉÍÉÔÉŒÎÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÐÒÉÍÉ- ÔÉŒÎÏ.

XúÁÄÁÞÁ 2.26. ðÕÓÔØ A | ÆÁËÔÏÒÉÁÌØÎÏÅ ËÏÌØÃÏ, K = K(A) | ÐÏÌÅ ÞÁÓÔ-

ÎÙÈ A, É ÐÕÓÔØ P ∈ A[T ] | ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ. ôÏÇÄÁ P ÏÓÔÁ-ÅÔÓÑ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÍ É Œ K[T ] (ÒÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, ŒÅÒÎÏ É ÏÂÒÁÔÎÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ).

XúÁÄÁÞÁ 2.27. äÏËÁÖÉÔÅ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ üÊÚÅÎÛÔÅÊÎÁ.

ðÕÓÔØ A | ÆÁËÔÏÒÉÁÌØÎÏÅ ËÏÌØÃÏ, K = K(A) | ÐÏÌÅ ÞÁÓÔÎÙÈ A, ÐÕÓÔØ P = a_0 +a_1T +· · ·+a_nT^n ∈ A[T ] | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ, É ÐÕÓÔØ p ∈ A | ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ p | a_i ÄÌÑ ŒÓÅÈ i < n, ÎÏ p ̸| a_n É p^2 ̸| a_0. ôÏÇÄÁ P ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍ Œ K[T ].

XúÁÄÁÞÁ 2.28. ðÒÉ ËÁËÉÈ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÌÁÈ n, m ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ T^n − m ÎÅ-

ÐÒÉŒÏÄÉÍ ÎÁÄ Q?

úÁÄÁÞÁ 2.29. ðÕÓÔØ p ∈ Z| ÐÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ 1 +

T + · · · + T^p�^1 ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍ ÎÁÄ Q.

XúÁÄÁÞÁ 2.30. ðÕÓÔØ A | ÆÁËÔÏÒÉÁÌØÎÏÅ ËÏÌØÃÏ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÏÌØÃÏ

ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ A[T ] ÔÁËÖÅ ÆÁËÔÏÒÉÁÌØÎÏ. óÒÁŒÎÉÔÅ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ Œ A[T ] É K(A)[T ].

óÌÅÄÓÔŒÉÅ. åÓÌÉ A | ÆÁËÔÏÒÉÁÌØÎÏÅ ËÏÌØÃÏ, ÔÏ ÄÌÑ ŒÓÅÈ m ËÏÌØÃÏ ÍÎÏÇÏ-

ÞÌÅÎÏŒ A[T_1, . . . , T_m] ÔÁËÖÅ ÆÁËÔÏÒÉÁÌØÎÏ.

ôÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ, ÄÁÌÅËÏ ÎÅ ŒÓÅ ËÏÌØÃÁ ÆÁËÔÏÒÉÁÌØÎÙ.

XúÁÄÁÞÁ 2.31. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÏÌØÃÏ Z[^√2] ÆÁËÔÏÒÉÁÌØÎÏ, Á ËÏÌØÃÏ Z[^√−5]

ÔÁËÏŒÙÍ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ (ÈÏÔÑ ÂÙ ÐÏÔÏÍÕ, ÞÔÏ 21 = 3·7 = (1+2 √ −5)(1−2 √ −5) | ÄŒÁ ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÐÒÏÓÔÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ | ÄÏËÁÖÉÔÅ!).