îÅÚÁŒÉÓÉÍÙÊ íÏÓËÏŒÓËÉÊ õÎÉŒÅÒÓÉÔÅÔ

áÌÇÅÂÒÁ { II

œÔÏÒÏÊ ËÕÒÓ, ÏÓÅÎÎÉÊ ÓÅÍÅÓÔÒ 1999/2000 Ç. ìÅËÃÉÑ 1 œ ÂÌÉÖÁÊÛÅÅ ŒÒÅÍÑ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÚÁÎÉÍÁÔØÓÑ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÏÊ. óÌÏŒÏ ĂËÏÌØÃÏĄ ÂÕÄÅÔ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÅ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏÅ ËÏÌØÃÏ Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ, ĂÐÏÄËÏÌØÃÏĄ | ÐÏÄËÏÌØÃÏ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ ÅÄÉÎÉÃÕ, ĂÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÌÅÃĄ | ÇÏÍÏ- ÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÌÅÃ, ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÉÊ ÅÄÉÎÉÃÕ Œ ÅÄÉÎÉÃÕ.

1. æÁËÔÏÒÉÁÌØÎÙÅ ËÏÌØÃÁ. îÁÐÏÍÎÀ, ÞÔÏ ÆÁËÔÏÒÉÁÌØÎÙÍ ËÏÌØÃÏÍ ÎÁÚÙ-

ŒÁÅÔÓÑ ÏÂÌÁÓÔØ ÃÅÌÏÓÔÎÏÓÔÉ, Œ ËÏÔÏÒÏÊ ÌÀÂÏÊ ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ÎÅÏÂÒÁÔÉÍÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÍÏÖÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÒÁÚÌÏÖÉÔØ ÎÁ ÐÒÏÓÔÙÅ (ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ) ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ. ïÄÎÏ- ÚÎÁÞÎÏÓÔØ ÐÏÎÉÍÁÅÔÓÑ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÉ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ É ÕÍÎÏÖÅ- ÎÉÑ ÉÈ ÎÁ ÏÂÒÁÔÉÍÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ËÏÌØÃÁ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1. ðÕÓÔØ R | ËÏÌØÃÏ. éÄÅÁÌ p ⊆ R ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÏÓÔÙÍ, ÅÓÌÉ

ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ a, b ∈ R \ p ÉÈ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ab ÎÅ ÌÅÖÉÔ Œ ÉÄÅÁÌÅ p. äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÉÄÅÁÌ p ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÏÓÔÙÍ, ÅÓÌÉ R/p | ÏÂÌÁÓÔØ ÃÅÌÏÓÔÎÏÓÔÉ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÉÄÅÁÌ ÐÒÏÓÔ. ôÅÏÒÅÍÁ 1. ðÕÓÔØ R | ÏÂÌÁÓÔØ ÃÅÌÏÓÔÎÏÓÔÉ, Œ ËÏÔÏÒÏÊ Õ ËÁÖÄÏÇÏ ÎÅÏÂÒÁ-

ÔÉÍÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÐÒÏÓÔÙÅ ÍÎÏÖÉ- ÔÅÌÉ. ôÏÇÄÁ ËÏÌØÃÏ R ÆÁËÔÏÒÉÁÌØÎÏ Œ ÔÏÍ É ÔÏÌØËÏ Œ ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÐÒÏÓÔÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ p ∈ R ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÊ ÇÌÁŒÎÙÊ ÉÄÅÁÌ (p) ÐÒÏÓÔ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. œÓÐÏÍÎÉÍ, ËÁË ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÆÁËÔÏÒÉÁÌØÎÏÓÔØ ÌÀÂÏÇÏ ËÏÌØ- ÃÁ ÇÌÁŒÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ. ïÄÎÏÚÎÁÞÎÏÓÔØ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÐÒÏÓÔÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ Œ ËÏÌØ- ÃÅ ÇÌÁŒÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ ŒÙŒÏÄÉÔÓÑ ÉÚ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÎÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÏÇÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ: ÅÓÌÉ ab ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ p É p | ÐÒÏÓÔÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ, ÔÏ ÌÉÂÏ a ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ p, ÌÉÂÏ b ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ p. üÔÏ É ÅÓÔØ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ ÉÄÅÁÌ (p) ÐÒÏÓÔ. ïÓÔÁÔÏË ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÆÁËÔÏÒÉÁÌØÎÏÓÔÉ ÏÞÅŒÉÄÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÐÅÒÅÎÏÓÉÔÓÑ ÎÁ ÓÌÕÞÁÊ ÌÀÂÏÇÏ ËÏÌØÃÁ, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÐÒÏÓÔÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ.

ôÏ, ÞÔÏ Œ ÆÁËÔÏÒÉÁÌØÎÏÍ ËÏÌØÃÅ ÉÄÅÁÌ, ÐÏÒÏÖÄčÎÎÙÊ ÐÒÏÓÔÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ, ÐÒÏÓÔ, ÐÒÏŒÅÒØÔÅ ÓÁÍÉ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2. ðÕÓÔØ R | ÆÁËÔÏÒÉÁÌØÎÏÅ ËÏÌØÃÏ. óÏÄÅÒÖÁÎÉÅÍ d(f) ÍÎÏ-

ÇÏÞÌÅÎÁ f(x) ∈ R[x] ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÊ ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ ŒÓÅÈ ËÏÜÆÆÉÃÉ- ÅÎÔÏŒ ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ. åÓÌÉ d(f) | ÏÂÒÁÔÉÍÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ R, ÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÉÍÉÔÉŒÎÙÍ.

ôÅÏÒÅÍÁ 2 (ìÅÍÍÁ çÁÕÓÓÁ). ðÕÓÔØ R | ÆÁËÔÏÒÉÁÌØÎÏÅ ËÏÌØÃÏ É f, g ∈ R[x].

ôÏÇÄÁ d(fg) = d(f)·d(g)·ε, ÇÄÅ ε | ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÏÂÒÁÔÉÍÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ËÏÌØÃÁ R. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÐÒÉÍÉÔÉŒÎÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ | ÓÎÏŒÁ ÐÒÉÍÉÔÉŒÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ ÏÂÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f(x) = ∑ a_kx^k É g(x) = ∑ b_m x^m ÐÒÉ- ÍÉÔÉŒÎÙ, Á p | ÐÒÏÓÔÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ËÏÌØÃÁ R. îÁÊÄÅÍ ÎÁÉÍÅÎØÛÉÅ ÉÎÄÅËÓÙ i É j , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ a_i É b_j ÎÅ ÄÅÌÑÔÓÑ ÎÁ p. ôÏÇÄÁ, ËÁË ÌÅÇËÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ËÏÜÆÆÉ- ÃÉÅÎÔ ÐÒÉ x^{i+j} Õ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ fg ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ p. ôÁË ËÁË ÜÔÏ ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÐÒÏÓÔÏÇÏ p, ÍÙ ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ fg ÐÒÉÍÉÔÉŒÅÎ.

äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÌÅÍÍÙ çÁÕÓÓÁ Œ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ (ËÏÇÄÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ f É g ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÐÒÉÍÉÔÉŒÎÙ) ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ŒÙÎÅÓÔÉ d(f) É d(g) ÚÁ ÓËÏÂËÉ É ÓŒÅÓÔÉ, ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÚÁÄÁÞÕ Ë ÒÁÚÏÂÒÁÎÎÏÍÕ ŒÙÛÅ ÞÁÓÔÎÏÍÕ ÓÌÕÞÁÀ.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 2.1. ðÕÓÔØ R | ÆÁËÔÏÒÉÁÌØÎÏÅ ËÏÌØÃÏ, F | ÅÇÏ ÐÏÌÅ ÞÁÓÔÎÙÈ.

íÎÏÇÏÞÌÅÎ ÉÚ R[x] ÎÅ ÒÁÓËÌÁÄÙŒÁÅÔÓÑ Œ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÉÚ R[x] ÍÅÎØÛÅÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍ Œ F[x].

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 2.2. ðÕÓÔØ R | ÆÁËÔÏÒÉÁÌØÎÏÅ ËÏÌØÃÏ, F | ÅÇÏ ÐÏÌÅ ÞÁÓÔÎÙÈ,

f, g ∈ R[x], d(g) = 1. íÎÏÇÏÞÌÅÎ f ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ g Œ ËÏÌØÃÅ R[x] ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ f ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ g Œ F[x].

ôÅÏÒÅÍÁ 3 (ðÒÉÚÎÁË üÊÚÅÎÛÔÅÊÎÁ). ðÕÓÔØ f(x) =^∑ ak x^k ∈ R[x] | ÍÎÏÇÏ-

ÞÌÅÎ ÓÔÅÐÅÎÉ n > 0, ÐÒÉÞÅÍ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÐÒÏÓÔÏÇÏ p ∈ R ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ a_n ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ p, ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ a_0, . . . , a_n�_1 ÄÅÌÑÔÓÑ ÎÁ p, ÎÏ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ a_0 ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ p^2 . ôÏÇÄÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f(x) ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍ ÎÁÄ F.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f(x) ÐÒÉŒÏÄÉÍ ÎÁÄ F É, ÓÌÅ- ÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÎÁÄ R. ôÏÇÄÁ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ f(x) = (^k∑ i=0 b_ix^i ) · (^m∑ j=0 c_j x^j )

ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ b_0, . . . , b_k, c_0, . . . , c_m ∈ R, ÐÒÉÞÅÍ k + m = n É k, m > 0. îÁÊ- ÄÅÍ ÎÁÉÍÅÎØÛÉÅ ÉÎÄÅËÓÙ i É j , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ b_i É c_j ÎÅ ÄÅÌÑÔÓÑ ÎÁ p (ÔÁËÉÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ, ÐÏÓËÏÌØËÕ a_n ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ p). éÚ ÔÅÈ ÖÅ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÊ, ÞÔÏ É Œ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ ÌÅÍÍÙ çÁÕÓÓÁ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ i = k É j = m. îÏ ÔÏÇÄÁ ËÏÜÆÆÉ- ÃÉÅÎÔ a_0 = b_0c_0 ÄÏÌÖÅÎ ÄÅÌÉÔØÓÑ ÎÁ p^2 , Œ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÉ Ó ÕÓÌÏŒÉÅÍ.

ðÒÉÍÅÒ 1. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ

f(x) = x^p�^1 + · · · + x + 1 = x^p − 1 x − 1 ∈ Z[x] (p | ÐÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ). äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÜÔÏÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ

f(x + 1) =

(x + 1)^p − 1 x = p∑ k=1 ( p k ) x^k�^1.

îÏ Ë ÜÔÏÍÕ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÕ ÐÒÉÍÅÎÉÍ ËÒÉÔÅÒÉÊ üÊÚÅÎÛÔÅÊÎÁ, ÉÂÏ ÅÇÏ ÓÔÁÒÛÉÊ ËÏ- ÜÆÆÉÃÅÎÔ ÒÁŒÅÎ 1, Á ŒÓÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÄÅÌÑÔÓÑ ÎÁ p, ÐÒÉÞÅÍ ÓŒÏÂÏÄÎÙÊ ÞÌÅÎ ÒÁŒÅÎ p.

ôÅÏÒÅÍÁ 4. ëÏÌØÃÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ R[x] ÎÁÄ ÆÁËÔÏÒÉÁÌØÎÙÍ ËÏÌØÃÏÍ R ÆÁË-

ÔÏÒÉÁÌØÎÏ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. éÚ ÓÌÅÄÓÔŒÉÑ 2.1 ÌÅÇËÏ ŒÙŒÅÓÔÉ, ÞÔÏ ÐÒÏÓÔÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ËÏÌØ- ÃÁ R[x] ÂÙŒÁÀÔ ÄŒÕÈ ÔÉÐÏŒ: ÐÒÏÓÔÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ËÏÌØÃÁ R, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÙÅ ËÁË ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÎÕÌÅŒÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ, É ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ Ó ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÅÍ 1, ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ Œ

F[x]._{åÓÌÉ p | ÐÒÏÓÔÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ËÏÌØÃÁ R, ÔÏ R[x]/pR[x] ≃ (R/pR)[x] | ÏÂÌÁÓÔØ}

ÃÅÌÏÓÔÎÏÓÔÉ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÇÌÁŒÎÙÊ ÉÄÅÁÌ pR[x] ⊂ R[x] ÐÒÏÓÔ.

ðÕÓÔØ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÄŒÕÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ f, g ∈ R[x] ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ h Ó ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÅÍ 1, ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÊ ÎÁÄ F. ðÏÓËÏÌØËÕ ËÏÌØÃÏ F[x] ÆÁËÔÏÒÉÁÌØÎÏ, ÔÏ ÏÄÉÎ ÉÚ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ f É g ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ h Œ F[x]. óÏÇÌÁÓÎÏ ÓÌÅÄÓÔŒÉÀ 2.2 ÏÄÉÎ ÉÚ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ f É g ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ h É Œ R[x]. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÉÄÅÁÌ (h) ⊂ R[x] ÐÒÏÓÔ.

ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÐÒÏÓÔÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ Œ R[x] ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ. íÙ ÕÂÅÄÉÌÉÓØ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÐÒÏÓÔÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ËÏÌØÃÁ R[x] ÐÏÒÏÖÄÁÅÔ ÐÒÏÓÔÏÊ ÉÄÅÁÌ. ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 1 ÏÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ËÏÌØÃÏ R[x] ÆÁËÔÏÒÉÁÌØÎÏ.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 4.1. ëÏÌØÃÏ —[x1, . . ., xn] ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÏÔ n ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÎÁÄ ÐÏ-

ÌÅÍ —ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÆÁËÔÏÒÉÁÌØÎÙÍ.

2. îčÔÅÒÏŒÙ ËÏÌØÃÁ.

ôÅÏÒÅÍÁ 5. óÌÅÄÕÀÝÉÅ ÄŒÁ ÕÓÌÏŒÉÑ ÎÁ ËÏÌØÃÏ R ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÙ:

(á): ìÀÂÏÊ ÉÄÅÁÌ I ⊆ R ÐÏÒÏÖÄčÎ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ. (â): ìÀÂÁÑ ŒÏÚÒÁÓÔÁÀÝÁÑ ÃÅÐÏÞËÁ ÉÄÅÁÌÏŒ I1 ⊆ I2 ⊆ . . . ÓÔÁÂÉÌÉÚÉÒÕÅÔ-

ÓÑ, ÔÏ ÅÓÔØ ÎÁÊÄčÔÓÑ ÔÁËÏÅ n ∈ N, ÞÔÏ I_{k+1} = I_k ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ k ¿ n. äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÎÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ ÓÔÒÏÇÏ ŒÏÚÒÁÓÔÁÀÝÅÊ ÃÅ- ÐÏÞËÉ ÉÄÅÁÌÏŒ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ ŒÓÑËÉÊ ÉÄÅÁÌ Œ ËÏÌØÃÅ R ËÏÎÅÞÎÏÐÏÒÏÖÄčÎ. òÁÓÓÍÏ- ÔÒÉÍ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÕÀ ŒÏÚÒÁÓÔÁÀÝÕÀ ÃÅÐÏÞËÕ ÉÄÅÁÌÏŒ I_1 ⊆ I_2 ⊆ . . . . ðÏÌÏÖÉÍ I = ⋃1_{k=1 Ik . ñÓÎÏ, ÞÔÏ I ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÄÅÁÌÏÍ. ðÕÓÔØ ÏÎ ÐÏÒÏÖÄčÎ ÜÌÅÍÅÎÔÁ-}

ÍÉ a_1, . . . , a_s . ëÁÖÄÙÊ ÉÚ ÜÔÉÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ Œ ËÁËÏÍ-ÔÏ ÉÚ ÉÄÅÁÌÏŒ I_k . ðÏÓËÏÌØËÕ ÜÔÉ ÉÄÅÁÌÙ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ŒÏÚÒÁÓÔÁÀÝÕÀ ÃÅÐÏÞËÕ, ÔÏ ÎÁÊÄčÔÓÑ ÔÁ- ËÏÅ n ∈ N, ÞÔÏ a_1, . . . , a_s ∈ I_n . îÏ ÔÏÇÄÁ I_n ⊇ I , ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ I_n = I É I_{k+1} = I = I_k ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ k ¿ n.

ðÕÓÔØ, ÎÁÏÂÏÒÏÔ, Œ ËÏÌØÃÅ R ÅÓÔØ ÉÄÅÁÌ I , ÎÅ ÑŒÌÑÀÝÉÊÓÑ ËÏÎÅÞÎÏÐÏÒÏ- ÖÄčÎÎÙÍ. œÙÂÅÒÅÍ Œ ÎÅÍ ÜÌÅÍÅÎÔ a_1 . ôÁË ËÁË I ÎÅ ÐÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ, ÔÏ Œ I ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÜÌÅÍÅÎÔ a_2 , ÎÅ ÌÅÖÁÝÉÊ Œ (a_1). ðÒÏ- ÄÏÌÖÁÑ ÜÔÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÐÏ ÉÎÄÕËÃÉÉ, ÎÁÈÏÄÉÍ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ k ÜÌÅÍÅÎÔ a_k , ÎÅ ÌÅÖÁÝÉÊ Œ ÉÄÅÁÌÅ (a_1, . . . , a_k�_1). ðÏÌÏÖÉÍ I_k = (a_1, . . . , a_k). ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÉÄÅÁÌÙ I_k ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÕÀ ÓÔÒÏÇÏ ŒÏÚÒÁÓÔÁÀÝÕÀ ÃÅÐÏÞËÕ ÉÄÅÁÌÏŒ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3. ëÏÌØÃÏ, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÅÅ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÙÍ ÕÓÌÏŒÉÑÍ ÉÚ ÔÅÏÒÅ-

ÍÙ 5, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎčÔÅÒÏŒÙÍ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ R | ÎčÔÅÒÏŒÁ ÏÂÌÁÓÔØ ÃÅÌÏÓÔÎÏÓÔÉ, ÔÏ

ÌÀÂÏÊ ÎÅÏÂÒÁÔÉÍÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ËÏÌØÃÁ R ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÌÏÖÉÔØ Œ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÐÒÏ- ÓÔÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÎčÔÅÒÏŒÁ ÏÂÌÁÓÔØ ÃÅÌÏÓÔÎÏÓÔÉ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÆÁË- ÔÏÒÉÁÌØÎÙÍ ËÏÌØÃÏÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ËÁÖÄÙÊ Åč ÐÒÏÓÔÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÐÏÒÏÖÄÁÅÔ ÐÒÏÓÔÏÊ ÉÄÅÁÌ.

ôÅÏÒÅÍÁ 6. ìÀÂÏÊ ÐÏÄÍÏÄÕÌØ N ËÏÎÅÞÎÏÐÏÒÏÖÄčÎÎÏÇÏ ÍÏÄÕÌÑ M ÎÁÄ ÎčÔÅ-

ÒÏŒÙÍ ËÏÌØÃÏÍ R ËÏÎÅÞÎÏÐÏÒÏÖÄčÎ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. óÌÅÄÕÀÝÉÅ ÄŒÅ ÌÅÍÍÙ, ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÙÅ ÄÌÑ ÍÏÄÕÌÅÊ ÎÁÄ ÌÀ- ÂÙÍ ËÏÌØÃÏÍ, ÄÏËÁÖÉÔÅ ÓÁÍÉ.

ìÅÍÍÁ 6.1. ìÀÂÏÊ ÆÁËÔÏÒÍÏÄÕÌØ ËÏÎÅÞÎÏÐÏÒÏÖÄčÎÎÏÇÏ ÍÏÄÕÌÑ ËÏÎÅÞÎÏÐÏ-

ÒÏÖÄčÎ.

ìÅÍÍÁ 6.2. åÓÌÉ ÐÏÄÍÏÄÕÌØ ËÏÎÅÞÎÏÐÏÒÏÖÄčÎ É ÆÁËÔÏÒ ÐÏ ÎÅÍÕ ËÏÎÅÞÎÏÐÏ-

ÒÏÖÄčÎ, ÔÏ É ŒÅÓØ ÍÏÄÕÌØ ËÏÎÅÞÎÏÐÏÒÏÖÄčÎ.

äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÔÅÏÒÅÍÙ ŒÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÉÎÄÕËÃÉÅÊ ÐÏ ÞÉÓÌÕ ÏÂÒÁÚÕÀ- ÝÉÈ ÍÏÄÕÌÑ M . åÓÌÉ M | ÃÉËÌÉÞÅÓËÉÊ ÍÏÄÕÌØ (ÔÏ ÅÓÔØ ÐÏÒÏÖÄčÎÎÙÊ ÏÄÎÉÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ), ÔÏ ÏÎ ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ ÆÁËÔÏÒÍÏÄÕÌÀ ŒÉÄÁ R/I , ÇÄÅ R ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁ- ÅÔÓÑ ËÁË ÍÏÄÕÌØ ÎÁÄ ÓÏÂÏÊ, Á I ⊆ R | ÐÏÄÍÏÄÕÌØ (ÔÏ ÅÓÔØ ÉÄÅÁÌ). ôÏÇÄÁ N ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ J/I , ÇÄÅ J | ÉÄÅÁÌ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ I . ðÏÓËÏÌØËÕ ËÏÌØÃÏ R ÎčÔÅÒÏŒÏ, ÔÏ J ËÏÎÅÞÎÏÐÏÒÏÖÄčÎ. ðÏ ÌÅÍÍÅ 6.1 É ÆÁËÔÏÒÍÏÄÕÌØ J/I ËÏÎÅÞÎÏÐÏÒÏÖÄčÎ.

ðÕÓÔØ M ÐÏÒÏÖÄčÎ n ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ a_1, . . . , a_n . ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ ~M ÐÏÄ- ÍÏÄÕÌØ ÍÏÄÕÌÑ M , ÐÏÒÏÖÄčÎÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ a_1, . . . , a_m�_1 . ðÏÌÏÖÉÍ ~N = N ∩ ~M . ðÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ ÉÎÄÕËÃÉÉ ÍÏÄÕÌØ ~N ËÏÎÅÞÎÏÐÏÒÏÖÄčÎ. æÁËÔÏÒ- ÍÏÄÕÌØ N/ ~N ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ŒËÌÁÄÙŒÁÅÔÓÑ Œ ÃÉËÌÉÞÅÓËÉÊ ÍÏÄÕÌØ M/ ~M . íÙ ÕÖÅ ÄÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ ŒÓÑËÉÊ ÐÏÄÍÏÄÕÌØ ÃÉËÌÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÏÄÕÌÑ ËÏÎÅÞÎÏÐÏÒÏÖÄčÎ. ðÏ ÌÅÍÍÅ 6.2 ÏÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ É ÍÏÄÕÌØ N ËÏÎÅÞÎÏÐÏÒÏÖÄčÎ.

ôÅÏÒÅÍÁ 7. ëÏÌØÃÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ R[x] ÎÁÄ ÎčÔÅÒÏŒÙÍ ËÏÌØÃÏÍ R ÔÏÖÅ Îč-

ÔÅÒÏŒÏ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ I ⊆ R[x] | ÉÄÅÁÌ. ðÏÌÏÖÉÍ I_k = I ∩ R[x]_k , ÇÄÅ ÞÅÒÅÚ R[x]_k ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÎÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÓÔÅÐÅÎÉ ÎÅ ÂÏÌØÛÅÊ k . ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ J_k ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÓÔÁÒÛÉÈ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÉÚ I_k . ñÓÎÏ, ÞÔÏ J_k ÏÂÒÁÚÕÀÔ ŒÏÚÒÁÓÔÁÀÝÕÀ ÃÅÐÏÞËÕ ÉÄÅÁÌÏŒ ËÏÌØÃÁ R. ôÁË ËÁË R | ÎčÔÅÒÏŒÏ ËÏÌØÃÏ, ÜÔÁ ÃÅÐÏÞËÁ ÓÔÁÂÉÌÉÚÉÒÕÅÔÓÑ, ÔÏ ÅÓÔØ ÎÁÊÄčÔÓÑ ÔÁËÏÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉ- ÓÌÏ n, ÞÔÏ J_k = J_n ÐÒÉ k > n. ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ I = R[x]I_n . ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏ- ÎÙ, I_n | ËÏÎÅÞÎÏÐÏÒÏÖÄčÎÎÙÊ ÍÏÄÕÌØ (ËÁË ÐÏÄÍÏÄÕÌØ ËÏÎÅÞÎÏÐÏÒÏÖÄčÎÎÏÇÏ R-ÍÏÄÕÌÑ R[x]_n ). íÎÏÖÅÓÔŒÏ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ I_n ËÁË R-ÍÏÄÕÌÑ ÐÏÒÏÖÄÁÅÔ I ËÁË ÉÄÅÁÌ Œ R[x].

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 7.1 (ôÅÏÒÅÍÁ çÉÌØÂÅÒÔÁ Ï ÂÁÚÉÓÅ). ëÏÌØÃÏ —[x1, . . ., xn] ÍÎÏÇÏ-

ÞÌÅÎÏŒ ÏÔ n ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ —ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎčÔÅÒÏŒÙÍ.