îÅÚÁŒÉÓÉÍÙÊ íÏÓËÏŒÓËÉÊ õÎÉŒÅÒÓÉÔÅÔ

áÌÇÅÂÒÁ { II

œÔÏÒÏÊ ËÕÒÓ, ÏÓÅÎÎÉÊ ÓÅÍÅÓÔÒ 1999/2000 Ç. ìÅËÃÉÉ 10,11

ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÍÁÔÒÉÞÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ ÍÁÔÒÉÞÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ρ

ÇÒÕÐÐÙ G ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ C [G], ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÅ ÍÁ- ÔÒÉÞÎÙÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ a_{ij} (g) ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ρ(g) (Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÂÁ- ÚÉÓÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ).

ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÍÁÔÒÉÞÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÂÁÚÉÓÁ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÜÔÏÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ.

ðÕÓÔØ ρ_1, . . ., ρ_k | ŒÓÅ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ÇÒÕÐÐÙ G ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÅÊ n_1, . . . , n_k . âÕÄÅÍ ŒÏÓÐÒÉÎÉÍÁÔØ ÉÈ ËÁË ÍÁÔÒÉÞÎÙÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅ- ÎÉÑ, ÔÏ ÅÓÔØ ŒÙÂÅÒÅÍ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ ÂÁÚÉÓ É ÂÕÄÅÍ ÚÁÐÉÓÙŒÁÔØ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ ÍÁÔÒÉÃÁÍÉ Œ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÍ ÂÁÚÉÓÅ. éÚ ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÏÔÙ ÇÒÕÐÐÏŒÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ρ_1 ⊕ · · · ⊕ ρ_k ÚÁÄÁÅÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ C G Ó ÁÌÇÅÂÒÏÊ M_{n1,...,nk} (C ) ÂÌÏÞÎÏ-ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÈ ÍÁÔÒÉÃ ÒÁÚÍÅÒÁ (n_1 + · · · + n_k) × (n_1 + · · · + n_k) Ó ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÍÉ ÂÌÏËÁÍÉ ÒÁÚÍÅÒÏŒ n_1 × n_1, . . . , n_k × n_k (ÁÌÇÅÂÒÁ M_{n1,...,nk} (C ) ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÑÅÔÓÑ Ó ÁÌ- ÇÅÂÒÏÊ M_{n1} (C ) ⊕ · · · ⊕ M_{nk} (C )).

ïÔÏÖÄÅÓÔŒÉÍ ÁÌÇÅÂÒÕ C G Ó ÁÌÇÅÂÒÏÊ M_{n1} (C ) ⊕ · · · ⊕ M_{nk} (C )) ÐÏÓÒÅÄ- ÓÔŒÏÍ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ρ_1 ⊕ · · · ⊕ ρ_k . ðÕÓÔØ ρ | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÇÒÕÐÐÙ G. òÁÚÌÏÖÉÍ ÅÇÏ Œ ÓÕÍÍÕ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ: ρ = ∑ c_rρ_r . ìÅÇËÏ ŒÉ- ÄÅÔØ, ÞÔÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÍÁÔÒÉÞÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ρ | ÁÎÎÕÌÑÔÏÒ Œ (M_{n1} (C ) ⊕ · · · ⊕ M_{nk} (C ))^∗ ÓÕÍÍÙ ÔÅÈ M_{nr} , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ c_r = 0. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÍÁÔÒÉÞÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ρ_r ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ÉÚÏÍÏÒÆ- ÎÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÕ M^∗_{nr} . ðÏÜÔÏÍÕ ÐÒÉ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÅ M_{n1} (C ) ⊕ · · · ⊕ M_{nk} (C ) ≃ (M_{n1} (C ) ⊕ · · · ⊕ M_{nk} (C ))^∗ , ÚÁÄÁŒÁÅÍÏÍ ÆÏÒÍÏÊ (a, b) = tr L(a)L(b), ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ M_{nr} ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÕ ÍÁÔÒÉÞÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ρ_r . îÅ- ÔÒÕÄÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÍÁÔÒÉÞÎÏÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÕ a^{(r)}_{ij} (·) Œ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÉ ρ_r ÏÔŒÅ- ÞÁÅÔ ÍÁÔÒÉÞÎÁÑ ÅÄÉÎÉÃÁ E^{(r)}_{ji} ÓÌÁÇÁÅÍÏÇÏ M_{nr} , ÄÅÌÅÎÎÁÑ ÎÁ n_r . ðÏÓËÏÌØËÕ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, (E^{(r)}_{ji} , E^{(r0)}_j0_i0 ) = n_rδ_{rr}0 δ_{ij}0 δ_{ji}0 , ÔÏ ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÂÉ- ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÙ ( , ) ÎÁ ÍÁÔÒÉÞÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÁÈ:

(a^{(r)}_{ij} , a^{(r0)}_i0_j0 ) = n^{−1}_r δ_{rr}0 δ_{ij}0 δ_{ji}0 .

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ ρ_r ŒÙÂÒÁÎ ÏÒÔÏÎÏÒ- ÍÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÂÁÚÉÓ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÊ ÜÒÍÉÔÏŒÏÊ ÆÏÒÍÙ. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ÍÁÔÒÉÞÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ Œ ÜÔÉÈ ÂÁÚÉÓÁÈ ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ a^{(r)}_{ij} (g^{−1}) = a^{(r)}_{ji} (g).

ðÏÜÔÏÍÕ ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ ÄÌÑ ÍÁÔÒÉÞ- ÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ:

⟨a^{(r)}_{ij} , a^{(r0)}_i0_j0 ⟩ = n^{−1}_r δ_{rr}0 δ_{ii}0 δ_{jj}0 .

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÁÔÒÉÞÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ ÓÏÓÔÁŒÌÑ- ÀÔ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÊ ÂÁÚÉÓ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ C [G] ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ ÇÒÕÐÐÅ G.

ïÔÍÅÔÉÍ, ÎÁËÏÎÅÃ, ÞÔÏ ÜÔÏÔ ÂÁÚÉÓ ÚÁÄÁÅÔ ÑŒÎÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ C [G] Œ ÓÕÍÍÕ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÈ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ËÁË ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÌÅŒÏÇÏ, ÔÁË É ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÒÁŒÏÇÏ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ.

ïÐÅÒÁÃÉÉ ÎÁÄ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑÍÉ. äÌÑ ÐÏÌÕÞÅÎÉÑ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÇÏ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÁ

ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ ÎÕÖÎÏ ÕÍÅÔØ ÓÔÒÏÉÔØ ÎÏŒÙÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ÉÚ ÓÔÁÒÙÈ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2. ðÕÓÔØ G | ÇÒÕÐÐÁ, Á ρ : G −→ GL(V ) É τ : G −→ GL(W )

| ÅÅ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ρ^∗ : G −→ GL(V )^∗ , ρ ⊕ τ : G −→ GL(V ⊕ W ) É ρ ⊗ τ : G −→ GL(V ⊗ W ) ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ: ρ^∗(g) = ( (ρ(g))^∗ )_{−1} , (ρ ⊕ τ )(g) = ρ(g) ⊕ τ (g) É (ρ ⊗ τ )(g) = ρ(g) ⊗ τ (g). ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ρ^∗ , ρ ⊕ τ É ρ ⊗ τ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑÍÉ. ïÎÉ ÎÁ- ÚÙŒÁÀÔÓÑ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÙÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅÍ Ë ρ, ÐÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÏÊ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ ρ É τ É ÔÅÎÚÏÒÎÙÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ ρ É τ , ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ.

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ k -Ñ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÓÔÅÐÅÎØ S^kρ : G −→ GL(S^kV ) É k -Ñ ŒÎÅÛÎÑÑ ÓÔÅÐÅÎØ ~^kρ : G −→ GL(~^kV ) ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ρ.

ðÕÓÔØ φ : G −→ H | ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÇÒÕÐÐ, É ρ | ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÇÒÕÐÐÙ H Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V . ôÏÇÄÁ ρ ∘ φ | ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÇÒÕÐÐÙ G Œ ÔÏÍ ÖÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÅ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÞÁÓÔÎÙÅ ÓÌÕÞÁÉ ÜÔÏÊ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ.

1) ðÕÓÔØ G | ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ ÇÒÕÐÐÙ H É φ | ŒÌÏÖÅÎÉÅ. ôÏÇÄÁ ρ ∘ φ | ÏÇÒÁ- ÎÉÞÅÎÉÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ρ ÎÁ ÐÏÄÇÒÕÐÐÕ ÇÒÕÐÐÙ H .

2) ðÕÓÔØ G = H É φ | ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍ. ôÏÇÄÁ ρ ∘ φ | ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÔÏÊ ÖÅ ÇÒÕÐÐÙ, ÞÔÏ É ρ. çÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÏÎÏ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÐÏÄËÒÕÞÉŒÁÎÉÅÍ ÐÒÅÄÓÔÁ- ŒÌÅÎÉÑ ρ ÎÁ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍ φ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ (ÐÒÁŒÏÅ) ÄÅÊ- ÓÔŒÉÅ ÇÒÕÐÐÙ Aut(G) ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ËÌÁÓÓÏŒ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ ÇÒÕÐÐÙ G.

3) ðÕÓÔØ N C G, H = G/N É φ | ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÁÑ ÐÒÏÅËÃÉÑ. ôÏÇÄÁ ÐÒÅÄÓÔÁ- ŒÌÅÎÉÅ ρ∘φ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÄÎÑÔÉÅÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ρ. ðÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ρ∘φ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÔÅÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ, ÞÔÏ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ N ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ Œ ÅÇÏ ÑÄÒÅ. ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ É ÎÁÏÂÏÒÏÔ, ŒÓÑËÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÇÒÕÐÐÙ G, ÑÄÒÏ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÏÄÅÒÖÉÔ N , ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ ρ∘φ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ρ ÇÒÕÐÐÙ H , ÔÏ ÅÓÔØ ÆÁËÔÏÒÉÚÕÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÆÁËÔÏÒÇÒÕÐÐÙ.

îÁÐÒÉÍÅÒ, ËÏÍÍÕÔÁÎÔ G^′ ÇÒÕÐÐÙ G, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ Œ ÑÄÒÅ ËÁÖÄÏÇÏ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ÜÔÏÊ ÇÒÕÐÐÙ. ðÏÜÔÏÍÕ ËÌÁÓÓÙ ÉÚÏ- ÍÏÒÆÉÚÍÁ ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ ÇÒÕÐÐÙ G ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ ŒÏ ŒÚÁÉÍÎÏ- ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÍ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÉ Ó ËÌÁÓÓÁÍÉ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ÐÒÅÄ- ÓÔÁŒÌÅÎÉÊ ÁÂÅÌÉÁÎÉÚÁÃÉÉ G/G^′ ÇÒÕÐÐÙ G.

òÅÇÕÌÑÒÎÙÅ É ËŒÁÚÉÒÅÇÕÌÑÒÎÙÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3. äÌÑ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ G ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ

—G ŒÓÅÈ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÇÒÕÐÐÙ. îÁ ÂÁÚÉÓÅ ÐÒÏ-

ÓÔÒÁÎÓÔŒÁ —G ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ (ÇÒÕÐÐÏŒÁÑ ÏÐÅÒÁÃÉÑ); ÒÁÓ- ÐÒÏÓÔÒÁÎÑÑ Åč ÐÏ ÄÉÓÔÒÉÂÕÔÉŒÎÏÓÔÉ ÎÁ ŒÓč ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ —G, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÎÁ ÎčÍ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ. üÔÁ ÁÌÇÅÂÒÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÇÒÕÐ- ÐÏŒÏÊ ÁÌÇÅÂÒÏÊ ÇÒÕÐÐÙ G.

ðÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ É ÅÅ ÇÒÕÐÐÏŒÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ | ÜÔÏ, Œ ÎÅËÏ- ÔÏÒÏÍ ÓÍÙÓÌÅ, ÏÄÎÏ É ÔÏ ÖÅ. á ÉÍÅÎÎÏ, ÐÕÓÔØ ρ | ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ G Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V . äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ∑ λ_g g ∈ —G ÐÏÌÏÖÉÍ τ ( ∑ λ_gg) = ∑ λ_g ρ(g). ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÇÒÕÐÐÏŒÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ Œ ÔÏÍ ÖÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V . îÁÏÂÏÒÏÔ, ÅÓÌÉ Õ ÎÁÓ ÅÓÔØ ÐÒÅÄ- ÓÔÁŒÌÅÎÉÅ τ ÇÒÕÐÐÏŒÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ —G Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V , ÔÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ρ ÇÒÕÐÐÙ G ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅÍ τ ÎÁ G ⊂ —G.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4. ìÅŒÙÍ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅÍ ÇÒÕÐÐÙ G ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ

ÅÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ —G, ÇÄÅ ËÁÖÄÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ g ∈ G ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ ÌÅŒÏÇÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ g Œ ÁÌÇÅÂÒÅ —G. ðÒÁŒÙÍ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÍ ÐÒÅÄ- ÓÔÁŒÌÅÎÉÅÍ ÇÒÕÐÐÙ G ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÅÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ —G, ÇÄÅ ËÁÖÄÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ g ∈ G ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ ÐÒÁŒÏÇÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ g^{−1} Œ ÁÌÇÅÂÒÅ —G.

ôÅÏÒÅÍÁ 1. ëÁÖÄÏÅ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ρ : G −→ GL(V ) ÇÒÕÐÐÙ G

ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÆÁËÔÏÒÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÀ ÅÅ ÌÅŒÏÇÏ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÌÅŒÏÅ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÇÒÕÐÐÙ G ÞÅ- ÒÅÚ λ. ðÕÓÔØ v ∈ V | ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ŒÅËÔÏÒ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ

φ : —G −→ V , ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÅÅ ËÁÖÄÙÊ ÂÁÚÉÓÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ g ∈ G ⊂ —G Œ ρ(g)v .

ìÅÇËÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ λ Œ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ρ. ôÁË ËÁË φ ≠ 0, ÔÏ φ(—G) = V , ÔÁË ÞÔÏ ρ ≃ λ—_{G/W} , ÇÄÅ W = ker φ.

œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÌÀÂÏÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÇÒÕÐÐÙ G ŒÈÏÄÉÔ Œ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÌÅŒÏÇÏ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ÜÔÏÊ ÇÒÕÐÐÙ (ÔÏ ÅÓÔØ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÁÑ ÉÚÏÔÉÐÉÞÅÓËÁÑ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁ ÎÅ ÒÁŒÎÁ ÎÕÌÀ).

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 5. ðÕÓÔØ X | ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ ÇÒÕÐÐÁ G ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ

ÓÌÅŒÁ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ —X , ÂÁÚÉÓÏÍ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ X . ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ λ_X ÇÒÕÐÐÙ G Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ —X ÆÏÒÍÕÌÏÊ λ_X (g) ∑ a_xx = ∑ a_xgx. ôÁËÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËŒÁÚÉÒÅÇÕÌÑÒÎÙÍ.

ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ λ_X ÒÁÓÐÁÄÁÅÔÓÑ Œ ÓÕÍÍÕ ÐÏÄÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ, ÏÔŒÅ- ÞÁÀÝÉÈ ÒÁÚÎÙÍ ÏÒÂÉÔÁÍ ÄÅÊÓÔŒÉÑ ÇÒÕÐÐÙ G ÎÁ X .

ôÅÏÒÅÍÁ 2. ðÕÓÔØ X É Y | ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÅ G-ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, ÔÏ ÅÓÔØ ÇÒÕÐÐÁ

G ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁÈ X É Y ÔÒÁÎÚÉÔÉŒÎÏ. œÙÂÅÒÅÍ ÐÏ ÜÌÅÍÅÎÔÕ ÉÚ

ÜÔÉÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ x_0 ∈ X É y_0 ∈ Y É ÐÏÌÏÖÉÍ H = G_{x0} , K = G_{y0} (ÓÔÁÂÉÌÉÚÁ- ÔÏÒÙ ÔÏÞÅË x_0 É y_0 ). ôÏÇÄÁ ÞÉÓÌÏ ÓÐÌÅÔÅÎÉÑ c(λ_X , λ_Y ) ÒÁŒÎÏ ÞÉÓÌÕ ÄŒÏÊÎÙÈ ÓÍÅÖÎÙÈ ËÌÁÓÓÏŒ, ÔÏ ÅÓÔØ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ŒÉÄÁ HgK , ÇÄÅ g ∈ G.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ φ : —X −→ —Y | ÓÐÌÅÔÁÀÝÉÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ É ÐÕÓÔØ φ(x_0) = ∑ y∈Y b_yy . ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ h ∈ H ÍÙ ÉÍÅÅÍ ∑ y∈Y b_yy = φ(x_0) = φ(hx_0) = λ_Y (h)φ(x_0) = ∑ y∈Y b_yhy. ïÔÓÀÄÁ ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ b_y = b_{hy} ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ h ∈ H É y ∈ Y , ÔÏ ÅÓÔØ ÞÔÏ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ b_y ÐÏÓÔÏÑÎÎÙ ÎÁ H -ÏÒÂÉÔÁÈ ŒÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ Y . ðÒÉ ÜÔÏÍ ÎÁÂÏÒÏÍ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ b_y ÏÐÅÒÁÔÏÒ φ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ: φ(gx_0) = ∑ y∈Y b_ygy . ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ f : Y −→ —| ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ÐÏÓÔÏÑÎÎÁÑ ÎÁ H - ÏÒÂÉÔÁÈ. œÙÂÅÒÅÍ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ x ∈ X ÜÌÅÍÅÎÔ g_x ∈ G ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ x = g_xx_0 , É ÐÏÌÏÖÉÍ ψ(x) = ∑ y∈Y f(y)g_xy . éÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ f ÐÏÓÔÏÑÎÎÁ ÎÁ H -

ÏÒÂÉÔÁÈ, ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ËÏÒÒÅËÔÎÏ. ðÒÏÄÏÌÖÉÍ ψ ÐÏ ÌÉÎÅÊÎÏÓÔÉ ÄÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ —X −→ —Y . ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÓÐÌÅÔÁÀÝÉÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ. ðÏÜÔÏÍÕ c(λ_X , λ_Y ) ÒÁŒÎÏ ÞÉÓÌÕ H -ÏÒÂÉÔ Œ Y .

îÏ Y ≃ G/K ËÁË ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Ó ÄÅÊÓÔŒÉÅÍ ÇÒÕÐÐÙ G, Á ÓÍÅÖÎÙÅ ËÌÁÓÓÙ g_1K É g_2K ÌÅÖÁÔ Œ ÏÄÎÏÊ H -ÏÒÂÉÔÅ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ Hg_1K = Hg_2K . ðÏÜÔÏÍÕ c(λ_X , λ_Y ) = #(H\G/K).

óÌÅÄÕÀÝÉÅ ÄŒÁ ÐÒÉÍÅÒÁ ŒÚÑÔÙ ÉÚ ËÎÉÇÉ á. á. ëÉÒÉÌÌÏŒÁ ĂüÌÅÍÅÎÔÙ ÔÅÏÒÉÉ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊĄ.

ðÒÉÍÅÒ 1. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÚÁÄÁÞÕ:

œ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÍ ÉÎÓÔÉÔÕÔÅ ÌÅÖÁÌÁ ÍÏÄÅÌØ ËÕÂÁ. ïÄÉÎ ÉÚ ÓÏÔÒÕÄ- ÎÉËÏŒ ÚÁÎÕÍÅÒÏŒÁÌ ÇÒÁÎÉ ËÕÂÁ ÞÉÓÌÁÍÉ 1, 2, 3, 4, 5, 6. äÒÕÇÏÊ, ÐÒÉÄÑ Œ ÉÎÓÔÉÔÕÔ ÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÄÅÎØ, ÚÁÍÅÎÉÌ ËÁÖÄÏÅ ÞÉÓÌÏ ÎÁ ÓÒÅÄÎÅÅ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÏÅ ÓÏÓÅÄÎÉÈ ÞÉÓÅÌ. ðÅÒŒÙÊ, ÚÁÍÅÔÉŒ ÜÔÏ, ÎÁ ÄÒÕÇÏÊ ÄÅÎØ ÏÔŒÅÔÉÌ ÔÅÍ ÖÅ. ëÁËÉÅ ÞÉÓÌÁ ÏËÁÖÕÔÓÑ ÎÁ ÇÒÁÎÑÈ ËÕÂÁ ÞÅÒÅÚ ÍÅÓÑÃ, ÅÓÌÉ ÉÚŒÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÏÂÁ ÓÏÔÕÄÎÉËÁ ÈÏÄÑÔ Œ ÉÎÓÔÉÔÕÔ ÞÅÒÅÚ ÄÅÎØ?

òÅÛÅÎÉÅ ÜÔÏÊ ÛÕÔÏÞÎÏÊ ÚÁÄÁÞÉ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÏÄÅÌØÀ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÑ ÔÅÏÒÉÉ ÐÒÅÄ- ÓÔÁŒÌÅÎÉÊ Ë ÒÁÚÌÉÞÎÙÍ ÚÁÄÁÞÁÍ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ, ÍÅÈÁÎÉËÉ É ÆÉÚÉËÉ, ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÍ ÔÏÊ ÉÌÉ ÉÎÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÅÊ.

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ V_Ç ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÚÎÁÞÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ ÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÅ ÇÒÁÎÅÊ ËÕÂÁ. üÔÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÉÔØ Ó ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ

C XÇ , ÇÄÅ XÇ | ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÇÒÁÎÅÊ ËÕÂÁ. íÎÏÖÅÓÔŒÏ XÇ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍ

G-ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ, ÇÄÅ G | ÇÒÕÐÐÁ ŒÒÁÝÅÎÉÊ ËÕÂÁ (ÉÚÏÍÏÒÆÎÁÑ S_4 ), ÐÏÜÔÏÍÕ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V_Ç ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ ËŒÁÚÉÒÅÇÕÌÑÒÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ λ_Ç ÇÒÕÐÐÙ G.

ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ ÓÐÌÅÔÅÎÉÑ c(λ_Ç, λ_Ç) ÒÁŒÎÏ ÓÕÍÍÅ ËŒÁÄÒÁÔÏŒ ËÒÁÔÎÏ- ÓÔÅÊ ŒÈÏÖÄÅÎÉÑ Œ λ_Ç ÎÅÉÚÏÍÏÒÆÎÙÈ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ ÇÒÕÐÐÙ G.

ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÞÉÓÌÏ ÓÐÌÅÔÅÎÉÑ c(λ_Ç, λ_Ç) ÒÁŒÎÏ ÞÉÓÌÕ ÏÒÂÉÔ ÓÔÁÂÉÌÉÚÁÔÏÒÁ ŒÙÂÒÁÎÎÏÊ ÇÒÁÎÉ ËÕÂÁ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ X_Ç . ôÁËÉÈ ÏÒÂÉÔ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÔÒÉ: ŒÙÂÒÁÎ- ÎÁÑ ÇÒÁÎØ, ÓÍÅÖÎÙÅ Ó ÎÅÊ ÇÒÁÎÉ É ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÁÑ ÇÒÁÎØ. ïÔÓÀÄÁ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÎÉ Õ ËÁËÏÇÏ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ÇÒÕÐÐÙ G ËÒÁÔÎÏÓÔØ ÅÇÏ ŒÈÏ- ÖÄÅÎÉÑ Œ λ_Ç ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ 1, É ÞÔÏ V_Ç ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÕÍÍÏÊ ÔÒÅÈ ÉÚÏÔÉÐÉÞÅÓËÉÈ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ (ÑŒÌÑÀÝÉÈÓÑ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÍÉ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÍÉ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÍÉ).

ïÄÎÁËÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ V_Ç Œ ÐÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ ÔÒÅÈ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÌÅÇËÏ ÕËÁÚÁÔØ. ðÕÓÔØ V_1 | ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. üÒÍÉÔÏŒÏ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÎÁ V_Ç , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÇÒÁÎÉ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÂÁÚÉÓ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÉÎŒÁ- ÒÉÁÎÔÎÙÍ. ðÏÜÔÏÍÕ V^⊥_1 | ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÆÕÎËÃÉÊ Ó ÎÕÌÅŒÏÊ ÓÕÍÍÏÊ ÚÎÁÞÅÎÉÊ | ÔÏÖÅ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. îÁÚÏŒÅÍ ÆÕÎËÃÉÀ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÇÒÁ- ÎÅÊ ËÕÂÁ ÞÅÔÎÏÊ, ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ÎÁ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÙÈ ÇÒÁÎÑÈ ÏÄÉÎÁËÏŒÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ, É ÎÅÞÅÔÎÏÊ, ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ÎÁ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÙÈ ÇÒÁÎÑÈ ÐÒÏÔÉ- ŒÏÐÏÌÏÖÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V_e , ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ŒÓÅÈ ÞÅÔÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ, É V_o , ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ŒÓÅÈ ÎÅÞÅÔÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ, ÔÏÖÅ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÍÉ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÍÉ. ðÕÓÔØ V_2 = V_e ∩ V^⊥_1 (ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÞÅÔÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ Ó ÎÕÌÅŒÏÊ ÓÕÍÍÏÊ ÚÎÁÞÅÎÉÊ) É V_3 = V_o . ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÜÔÉ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÉÎŒÁ- ÒÉÁÎÔÎÙ É V = V_1 ⊕ V_2 ⊕ V_3 . ðÏÜÔÏÍÕ ÐÏÄÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ λ_Ç Œ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÈ V_1 , V_2 É V_3 ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÉÈ ÞÅÒÅÚ ρ_1 , ρ_2 É ρ_3 ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒ L Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V_Ç , ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÉÊ ÆÕÎËÃÉÀ f(x) Œ (Lf)(x) =^1_4 ∑ f(y), ÇÄÅ ÓÕÍÍÉÒÏŒÁÎÉÅ ŒÅÄÅÔÓÑ ÐÏ ÞÅÔÙÒÅÍ ÇÒÁÎÑÍ y , ÓÏÓÅÄÎÉÍ Ó ÇÒÁÎØÀ x. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒ L ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏÞÅÎ Ó ÄÅÊÓÔŒÉÅÍ ÇÒÕÐÐÙ G. ðÏÜÔÏÍÕ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ L ÎÁ ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ V_i ÓŒÏÄÉÔÓÑ Ë ÕÍÎÏÖÅÎÉÀ ÎÁ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ a_i .

ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ a_1 = 1. œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔÅÌÑ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V_2 ÍÏÖÎÏ ŒÚÑÔØ ÆÕÎËÃÉÀ, ÒÁŒÎÕÀ 1 ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÐÁÒÅ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÙÈ ÇÒÁÎÅÊ, −1 ÎÁ ÄÒÕ- ÇÏÊ É 0 ÎÁ ÔÒÅÔØÅÊ. ïÔÓÀÄÁ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ a_2 = −1/2. îÁËÏÎÅÃ, Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔÅÌÑ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V_3 ÍÏÖÎÏ ŒÚÑÔØ ÆÕÎËÃÉÀ, ÒÁŒÎÕÀ 1 ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÇÒÁÎÉ, −1 ÎÁ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÏÊ ÇÒÁÎÉ É 0 ÎÁ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ. ïÔÓÀÄÁ a_3 = 0.

ðÕÓÔØ f | ÉÓÈÏÄÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ (ÐÒÉÎÉÍÁÀÝÁÑ ÚÎÁÞÅÎÉÑ 1, 2, 3, 4, 5, 6 ÎÁ ÒÁÚ- ÎÙÈ ÇÒÁÎÑÈ). ôÏ, ÞÔÏ ÂÕÄÅÔ ÎÁÐÉÓÁÎÏ ÎÁ ÇÒÁÎÑÈ ËÕÂÁ ÞÅÒÅÚ ÍÅÓÑÃ, ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ L^{30}f = a^{30}_1 π_1(f) + a^{30}_2 π_2(f) + a^{30}_3 π_3(f) = 3, 5 + π_2(f)/2^{30} , ÇÄÅ ÞÅÒÅÚ π_i ÏÂÏ- ÚÎÁÞÅÎ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÐÒÏÅËÃÉÉ ÎÁ V_i . ðÏÓËÏÌØËÕ ÐÒÏÅËÃÉÑ f ÎÁ V_2 ÉÍÅÅÔ ÄÌÉÎÕ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ ‖f − π_1(f)‖ = √ 17, 5, ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÎÁ ËÁÖÄÏÊ ÇÒÁÎÉ ËÕ- ÂÁ ÞÅÒÅÚ ÍÅÓÑÃ ÂÕÄÅÔ ÎÁÐÉÓÁÎÏ ÞÉÓÌÏ, ÏÔÌÉÞÁÀÝÅÅÓÑ ÏÔ 3, 5 ÎÅ ÂÏÌÅÅ, ÞÅÍ ÎÁ √ 17, 5/2^{30} ≈ 0, 000000004.

ðÒÉÍÅÒ 2. òÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÑ ÄÒÕÇÉÅ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÄÌÑ ÇÒÕÐÐÙ ËÕÂÁ,

ÍÏÖÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÐÏÌÎÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ ÅÅ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ. ðÕÓÔØ X_Ç | ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÇÒÁÎÅÊ ËÕÂÁ; X_Œ | ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÅÒÛÉÎ ËÕÂÁ;

X_Ä | ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÂÏÌØÛÉÈ ÄÉÁÇÏÎÁÌÅÊ ËÕÂÁ;

X_Ô | ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÒÁŒÉÌØÎÙÈ ÔÅÔÒÁÜÄÒÏŒ Ó ŒÅÒÛÉÎÁÍÉ Œ ŒÅÒÛÉÎÁÈ ËÕÂÁ;

X_Ã | ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÃÅÎÔÒÏŒ ËÕÂÁ.

ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ ÜÔÉÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁÈ ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ V_Ç , V_Œ , V_Ä , V_Ô , V_Ã . éÈ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÒÁŒÎÙ 6, 8, 4, 2, 1 ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ. þÉÓÌÁ ÓÐÌÅÔÅ- ÎÉÑ ÍÅÖÄÕ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÍÉ ËŒÁÚÉÒÅÇÕÌÑÒÎÙÍÉ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑÍÉ ÌÅÇËÏ ÎÁÊ- ÔÉ (ÔÁË ÖÅ, ËÁË ÍÙ ÎÁÛÌÉ c(λ_Ç, λ_Ç)). ïÎÉ ÓŒÅÄÅÎÙ Œ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÔÁÂÌÉÃÕ: λ_Ç λ_Œ λ_Ä λ_Ô λ_Ã λ_Ç 3 2 1 1 1 λ_Œ 2 4 2 2 1 λ_Ä 1 2 2 1 1 λ_Ô 1 2 1 2 1 λ_Ã 1 1 1 1 1 ðÏÓÍÏÔÒÉÍ, ËÁËÉÅ ŒÙŒÏÄÙ ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ ÉÚ ÜÔÏÊ ÔÁÂÌÉÃÙ. ðÒÅÖÄÅ ŒÓÅ- ÇÏ, ÉÚ ŒÉÄÁ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ λ_Ã | ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅ- ÎÉÅ (ÜÔÏ, ŒÐÒÏÞÅÍ, ÑÓÎÏ ÕÖÅ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ V_Ã ÏÄÎÏÍÅÒÎÏ), λ_Ä É λ_Ô ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÓÕÍÍÁÍÉ ÄŒÕÈ ÎÅÉÚÏÍÏÒÆÎÙÈ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ, λ_Ç | ÔÒÅÈ ÎÅÉÚÏÍÏÒÆÎÙÈ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ, Á ÄÌÑ λ_Œ ÅÓÔØ ÄŒÅ ŒÏÚ- ÍÏÖÎÏÓÔÉ | ÌÉÂÏ ÓÕÍÍÁ ÄŒÕÈ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙÈ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ, ÌÉÂÏ ÓÕÍÍÁ ÞÅÔÙÒÅÈ ÎÅÉÚÏÍÏÒÆÎÙÈ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ. ðÅÒŒÁÑ ÉÚ ÜÔÉÈ ŒÏÚÍÏÖÎÏÓÔÅÊ ÏÔÐÁÄÁÅÔ, ÔÁË ËÁË Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ c(λ_Œ, λ_Ã) ÎÅ ÍÏÇÌÏ ÂÙ ÒÁŒÎÑÔØÓÑ 1. äÁÌÅÅ ÉÚ ÔÁÂÌÉÃÙ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ λ_Ã ŒÈÏÄÉÔ Œ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÍÏÄÕÌÉ Ó ËÒÁÔÎÏÓÔØÀ 1. íÙ ÕÖÅ ŒÉÄÅÌÉ, ÞÔÏ λ_Ç ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÕÍÍÏÊ ÓŒÏÉÈ ÐÏÄÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ ρ_1 ≃ λ_Ã , ρ_2 É ρ_3 . ðÒÏÄÏÌÖÁÑ ÜÔÉ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ, ÌÅÇËÏ ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÉÍÅÀÔ ÍÅÓÔÏ ÉÚÏ- ÍÏÒÆÉÚÍÙ λ_Ç ≃ ρ_1 + ρ_2 + ρ_3, λ_Œ ≃ ρ_1 + ρ_3 + ρ_4 + ρ_5, λ_Ä ≃ ρ_1 + ρ_4, λ_Ô ≃ ρ_1 + ρ_5, λ_Ã ≃ ρ_1, ÇÄÅ ρ_1 , ρ_2 , ρ_3 , ρ_4 , ρ_5 | ÐÏÐÁÒÎÏ ÎÅÉÚÏÍÏÒÆÎÙÅ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ÇÒÕÐÐÙ G ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÅÊ 1, 2, 3, 3 É 1 ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ. òÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÐÒÅÄÓÔÁ- ŒÌÅÎÉÊ ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ ÉÚ ÓÉÓÔÅÍÙ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ dim λ_Ç = dim ρ_1 + dim ρ_2 + dim ρ_3, (1) dim λ_Œ = dim ρ_1 + dim ρ_3 + dim ρ_4 + dim ρ_5, (2) dim λ_Ä = dim ρ_1 + dim ρ_4, (3) dim λ_Ô = dim ρ_1 + dim ρ_5, (4) dim λ_Ã = dim ρ_1. (5) ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ËŒÁÚÉÒÅÇÕÌÑÒÎÏÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ λ_X ÉÍÅÅÔ ÍÅ- ÓÔÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ c(λ_X , λ) = c(λ, λ_X ) = |X| = dim λ_X , ÇÄÅ λ | ÌÅŒÏÅ ÒÅÇÕÌÑÒ- ÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÇÒÕÐÐÙ G. ðÏÓËÏÌØËÕ c( ∑ ρ_i, λ) = ∑ c(ρ_i, λ), ËÏÇÄÁ ρ_i | ÎÅÉÚÏÍÏÒÆÎÙÅ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ, ÔÏ c(ρ_i, λ) ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÔ ÔÏÊ ÖÅ ÓÉÓÔÅÍÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ 1, ÞÔÏ É dim ρ_i . ðÏÜÔÏÍÕ c(ρ_i, λ) = dim ρ_i ÄÌÑ ÌÀÂÏ- ÇÏ i = 1, . . . , 5, ÔÏ ÅÓÔØ ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ÜÔÉÈ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ ŒÈÏ- ÄÉÔ Œ ÌÅŒÏÅ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ Ó ÔÏÊ ÖÅ ËÒÁÔÎÏÓÔØÀ, ËÁËÏŒÁ ÅÇÏ ÒÁÚ- ÍÅÒÎÏÓÔØ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÓÕÍÍÁ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÈ ÉÚÏÔÉÐÉÞÅÓËÉÈ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ

ÌÅŒÏÇÏ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ÉÍÅÅÔ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ^5 ∑ i=1 (dim ρ_i)^2 . ôÁË ËÁË 5∑ i=1 (dim ρ_i)^2 = 24 = |G| = dim λ, ÔÏ Œ λ ÎÅ ŒÈÏÄÉÔ ÂÏÌØÛÅ ÎÉËÁËÏÅ ÎÅÐÒÉ-

ŒÏÄÉÍÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÇÒÕÐÐÙ G. ðÏÜÔÏÍÕ ρ_1, . . . , ρ_5 | ŒÓÅ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ÇÒÕÐÐÙ G (Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ).

éÎÄÕÃÉÒÏŒÁÎÎÙÅ ÍÏÄÕÌÉ É ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 6. ðÕÓÔØ G | ÇÒÕÐÐÁ, H | Åč ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ, V | ÌÅŒÙÊ C H -

ÍÏÄÕÌØ, Á ρ : H −→ EndC V | ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ. çÒÕÐ- ÐÏŒÕÀ ÁÌÇÅÂÒÕ C G ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ËÁË ÌÅŒÙÊ C H -ÍÏÄÕÌØ. ðÏÌÏÖÉÍ W = HomC_H (C G, V ). éÎÁÞÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ W ÍÏÖÎÏ ÏÐÉÓÁÔØ ËÁË ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ ÇÒÕÐÐÅ G ÓÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V , ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÉÈ ÕÓÌÏŒÉÑÍ F (hg) = ρ(h)F (g) ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ g ∈ G É h ∈ H .

œŒÅÄÅÍ Œ W ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÌÅŒÏÇÏ C G-ÍÏÄÕÌÑ, ÐÏÌÏÖÉŒ (gF )(g^′) = F (g^′g). üÔÏÔ

C G-ÍÏÄÕÌØ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÉÎÄÕÃÉÒÏŒÁÎÎÙÍ ÍÏÄÕÌÅÍ É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ Ind^G_H V .

óÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÇÒÕÐÐÙ G ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÉÎÄÕÃÉÒÏŒÁÎ- ÎÙÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅÍ É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ Ind^G_H ρ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ C H -ÍÏÄÕÌÅÊ V É W ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ

G-ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ Ind^G_H (V ⊕ W ) ∼= Ind^G_H V ⊕ Ind^G_H W .

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ H É K | ÐÏÄÇÒÕÐÐÙ ÇÒÕÐÐÙ G, ÐÒÉÞÅÍ

K ⊆ H , ÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ C K -ÍÏÄÕÌÑ V ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ G-ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ Ind^G_K V ∼= Ind^G_H Ind^H_K V .

ðÒÉÍÅÒ 3. ðÕÓÔØ V = C É ρ | ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÇÒÕÐÐÙ H . ôÏ-

ÇÄÁ Ind^G_H V | ÜÔÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ C [G] ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ ÇÒÕÐÐÅ G, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ŒÓÅÈ ÆÕÎËÃÉÊ, ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÈ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÐÒÁŒÏÍ ÓÍÅÖÎÏÍ ËÌÁÓÓÅ ÇÒÕÐÐÙ G ÐÏ ÐÏÄÇÒÕÐÐÅ H . ðÏÜÔÏÍÕ Ind^G_H V ÍÏÖÎÏ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÉÔØ Ó ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÏÍ C [H\G] ŒÓÅÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ H\G ÐÒÁŒÙÈ ÓÍÅÖÎÙÈ ËÌÁÓÓÏŒ G ÐÏ H .

æÁËÔÏÒÍÎÏÖÅÓÔŒÏ H\G ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍ ÐÒÁŒÙÍ G-ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ (ÔÏ ÅÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ Ó ÔÒÁÎÚÉÔÉŒÎÙÍ ÐÒÁŒÙÍ ÄÅÊÓÔŒÉÅÍ ÇÒÕÐÐÙ G), ÐÒÉÞÅÍ ËÁÖÄÏÅ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÅ ÐÒÁŒÏÅ G-ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ H\G ÐÒÉ ÐÏÄÈÏÄÑÝÅÍ ŒÙÂÏÒÅ ÐÏÄÇÒÕÐÐÙ H (Á ÉÍÅÎÎÏ, ÎÕÖÎÏ ŒÚÑÔØ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ H ÓÔÁÂÉÌÉÚÁÔÏÒ ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ÔÏÞËÉ). ðÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÇÒÕÐÐÙ G Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ

ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÍ ÐÒÁŒÏÍ G-ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ H\G ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ËŒÁÚÉÒÅ- ÇÕÌÑÒÎÏÍÕ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÀ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ C X , ÇÄÅ X = G/H . éÚÏÍÏÒÆÉÚÍ

C X ∼−→ C [H\G] ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÔÁË: ÓÍÅÖÎÙÊ ËÌÁÓÓ gH ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ Œ ÆÕÎËÃÉÀ,

ÒÁŒÎÕÀ ÅÄÉÎÉÃÅ ÎÁ Hg^{−1} É ÎÕÌÀ ÎÁ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÐÒÁŒÙÈ ÓÍÅÖÎÙÈ ËÌÁÓÓÁÈ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 3. ðÕÓÔØ X | ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÅ ÐÒÁŒÏÅ G-ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. äÏËÁÚÁÔØ,

ÞÔÏ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÁ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÇÏ ËŒÁÚÉÒÅÇÕÌÑÒÎÏÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ÎÁ ÜÌÅÍÅÎÔÅ g ∈ G ÒÁŒÎÏ ÞÉÓÌÕ ÎÅÐÏÄŒÉÖÎÙÈ (ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ g ) ÔÏÞÅË Œ X .

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ C H -ÍÏÄÕÌÑ V ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ V -ÚÎÁÞÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ X = H\G ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÉÎÄÕÃÉÒÏŒÁÎÎÏÍÕ ÍÏÄÕÌÀ Ind^G_H V (ÈÏÔÑ É ÎÅ ËÁÎÏÎÉ- ÞÅÓËÉ). ðÕÓÔØ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÓÍÅÖÎÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ x ∈ X ŒÙÂÒÁÎ ÅÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔÅÌØ g_x ∈ G. ðÏÓÔÁŒÉÍ Œ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ËÁÖÄÏÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÕ F ∈ Ind^G_H V (ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁ- ÅÍÏÍÕ ËÁË ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁ ÇÒÕÐÐÅ G) ÆÕÎËÃÉÀ f : X −→ V , ÚÁÄÁÎÎÕÀ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ f(x) = F (g_x). ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ÕÓÔÁÎÁŒÌÉŒÁÅÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ Ind^G_H V Ó ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ V -ÚÎÁÞÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ X , ÄÅÊÓÔŒÉÅ ÇÒÕÐÐÙ G ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ (gf)(x) = g_xgg^{−1}_{xg} f(xg). ïÔÓÀÄÁ, Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ dim Ind^G_H V = [G : H] dimV .

äÌÑ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÞÉÓÌÁ ÓÐÌÅÔÅÎÉÑ Ó ÉÎÄÕÃÉÒÏŒÁÎÎÙÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅÍ ÏÞÅÎØ ÐÏÌÅÚÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ.

ôÅÏÒÅÍÁ 3 (äŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÓÔØ æÒÏÂÅÎÉÕÓÁ). ðÕÓÔØ G | ÇÒÕÐÐÁ, H | Åč ÐÏÄ-

ÇÒÕÐÐÁ, U | ÌÅŒÙÊ C G-ÍÏÄÕÌØ, Á V | ÌÅŒÙÊ C H -ÍÏÄÕÌØ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ U , ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÙÊ ËÁË C H -ÍÏÄÕÌØ, ÞÅÒÅÚ Res^H_G U . ôÏÇÄÁ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ËÁÎÏ- ÎÉÞÅÓËÉÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ

HomCG(U, Ind^GH V )^∼= HomCH (Res^HG U, V ).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ ψ ∈ HomC_G(U, Ind^G_H V ). ðÏÓÔÒÏÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ^ψ : Res^H_G U −→ V ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ ^ψ(u) = (ψ(u))(e), ÇÄÅ ÞÅÒÅÚ e ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÁ ÅÄÉÎÉÃÁ ÇÒÕÐÐÙ G (ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ Ind^G_H V ÍÙ ŒÏÓÐÒÉÎÉÍÁÅÍ ËÁË ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ ÇÒÕÐÐÅ G).

ðÕÓÔØ φ ∈ HomC_H (Res^H_G U, V ). ðÏÓÔÒÏÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ »φ : U −→ Ind^G_H V ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ ( »φ(u))(g) = φ(gu).

ðÒÏŒÅÒØÔÅ ÓÁÍÉ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ψ → ^ψ ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ HomC_G(U, Ind^G_H V ) Œ

HomCH (Res^HG U, V ), Á ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ φ → »φ ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ HomCH (Res^HG U, V ) Œ HomCG(U, Ind^GH V ), Á ÔÁËÖÅ ÔÏ, ÞÔÏ ÜÔÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÂÒÁÔ-

ÎÙÍÉ.

ðÒÉÍÅÒ 4. ðÕÓÔØ V = Ind^G_H C , W = Ind^G_K C , ÇÄÅ C ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÔÓÑ ËÁË

ÔÒÉŒÉÁÌØÎÙÊ C H -ÍÏÄÕÌØ (C K -ÍÏÄÕÌØ). ôÏÇÄÁ HomCG(V, W )^∼= HomCK (V, C ) =_{= {f : H\G −→ C | (∀h ∈ K) f(xh) = f(x)} ∼= C [H\G/K],} ÇÄÅ ÞÅÒÅÚ H\G/K ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÄŒÏÊÎÙÈ ÓÍÅÖÎÙÈ ËÌÁÓÓÏŒ, ÔÏ ÅÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ŒÉÄÁ HgK . ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÙ ÓÎÏŒÁ ÐÏÌÕÞÉÌÉ ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ ÞÉÓÌÁ ÓÐÌÅÔÅÎÉÑ ËŒÁÚÉÒÅÇÕÌÑÒÎÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ.

íÎÏÖÅÓÔŒÏ H\G/K ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÑÅÔÓÑ Ó ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ÏÒÂÉÔ ÐÒÁ- ŒÏÇÏ ÄÅÊÓÔŒÉÑ K ÎÁ H\G, Ó ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ÏÒÂÉÔ ÌÅŒÏÇÏ ÄÅÊÓÔŒÉÑ H ÎÁ G/K , É Ó ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ÏÒÂÉÔ ÐÒÁŒÏÇÏ ÄÅÊÓÔŒÉÑ G ÎÁ (H\G) × (G/K), ÚÁÄÁÎÎÏÇÏ ÆÏÒ- ÍÕÌÏÊ (x, y)g = (xg, g^{−1}y). ðÏÓÌÅÄÎÅÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ Œ ÂÉÅËÃÉÉ Ó ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÏÍ ÏÒÂÉÔ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÐÒÁŒÏÇÏ ÄÅÊÓÔŒÉÑ G ÎÁ (H\G) × (K\G) (ÜÔÁ ÂÉÅËÃÉÑ ŒÏÚÎÉËÁÅÔ ÉÚ ÂÉÅËÃÉÉ Kg → g^{−1}K ÍÅÖÄÕ K\G É G/K ).

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÉÓÌÏ ÓÐÌÅÔÅÎÉÑ ÍÅÖÄÕ ËŒÁÚÉÒÅÇÕÌÑÒÎÙÍÉ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ- ÍÉ, ÏÔŒÅÞÁÀÝÉÍÉ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍ ÐÒÁŒÙÍ G-ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÍ X É Y , ÒÁŒÎÏ ÞÉÓÌÕ ÏÒÂÉÔ ÇÒÕÐÐÙ G ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ X × Y (ÉÌÉ ÞÉÓÌÕ ÏÒÂÉÔ ÇÒÕÐÐÙ H ÎÁ ÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÅ Y , ÉÌÉ ÞÉÓÌÕ ÏÒÂÉÔ ÇÒÕÐÐÙ K ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ X , ÇÄÅ H | ÓÔÁÂÉÌÉÚÁÔÏÒ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ X , Á K | ÓÔÁÂÉÌÉÚÁÔÏÒ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ Y ). âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÏÒÂÉÔÁÍ ÏÔŒÅÞÁÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÂÁÚÉÓ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÓÐÌÅÔÁÀÝÉÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ (ÓÍ. ÌÅËÃÉÀ 6). óÅÊÞÁÓ ÍÙ ÏÂÏÂÝÉÍ ÜÔÕ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÀ ÄÌÑ ÓÐÌÅÔÁÀÝÉÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ ÍÅÖÄÕ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÍÉ ÉÎÄÕÃÉÒÏŒÁÎÎÙÍÉ ÐÒÅÄ- ÓÔÁŒÌÅÎÉÑÍÉ.

ðÕÓÔØ H, K | ÐÏÄÇÒÕÐÐÙ ÇÒÕÐÐÙ G, V | ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÌÅŒÙÊ C H -ÍÏÄÕÌØ, Á W | ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÌÅŒÙÊ C K -ÍÏÄÕÌØ. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ HomC(V, W ) ÉÍÅÅÔ ÅÓÔÅ- ÓÔŒÅÎÎÕÀ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÌÅŒÏÇÏ C K -ÍÏÄÕÌÑ É ÐÒÁŒÏÇÏ C H -ÍÏÄÕÌÑ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅ- ÒÅÚ L_{V W} (G) ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÆÕÎËÃÉÊ F : G −→ HomC(V, W ), ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑ- ÀÝÉÈ ÕÓÌÏŒÉÀ F (kgh) = kF (g)h ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ k ∈ K, g ∈ G, h ∈ H .

ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ F ∈ L_{V W} (G) ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÉÚ Ind^G_H V Œ Ind^G_K W :

^F f(g) = 1 |H| ∑ g1∈G F (g_1)f(g^{−1}_1 g),

ÇÄÅ f : G −→ V | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ Ind^G_H V . ñÓÎÏ, ÞÔÏ

^F f ∈ Hom(Ind^G_H V, Ind^G_K W ).

ôÅÏÒÅÍÁ 4. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ F → ^F ÚÁÄÁÅÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ

L_{V W} (G) ∼−→ Hom(Ind^G_H V, Ind^G_K W ).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ F : Ind^G_H V −→ Ind^G_K W ÐÏÌÏÖÉÍ »F(g)v = F(fv)(g), ÇÄÅ v ∈ V , Á f_v ∈ Ind^G_H V ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ ÕÓÌÏŒÉÅÍ

f_v(g) = { gv, ÅÓÌÉ g ∈ H; 0, ÅÓÌÉ g /∈ H. ðÒÏŒÅÒØÔÅ ÓÁÍÉ, ÞÔÏ »F ∈ L_{V W} (G) É ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ F → ^F É F → »F ÑŒÌÑ- ÀÔÓÑ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÂÒÁÔÎÙÍÉ.

ðÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕÐÐÙ. ðÕÓÔØ G = Sn | ÇÒÕÐÐÁ ÐÅ-

ÒÅÓÔÁÎÏŒÏË. îÁÐÏÍÎÀ, ÞÔÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅÍ ÞÉÓÌÁ n ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÅÕÂÙŒÁÀÝÁÑ ËÏ- ÎÅÞÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ λ = (λ_1, . . . , λ_k) ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ λ_1 +· · ·+λ_k = n. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ λ ÞÉÓÌÁ n ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀ- ÝÕÀ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ àÎÇÁ, ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÓÏÓÔÏÑÝÕÀ ÉÚ n ËŒÁÄÒÁÔÏŒ, ÒÁÚÍÅÝÅÎ- ÎÙÈ Œ k ÓÔÒÏË ÄÌÉÎ λ_1, . . ., λ_k ; ÓÔÒÏËÉ ÎÕÍÅÒÕÀÔÓÑ ÓŒÅÒÈÕ ŒÎÉÚ É ŒÙÒÏŒÎÅÎÙ ÐÏ ÌÅŒÏÍÕ ËÒÁÀ. ôÁË, ÒÁÚÂÉÅÎÉÀ (6, 5, 2, 2, 1) ÞÉÓÌÁ 16 ÏÔŒÅÞÁÅÔ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ . äÉÁÇÒÁÍÍÕ àÎÇÁ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÔÏÊ ÖÅ ÂÕËŒÏÊ, ÞÔÏ É ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ.

ôÁÂÌÉÃÅÊ àÎÇÁ ÆÏÒÍÙ λ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ àÎÇÁ λ, ŒÓÅ ËÌÅÔÏÞËÉ ËÏ- ÔÏÒÏÊ ÚÁÐÏÌÎÅÎÙ ÞÉÓÌÁÍÉ ÏÔ 1 ÄÏ n. äÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ àÎÇÁ λ ŒÙÂÅ- ÒÅÍ ÔÁÂÌÉÃÕ àÎÇÁ T_λ ÆÏÒÍÙ λ. ðÕÓÔØ R_λ ⊆ G | ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ, ÓÏÓÔÏÑÝÁÑ ÉÚ ŒÓÅÈ ÔÁËÉÈ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏË σ , ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ i = 1, . . . , n ÞÉÓÌÏ σ(i) ÓÔÏÉÔ Œ ÔÏÊ ÖÅ ÓÔÒÏËÅ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ T_λ , ÞÔÏ É i. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ C_λ ÐÏÄ- ÇÒÕÐÐÕ ÇÒÕÐÐÙ G, ÓÏÓÔÏÑÝÕÀ ÉÚ ŒÓÅÈ ÔÁËÉÈ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏË σ , ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ i = 1, . . ., n ÞÉÓÌÏ σ(i) ÓÔÏÉÔ Œ ÔÏÍ ÖÅ ÓÔÏÌÂÃÅ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ T_λ , ÞÔÏ É i. òÁÓ- ÓÍÏÔÒÉÍ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÙÊ ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÊ C R_λ -ÍÏÄÕÌØ C_1 É ÐÏÌÏÖÉÍ U_λ = Ind^G_{Rλ} C_1 . òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÁËÖÅ ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÊ C C_λ -ÍÏÄÕÌØ C_ε , Œ ËÏÔÏÒÏÍ ËÁÖÄÁÑ ÐÅÒÅÓÔÁ- ÎÏŒËÁ ÉÚ C_λ ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÎÁ ÓŒÏÊ ÚÎÁË, É ÐÏÌÏÖÉÍ W_λ = Ind^G_{Cλ} C_ε .

îÁÚÏŒÅÍ ÔÁÂÌÏÉÄÏÍ ÆÏÒÍÙ λ ËÌÁÓÓ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÔÁÂÌÉÃ ÆÏÒÍÙ λ ÏÔ- ÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏË ÞÉÓÅÌ Œ ÓÔÒÏËÁÈ ÔÁÂÌÉÃÙ (ÄÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÔÁÂÌÏ- ÉÄ | ÜÔÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ {1, . . ., n} ÎÁ k ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ ÉÚ λ_1, λ_2, . . . , λ_k ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ). ôÁÂÌÏÉÄ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÊ ÔÁÂÌÉÃÅ T , ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ T . íÎÏ- ÖÅÓÔŒÏ ÔÁÂÌÏÉÄÏŒ ÆÏÒÍÙ λ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ ÎÁÄ ÇÒÕÐÐÏÊ G. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÅÇÏ ÞÅÒÅÚ X_λ . ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ R_λ | ÓÔÁÂÉÌÉÚÁÔÏÒ ÔÏÞËÉ T_λ ∈ X_λ . ðÏÜÔÏÍÕ U_λ ≃ C X_λ ËÁË C G-ÍÏÄÕÌØ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÍÏÄÕÌØ U_λ ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÔÁÂÌÉÃÙ T_λ . äÁÌÅÅ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÑÔØ ÍÏÄÕÌØ U_λ Ó ÍÏÄÕÌÅÍ C X_λ .

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ Wλ ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ

ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÔÁÂÌÉÃÙ T_λ .

ðÕÓÔØ λ É μ | ÄŒÅ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ. îÁÊÄÅÍ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÅ ÕÓÌÏŒÉÑ ÄÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ- ÂÙ HomC_G(U_λ, W_μ) ≠ 0 (ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÜÔÉ ÕÓÌÏŒÉÑ ÏËÁÖÕÔÓÑ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÙÍÉ).

ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 4 ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ HomC_G(U_λ, W_μ) ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÕ ŒÓÅÈ ÆÕÎËÃÉÊ F : G −→ C , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ŒÅÒÎÏ ÔÏÖÄÅÓÔŒÏ F (ρστ ) = ε(ρ)F (σ) (6) ÐÒÉ ρ ∈ C_μ, σ ∈ G, τ ∈ R_λ . éÚ ÕÓÌÏŒÉÑ (6) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ F ÐÏÓÔÏÑÎÎÁ ÎÁ ÌÅ- ŒÙÈ ÓÍÅÖÎÙÈ ËÌÁÓÓÁÈ ÐÏ ÐÏÄÇÒÕÐÐÅ R_λ , ÔÏ ÅÓÔØ F ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ËÁË

ÆÕÎËÃÉÀ ÎÁ G/R_λ = X_λ , ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÕÀ ÕÓÌÏŒÉÀ F (ρT ) = ε(ρ)T ÄÌÑ ÌÀ- ÂÙÈ T ∈ X_λ, ρ ∈ C_μ . îÏ ÔÁËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÒÁŒÎÁ ÎÕÌÀ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÔÁÂÌÏÉÄÁ T , Õ ËÏÔÏÒÏÇÏ Œ ÏÄÎÏÊ ÓÔÒÏËÅ ÅÓÔØ ÄŒÁ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÏÄÎÏÇÏ ÓÔÏÌÂÃÁ ÔÁÂÌÉÃÙ T_μ .

ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ F ÎÅ ÒÁŒÎÁ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏ ÎÕÌÀ, ÔÏ ÅÓÔØ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÁÂÌÏÉÄ T ÆÏÒÍÙ λ, Õ ËÏÔÏÒÏÇÏ Œ ËÁÖÄÕÀ ÓÔÒÏËÕ ÐÏÐÁÄÁÅÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÐÏ ÏÄÎÏÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÕ ÉÚ ËÁÖÄÏÇÏ ÓÔÏÌÂÃÁ ÔÁÂÌÉÃÙ T_μ .

ôÏÇÄÁ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ŒÙÐÏÌÎÅÎÙ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÓÌÏŒÉÑ:

λ_1 6 μ_1,

λ_1 + λ_2 6 μ_1 + μ_2, . . . . . . . . . œ ÓÏŒÏËÕÐÎÏÓÔÉ ÜÔÉ ÕÓÌÏŒÉÑ ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔÓÑ ÔÁË: λ 6 μ. ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ 6 ÚÁÄÁÅÔ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ n-ËÌÅÔÏÞÎÙÈ ÄÉÁÇÒÁÍÍ àÎÇÁ (ÉÌÉ ÒÁÚÂÉ- ÅÎÉÊ ÞÉÓÌÁ n) ÞÁÓÔÉÞÎÙÊ ÐÏÒÑÄÏË. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÜÔÏÔ ÐÏÒÑÄÏË ÓÌÁÂÅÅ ÌÅËÓÉËÏ- ÇÒÁÆÉÞÅÓËÏÇÏ, ÔÏ ÅÓÔØ ÅÓÌÉ λ 6 μ, ÔÏ λ 6_{lex} μ. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ λ >_{lex} μ, ÔÏ HomCG(Uλ, Wμ) = 0. õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 5. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ λ 6 μ, ÔÏ HomCG(Uλ, Wμ) ≠ 0.

ôÅÏÒÅÍÁ 5. dimHomCG(Uλ, Wλ) = 1.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ëÁË ÍÙ ÕÖÅ ÕÂÅÄÉÌÉÓØ, ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ HomC_G(U_λ, W_λ) ÉÚÏ- ÍÏÒÆÎÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÕ ÔÁËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ F ÎÁ X_λ , ÞÔÏ F (ρT ) = ε(ρ)T ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ T ∈ X_λ, ρ ∈ C_λ . îÅÔÒÕÄÎÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ T | ÔÁËÏÊ ÔÁÂÌÏÉÄ ÉÚ X_λ , ÞÔÏ Œ ÌÀÂÏÊ ÅÇÏ ÓÔÒÏËÅ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÐÏ ÏÄÎÏÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÕ ÉÚ ËÁÖÄÏÇÏ ÓÔÏÌÂ- ÃÁ ÔÁÂÌÉÃÙ T_λ , ÔÏ Œ ËÁÖÄÏÊ ÅÇÏ ÓÔÒÏËÅ ÒÏŒÎÏ ÐÏ ÏÄÎÏÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÕ ÉÚ ËÁÖÄÏÇÏ ÓÔÏÌÂÃÁ ÔÁÂÌÉÃÙ T_λ , ÔÏ ÅÓÔØ T ∈ C_λT_λ . ðÕÓÔØ F_0 | ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁ X_λ , ÚÁÄÁÎÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ

F (T ) = { ε(ρ), ÅÓÌÉ T = ρT_λ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ρ ∈ C_λ; 0, ÅÓÌÉ T ∈ X_λ \ C_λT_λ.

ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ F_0 ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ËÏÒÒÅËÔÎÏ É ÌÀÂÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ F , ÕÄÏŒÌÅÔŒÏ- ÒÑÀÝÁÑ ÎÁÛÉÍ ÕÓÌÏŒÉÑÍ, ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÁ F_0 .

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 5.1. õ C G-ÍÏÄÕÌÅÊ Uλ É Wλ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅ-

ÎÙÅ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙÅ ÐÒÏÓÔÙÅ ÐÏÄÍÏÄÕÌÉ V_λ ⊆ U_λ É ~V_λ ⊆ W_λ . ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ V_λ ≄ V_μ ÐÒÉ λ ≠ μ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ôÏ, ÞÔÏ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙÅ ÐÒÏÓÔÙÅ ÐÏÄÍÏÄÕÌÉ V_λ É ~V_λ ÓÕÝÅÓÔŒÕ- ÀÔ É ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ, ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÓÔÉ HomC_G(U_λ, W_λ). åÓÌÉ V_λ ≃ V_μ , ÔÏ HomC_G(U_λ, W_μ) ≠ 0 É HomC_G(U_μ, W_λ) ≠ 0. îÏ ÔÏÇÄÁ λ 6 μ É

μ 6 λ, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, λ = μ.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 5.2. ìÀÂÏÊ ÐÒÏÓÔÏÊ C G-ÍÏÄÕÌØ ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ ÏÄÎÏÍÕ ÉÚ Vλ .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. œÓÅ V_λ ÐÏÐÁÒÎÏ ÎÅÉÚÏÍÏÒÆÎÙ É ÞÉÓÌÏ ÉÈ ÒÁŒÎÏ ÞÉÓÌÕ ÒÁÚ- ÂÉÅÎÉÊ ÞÉÓÌÁ n. ðÏÓËÏÌØËÕ ËÌÁÓÓÏŒ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÓÔÉ Œ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕÐÐÅ ÓÔÏÌØËÏ ÖÅ (ËÌÁÓÓ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÓÔÉ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÎÁÂÏÒÏÍ ÄÌÉÎ ÃÉËÌÏŒ, ÔÏ ÅÓÔØ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅÍ ÞÉÓÌÁ n), ÔÏ ÎÉËÁËÉÈ ÄÒÕÇÉÈ ÐÒÏÓÔÙÈ C G-ÍÏÄÕÌÅÊ ÎÅ ÂÙŒÁÅÔ.

íÏÖÎÏ ŒÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÑŒÎÙÍ ŒÉÄÏÍ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ ÍÅÖÄÕ U_λ É W_λ , ÞÔÏ- ÂÙ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ V_λ É ~V_λ . îÁÐÒÉÍÅÒ, ÑÓÎÏ, ÞÔÏ V_λ | ÏÂÒÁÚ ÌÀÂÏÇÏ ÎÅÎÕÌÅŒÏÇÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ W_λ −→ U_λ . ëÁÖÄÙÊ ÔÁËÏÊ ÇÏ- ÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÏÔŒÅÞÁÅÔ, ËÁË ÍÙ ÚÎÁÅÍ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 4, ÆÕÎËÃÉÉ F : G −→ C , ÕÄÏ- ŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÅÊ ÕÓÌÏŒÉÀ F (ρστ ) = F (σ)ε(τ ) ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ρ ∈ R_λ, σ ∈ G, τ ∈ C_λ . œÏÚØÍÅÍ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÔÁËÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ F (σ) = F_0(σ^{−1}R_λ , ÇÄÅ ÆÕÎËÃÉÑ F_0 ÏÐÒÅÄÅ- ÌÅÎÁ Œ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ ÔÅÏÒÅÍÙ 5. ðÒÉÍÅÎÑÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ^F Ë ÜÌÅÍÅÎÔÁÍ W_λ , ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ:

õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ 6. äÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÔÁÂÌÉÃÙ T ÆÏÒÍÙ λ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÜÌÅÍÅÎÔ

P (T ) = ∑ σ∈C(T ) ε(σ)σT ∈ C X_λ = U_λ, ÇÄÅ C(T ) | ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ ŒÓÅÈ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏË, ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÉÈ ÓÔÏÌÂÃÙ ÔÁÂÌÉÃÙ T . üÌÅÍÅÎÔÙ P (T ) ÌÉÎÅÊÎÏ ÐÏÒÏÖÄÁÀÔ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ V_λ ⊆ U_λ .

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ P (T ) ÄÌÑ ÔÁËÉÈ ÔÁÂÌÉÃ T , Õ ËÏÔÏÒÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ËÁÖÄÏÇÏ ÓÔÏÌÂÃÁ ŒÏÚÒÁÓÔÁÀÔ ÓŒÅÒÈÕ ŒÎÉÚ. ïËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÏÄÎÁËÏ, ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ÏÇÒÁÎÉÞÉÔØÓÑ P (T ) ÄÌÑ ÔÁËÉÈ ÔÁÂÌÉÃ T , Õ ËÏÔÒÙÈ ÅÝč É ÜÌÅÍÅÎÔÙ ËÁÖÄÏÊ ÓÔÒÏËÉ ŒÏÚÒÁÓÔÁÀÔ ÓÌÅŒÁ ÎÁÐÒÁŒÏ. ôÁËÉÅ ÔÁÂÌÉÃÙ ÎÁÚÙŒÁÀÔ- ÓÑ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÍÉ. üÌÅÍÅÎÔÙ P (T ), ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ T | ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÁÑ ÔÁÂÌÉÃÁ, ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÔ ÂÁÚÉÓ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V_λ . ðÏÐÒÏÂÕÊÔÅ ÄÏËÁÚÁÔØ ÜÔÏ ÓÁÍÉ.

ðÒÉŒÅÄÅÍ ÅÝč ÏÄÎÕ ÑŒÎÕÀ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÀ C G-ÍÏÄÕÌÑ V_λ . òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÅÄÕ- ÀÝÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÇÒÕÐÐÏŒÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ C G:

a_λ = ∑ σ∈R_λ σ; b_λ = ∑ σ∈C_λ ε(σ)σ; c_λ = b_λ · a_λ; ~c_λ = a_λ · b_λ.

ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÉÍÅÀÔ ÍÅÓÔÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÙ C G-ÍÏÄÕÌÅÊ: C Ga_λ ≃ U_λ É

C Gbλ ≃ Wλ . ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ Uλ −→ Wλ , ÏÔŒÅÞÁÀÝÉÊ ÆÕÎËÃÉÉ F0(g)

ÉÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÔÅÏÒÅÍÙ 5, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÇÏÍÏÍÒÆÉÚÍÕ C Ga_λ −→ C Gb_λ , ÐÅ- ÒÅŒÏÄÑÝÅÍÕ xa_λ Œ xa_λb_λ . áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÊ (Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÐÒÏÐÏÒ- ÃÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ) ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ C Gb_λ −→ C Ga_λ (ÏÔŒÅÞÁÀÝÉÊ ÆÕÎËÃÉÉ F_0(g^{−1})) ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ yb_λ → yb_λa_λ . ðÏÜÔÏÍÕ ÐÏÄÍÏÄÕÌÉ ~V_λ ⊆ W_λ É V_λ ⊆ U_λ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ ÏÂÒÁÚÁÍ ÜÔÉÈ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ, ÔÏ ÅÓÔØ ÌÅŒÙÍ ÉÄÅÁÌÁÍ C G~c_λ É

C Gcλ ._{üÌÅÍÅÎÔ cλ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÚÁÔÏÒÏÍ àÎÇÁ. ìÅÇËÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ}

c^2_λ = m_λc_λ , ÇÄÅ m_λ | ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ, ÚÁŒÉÓÑÝÁÑ ÔÏÌØËÏ ÏÔ ÄÉÁÇÒÁÍ- ÍÙ λ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 6. ðÕÓÔØ V | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ C G-ÍÏÄÕÌØ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ËÒÁÔ-

ÎÏÓÔØ ŒÈÏÖÄÅÎÉÑ Œ V ÐÒÏÓÔÏÇÏ ÍÏÄÕÌÑ V_λ ÒÁŒÎÁ dim(c_λV ).