îÅÚÁŒÉÓÉÍÙÊ íÏÓËÏŒÓËÉÊ õÎÉŒÅÒÓÉÔÅÔ

áÌÇÅÂÒÁ { II

œÔÏÒÏÊ ËÕÒÓ, ÏÓÅÎÎÉÊ ÓÅÍÅÓÔÒ 1999/2000 Ç. ìÅËÃÉÑ 4

ëÏÎÅÞÎÙÅ ÐÏÌÑ. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ËÏÌØÃÁ R ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÊ ÇÏÍÏÍÏÒ-

ÆÉÚÍ Z−→ R (n → n ), ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÉÊ 1 Œ ÅÄÉÎÉÃÕ ËÏÌØÃÁ. åÇÏ ÏÂÒÁÚ | ÐÏÄ- ËÏÌØÃÏ ËÏÌØÃÁ R, ÉÚÏÍÏÒÆÎÏÅ ÌÉÂÏ Z, ÌÉÂÏ Z/mZÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ m ∈ Z.

ðÕÓÔØ F | ËÏÎÅÞÎÏÅ ÐÏÌÅ. îÁÐÏÍÎÀ, ÞÔÏ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÏÊ char F ÐÏÌÑ F ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ p, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ p = 0 Œ ÐÏÌÅ F. ðÏÓËÏÌØËÕ ÐÏÌÅ ËÏÎÅÞÎÏ, ÔÏ ÔÁËÏÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ. éÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅ- ÎÉÑ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÊ ÏÂÒÁÚ ZŒ F ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ Z/pZ. þÉÓÌÏ p | ÐÒÏÓÔÏÅ, ÐÏÓËÏÌØËÕ Œ ÐÏÌÅ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÎÕÌÑ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1. ðÕÓÔØ ÐÏÌÅ F ËÏÎÅÞÎÏ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÅÇÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ

—ÚÁÍËÎÕÔÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÌÏÖÅÎÉÑ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ, ÔÏ —ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÄÐÏÌÅÍ ÐÏÌÑ F. ëÁË ÍÙ ŒÉÄÅÌÉ, ÌÀÂÏÅ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÐÏÌÅ F ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅÍ ÐÏÌÑ, ÉÚÏ- ÍÏÒÆÎÏÇÏ F_p ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÐÒÏÓÔÏÇÏ ÞÉÓÌÁ p, ÔÏ ÅÓÔØ F ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÒÁÓÛÉ- ÒÅÎÉÀ F_p . ôÏ ÖÅ ÏÔÎÏÓÉÔÓÑ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ËÏ ŒÓÅÍ ÐÏÌÑÍ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ ÈÁÒÁËÔÅ- ÒÉÓÔÉËÉ: ÌÀÂÏÅ ÐÏÌÅ F ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ p ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÀ ÐÏÌÑ F_p .

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ÐÏÌÅ F ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ 0 ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ

ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÀ ÐÏÌÑ Q.

õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ 1. ðÕÓÔØ F | ËÏÎÅÞÎÏÅ ÐÏÌÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ p. ôÏÇÄÁ ÞÉÓÌÏ

ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÐÏÌÑ F ÒÁŒÎÏ p^k , ÇÄÅ k | ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. üÌÅÍÅÎÔÙ ŒÉÄÁ n ∈ F ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÐÏÄÐÏÌÅ ÐÏÌÑ F, ÉÚÏÍÏÒÆÎÏÅ

Fp = Z/pZÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÐÒÏÓÔÏÇÏ p ∈ N. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÁÄÄÉÔÉŒÎÕÀ ÇÒÕÐÐÕ

ÐÏÌÑ F. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ a ∈ F ÍÙ ÉÍÅÅÍ pa = pa = 0. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ÓÔÒÏÅÎÉÉ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÁÂÅÌÅŒÙÈ ÇÒÕÐÐ, ÁÄÄÉÔÉŒÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ ÐÏÌÑ F ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ Zp ⊕ · · · ⊕ Zp k ÒÁÚ

ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ k . ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ |F| = p^k .

ôÅÏÒÅÍÁ 2. œÓÑËÁÑ ËÏÎÅÞÎÁÑ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ ÌÀÂÏÇÏ

ÐÏÌÑ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÃÉËÌÉÞÅÓËÏÊ. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ ÌÀÂÏ- ÇÏ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÐÏÌÑ | ÃÉËÌÉÞÅÓËÁÑ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ G | ËÏÎÅÞÎÁÑ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÏÊ ÇÒÕÐ- ÐÙ ÐÏÌÑ F, É |G| = n. ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ÓÔÒÏÅÎÉÉ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÁÂÅÌÅŒÙÈ ÇÒÕÐÐ, ÇÒÕÐÐÁ G ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ Z_{n1} ⊕ · · · ⊕ Z_nm , ÇÄÅ n_1 · n_2 · . . . · n_m É n_1 · · · n_m = n. ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ g ∈ G ÍÙ ÉÍÅÅÍ g^{n1} = 1. ïÄÎÁËÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ x^{n1} − 1

ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÉÍÅÔØ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ n_1 ËÏÒÎÅÊ Œ ÐÏÌÅ F, ÐÏÜÔÏÍÕ n_1 = n É ÇÒÕÐÐÁ G ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÃÉËÌÉÞÅÓËÏÊ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1. üÌÅÍÅÎÔ a ÐÏÌÑ F ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÉÍÉÔÉŒÎÙÍ ËÏÒÎÅÍ ÓÔÅ-

ÐÅÎÉ n ÉÚ 1, ÅÓÌÉ a^n = 1 É a^k ≠ 1 ÐÒÉ 0 < k < n.

íÙ ŒÉÄÉÍ, ÞÔÏ ËÁÖÄÙÊ ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÐÏÌÑ F_q ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÒÎÅÍ ÓÔÅÐÅÎÉ q − 1 ÉÚ ÅÄÉÎÉÃÙ, ÐÒÉÞÅÍ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÒÉÍÉÔÉŒÎÙÊ ËÏÒÅÎØ, ÔÏ ÅÓÔØ ÔÁËÏÊ ÜÌÅ- ÍÅÎÔ a ∈ F_q , ÞÔÏ ŒÓÅ ÎÅÎÕÌÅŒÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÐÏÌÑ F_q ÉÍÅÀÔ ŒÉÄ a^k ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ k ∈ {1, . . ., q − 1}. õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 3. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ ÐÒÉÍÉÔÉŒÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ ÉÚ 1 ÓÔÅÐÅÎÉ n Œ

ÐÏÌÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ C ÒÁŒÎÏ φ(n), ÇÄÅ φ(n) | ÆÕÎËÃÉÑ üÊÌÅÒÁ: ËÏÌÉÞÅ- ÓÔŒÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ m ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ m 6 n É (m, n) = 1.

ôÅÏÒÅÍÁ 3. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÐÒÏÓÔÏÇÏ ÞÉÓÌÁ p É ÌÀÂÏÇÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ k

ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÏÌÅ F_q ÉÚ q = p^k ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ. ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ, ÔÁËÏÅ ÐÏÌÅ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. åÓÌÉ k = 1, ÔÏ F_p = Z/pZÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÅÍ ÉÚ q = p ÜÌÅÍÅÎ- ÔÏŒ. ðÕÓÔØ k > 1. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÏÌÅ F ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ x^q − x ÎÁÄ F_p . ôÏÇÄÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ x^q − x ÒÁÓËÌÁÄÙŒÁÅÔÓÑ Œ F[x] ÎÁ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ, ÔÏ ÅÓÔØ x^q − x = (x − a_1) · (x − a_q) ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ a_1, . . . , a_q ∈ F, ÐÒÉÞÅÍ F = F_p [a_1, . . . , a_q].

ìÅÍÍÁ 3.1. œÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ a1, . . ., aq ∈ F ÐÏÐÁÒÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. åÓÌÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ x^q − x ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ (x − b)^2 ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ

b ∈ F, ÔÏ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ x^q − x ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ x − b, ÔÏ ÅÓÔØ b ÑŒÌÑÅÔÓÑ

ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ ËÏÒÎÅÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ x^q − x É (x^q − x)^′ = qx^{q−1} − 1 = −1 (ÐÏ- ÓËÏÌØËÕ q = p · p^{k−1} = 0 Œ ÐÏÌÅ F_p ). ïÄÎÁËÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ −1, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÎÅ ÉÍÅÅÔ ËÏÒÎÅÊ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ x^q − x ÎÅ ÉÍÅÅÔ ËÒÁÔÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ.

ìÅÍÍÁ 3.2. üÌÅÍÅÎÔÙ ∈ F ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÐÏÌÅ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ É ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ËÏÒÎÅÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ x^q − x ÓÎÏŒÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÅÇÏ ËÏÒÎÅÍ (ÓÍ. ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1).

äÌÑ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÜÔÏ ÏÞÅŒÉÄÎÏ: ÅÓÌÉ a^q = a É b^q = b, ÔÏ (ab)^q = a^qb^q = ab. þÔÏÂÙ ÄÏËÁÚÁÔØ ÔÏ ÖÅ ÄÌÑ ÓÕÍÍÙ, ÐÒÏŒÅÒÉÍ ÓÎÁÞÁÌÁ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ (a + b)^p = a^p + b^p , ŒÅÒÎÏÅ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÌÀÂÏÇÏ ÐÏÌÑ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ p.

ðÏ ÆÏÒÍÕÌÅ ÂÉÎÏÍÁ

(a + b)^p = p∑ l=0 ( p l ) a^lb^{p−l}. ðÒÉ 0 < l < p ÂÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÊ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ (_p l ) =^{p!}_{l!(p−l)!} ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ p, ÐÏÜÔÏÍÕ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ p ÏÔ ÆÏÒÍÕÌÙ ÂÉÎÏÍÁ ÏÓÔÁÀÔÓÑ ÌÉÛØ ÄŒÁ ËÒÁÊÎÉÈ ÞÌÅÎÁ: (a + b)^p = a^p + b^p .

ó ÐÏÍÏÝØÀ ÉÎÄÕËÃÉÉ ÐÏ k ÏÔÓÀÄÁ ÌÅÇËÏ ŒÙŒÅÓÔÉ, ÞÔÏ ÐÒÉ q = p^k ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ p ŒÅÒÎÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ (a + b)^q = a^q + b^q . œ ÎÁÛÅÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÅÓÌÉ a^q = a É b^q = b, ÔÏ (a + b)^q = a^q + b^q = a + b.

ôÁË ËÁË F = F_p [a_1, . . . , a_q], ÔÏ ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ F = {a_1, . . ., a_q}. éÔÁË, F_q = F ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÅÍ ÉÚ q ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ. ëÁË ÐÏÌÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ x^q − x, ÏÎÏ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ.

œ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ ÔÅÏÒÅÍÙ 3 ÎÁÍ ÕÖÅ ŒÓÔÒÅÔÉÌÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÙÊ ÆÁËÔ: ÅÓÌÉ ÐÏÌÅ F ÉÍÅÅÔ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÕ p, ÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ a, b ∈ F ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ (a + b)^p = a^p + b^p . ïÔÓÀÄÁ É ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ (ab)^p = a^pb^p , ÌÅÇËÏ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ F : F −→ F, ÚÁÄÁÎÎÏÅ ÆÏÒÍÕÌÏÊ F (a) = a^p , ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ. ñÄÒÏ ÜÔÏÇÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ 1, ÐÏÜÔÏÍÕ ÏÎÏ ÒÁŒÎÏ {0} (ÐÏÓËÏÌØËÕ Œ ÐÏÌÅ F ÌÉÛØ ÄŒÁ ÉÄÅÁÌÁ: F É {0}). ðÏÜÔÏÍÕ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ F ÉÎSSÅËÔÉŒÅÎ. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ ÐÏÌÅ F ËÏÎÅÞÎÏ, ÔÏ F ÏÂÒÁÔÉÍ, ÔÏ ÅÓÔØ F ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ. ïÎ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ æÒÏÂÅÎÉÕÓÁ.

úÁÄÁÞÁ 1. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÇÒÕÐÐÁ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÐÏÌÑ F ÃÉËÌÉÞÅ-

ÓËÁÑ É ÐÏÒÏÖÄÅÎÁ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ æÒÏÂÅÎÉÕÓÁ.

óÅÐÁÒÁÂÅÌØÎÙÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2. îÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f(x) ∈ —[x] ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÅÐÁÒÁ-

ÂÅÌØÎÙÍ, ÅÓÌÉ Õ ÎÅÇÏ ÎÅÔ ËÒÁÔÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ (Œ ÅÇÏ ÐÏÌÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ). üÌÅÍÅÎÔ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÇÏ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ ÐÏÌÑ —ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÅÐÁÒÁÂÅÌØÎÙÍ ÎÁÄ —, ÅÓÌÉ ÅÇÏ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÎÁÄ —ÓÅÐÁÒÁÂÅÌÅÎ. òÁÓÛÉÒÅÎÉÅ F/—ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÅÐÁÒÁÂÅÌØÎÙÍ, ÅÓÌÉ ŒÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÐÏÌÑ F ÓÅÐÁÒÁÂÅÌØÎÙ ÎÁÄ —.

ôÅÏÒÅÍÁ 4. ðÕÓÔØ f(x) ∈ —[x] | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ, ÎÅ ÑŒÌÑÀÝÉÊÓÑ ÓÅÐÁÒÁÂÅÌØÎÙÍ.

ôÏÇÄÁ char —= p ≠ 0 É f(x) = g(x^p) ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ g(x) ∈ —[x].

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. åÓÌÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f(x) ÉÍÅÅÔ ËÒÁÔÎÙÊ ËÏÒÅÎØ, ÔÏ Õ ÎÅÇÏ ÅÓÔØ ÎÅÐÏÓÔÏÑÎÎÙÊ ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ (ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ) Ó ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ f^′(x) (ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ). ðÏÓËÏÌØËÕ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÊ ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ ÍÏÖÎÏ ÉÓËÁÔØ Ó ÐÏÍÏ- ÝØÀ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ åŒËÌÉÄÁ, Á ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅ ÜÔÏÇÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ Ë ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍ ÉÚ —[x] ÄÁÅÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÉÚ —[x], ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ f(x) É f^′(x) ÉÍÅÀÔ ÎÅÐÏ- ÓÔÏÑÎÎÙÊ ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ É ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ —. ôÁË ËÁË ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f(x) ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍ, ÏÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ f^′(x) ÄÏÌÖÅÎ ÄÅÌÉÔØÓÑ ÎÁ f(x). ðÏÓËÏÌØËÕ ÓÔÅÐÅÎØ f^′(x) ÍÅÎØÛÅ ÓÔÅÐÅÎÉ f(x), ÜÔÏ ŒÏÚÍÏÖÎÏ ÌÉÛØ ÐÒÉ f^′(x) = 0. îÁÄ ÐÏÌÅÍ ÈÁÒÁËÔÅ- ÒÉÓÔÉËÉ ÎÕÌØ ÌÀÂÏÊ ÎÅÐÏÓÔÏÑÎÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÉÍÅÅÔ ÎÅÎÕÌÅŒÕÀ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÕÀ, Á ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÓÅÐÁÒÁÂÅÌØÎÙ. ðÏÜÔÏÍÕ char —= p ≠ 0. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f(x) ÍÏÖÅÔ ÉÍÅÔØ ÎÅÎÕÌÅŒÙÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÌÉÛØ ÐÒÉ ÍÏÎÏÍÁÈ ŒÉÄÁ x^{kp} , ÔÏ ÅÓÔØ f(x) = ∑ a_kx^{kp} . îÏ ÔÏÇÄÁ f(x) = g(x^p), ÇÄÅ g(x) = ∑ a_kx^k .

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3. ðÏÌÅ —ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ p > 0 ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÏŒÅÒÛÅÎÎÙÍ, ÅÓ-

ÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ a ∈ —ÎÁÊÄÅÔÓÑ b ∈ —ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ b^p = a. ìÀÂÏÅ ÐÏÌÅ ÎÕÌÅŒÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ ÔÏÖÅ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÏŒÅÒÛÅÎÎÙÍ.

ôÅÏÒÅÍÁ 5. ìÀÂÏÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ ÓÏŒÅÒÛÅÎÎÏÇÏ ÐÏÌÑ ÑŒÌÑÅÔÓÑ

ÓÅÐÁÒÁÂÅÌØÎÙÍ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. äÌÑ ÐÏÌÅÊ ÎÕÌÅŒÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ ÜÔÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÐÒÅÄÙÄÕ- ÝÅÊ ÔÅÏÒÅÍÙ. ðÕÓÔØ char —= p > 0 É f(x) | ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÎÅÓÅ- ÐÁÒÁÂÅÌØÎÏÇÏ ÎÁÄ —ÜÌÅÍÅÎÔÁ. ôÏÇÄÁ f(x) = ∑ a_kx^{kp} . ðÕÓÔØ a_k = b^p_k . ôÏÇÄÁ f(x) = h(x)^p , ÇÄÅ h(x) = ∑ b_kx^k , Œ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÉ Ó ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÓÔØÀ ÍÎÏÇÏ- ÞÌÅÎÁ f(x).

ôÅÏÒÅÍÁ 6. ðÕÓÔØ F/—| ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ, É L | ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÐÒÏÍÅÖÕÔÏÞÎÏÅ

ÐÏÌÅ. ôÏÇÄÁ ÌÀÂÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ a ∈ F, ÓÅÐÁÒÁÂÅÌØÎÙÊ ÎÁÄ —, ÓÅÐÁÒÁÂÅÌÅÎ ÔÁËÖÅ É ÎÁÄ L. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ F/—ÓÅÐÁÒÁÂÅÌØÎÏ, ÔÏ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ

F/L ÔÏÖÅ ÓÅÐÁÒÁÂÅÌØÎÏ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ g(x) ∈ —[x] | ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÜÌÅÍÅÎÔÁ a ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ —, Á f(x) ∈ L[x] | ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÜÌÅÍÅÎÔÁ a ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ

L. ðÏÓËÏÌØËÕ a ÓÅÐÁÒÁÂÅÌÅÎ ÎÁÄ —, ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ g(x) ÎÅ ÉÍÅÅÔ ËÒÁÔÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ.

íÎÏÇÏÞÌÅÎ g(x) ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ f(x) Œ L[x] É, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, f(x) ÔÏÖÅ ÎÅ ÉÍÅÅÔ ËÒÁÔÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4. ðÕÓÔØ F/—É L/—| ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ. œÌÏÖÅÎÉÅÍ

ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ F/—Œ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ L/—ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ F −→ —(ÉÎSSÅË- ÔÉŒÎÙÊ, ÉÂÏ F | ÐÏÌÅ), ÏÓÔÁŒÌÑÀÝÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÐÏÌÑ —ÎÅÐÏÄŒÉÖÎÙÍÉ.

ôÅÏÒÅÍÁ 7. þÉÓÌÏ ŒÌÏÖÅÎÉÊ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ F/—Œ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ L/—

ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ [F : —].

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ F = —(a_1, . . . , a_n). ðÏÌÏÖÉÍ —_i = —(a_1, . . . , a_i) É ÏÂÏ- ÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ f_i(x) ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÜÌÅÍÅÎÔÁ a_i ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ —_{i−1} (ÍÙ ÓÞÉÔÁÅÍ —_0 = —). ñÓÎÏ, ÞÔÏ

[F : —] =^{n∏}_{i=1}[—i : —i−1] =^{n∏}_{i=1} deg fi.

ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÌÀÂÏÅ ŒÌÏÖÅÎÉÅ σ ÐÏÌÑ —_{i−1} Œ L ÍÏÖÎÏ ÐÒÏÄÏÌÖÉÔØ ÄÏ ŒÌÏÖÅÎÉÑ ÐÏÌÑ —_i ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ deg f_i ÓÐÏÓÏÂÁÍÉ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ ŒÌÏÖÅÎÉÑ σ ÃÅÌÉËÏÍ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÏÂÒÁÚÏÍ ÜÌÅÍÅÎÔÁ a_i , ËÏÔÏÒÙÊ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÍÏÖÅÔ ÐÅÒÅÊÔÉ ÌÉÛØ Œ ËÏÒÅÎØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f^σ_i (ÔÏ ÅÓÔØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ, ÐÏÌÕÞÁÀ- ÝÅÇÏÓÑ ÉÚ f_i ÚÁÍÅÎÏÊ ËÁÖÄÏÇÏ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁ ÎÁ ÅÇÏ ÏÂÒÁÚ ÐÒÉ ŒÌÏÖÅÎÉÉ σ ). ðÏÜÔÏÍÕ ÞÉÓÌÏ ŒÌÏÖÅÎÉÊ F/—Œ L/—ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ ∏ deg f_i .

ôÅÏÒÅÍÁ 8. ðÕÓÔØ F = —(a1, . . . , an) | ËÏÎÅÞÎÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ ÐÏÌÑ —É L/—

| ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ a_i

ÎÁÄ —ÒÁÚÌÁÇÁÅÔÓÑ ÎÁ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ. þÉÓÌÏ ŒÌÏÖÅÎÉÊ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÒÁÓ-

ÛÉÒÅÎÉÑ F/—Œ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ L/—ÒÁŒÎÏ [F : —] ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ a_i ÓÅÐÁÒÁÂÅÌÅÎ ÎÁÄ —(a_1, . . . , a_{i−1}) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ i = 1, . . ., n.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÏÌÏÖÉÍ —_i = —(a_1, . . . , a_i) É ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ f_i(x) ÍÉÎÉ- ÍÁÌØÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÜÌÅÍÅÎÔÁ a_i ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ —_{i−1}. äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ŒÌÏÖÅ- ÎÉÅ σ ÐÏÌÑ —_{i−1} Œ L ÍÏÖÎÏ ÐÒÏÄÏÌÖÉÔØ ÄÏ ŒÌÏÖÅÎÉÑ ÐÏÌÑ —_i ÒÏŒÎÏ ÓÔÏÌØËÉÍÉ ÓÐÏÓÏÂÁÍÉ, ÓËÏÌØËÏ Õ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f_i(x) ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ. ïÔÓÀÄÁ ŒÓč ÓÌÅÄÕÅÔ (ÓÍ. ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÔÅÏÒÅÍÙ).

ðÕÓÔØ g_i(x) | ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ a_i ÎÁÄ —. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ h_i(x) ∈ —_{i−1}[x] ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ g_i(x) = f_i(x)h_i(x). ðÏ- ÓËÏÌØËÕ σ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ, ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÙÍ ÎÁ —, ÏÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ g_i(x) = f^σ_i (x)h^σ_i (x). ðÏ ÕÓÌÏŒÉÀ g_i(x) É, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ËÁË f_i(x), ÔÁË É f^σ_i (x), ÒÁÓËÌÁÄÙŒÁÀÔÓÑ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ L Œ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ. ïÞÅŒÉÄ- ÎÏ, ÞÔÏ Õ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f^σ_i (x) ÓÔÏÌØËÏ ÖÅ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ, ÓËÏÌØËÏ Õ f_i(x). ïÓÔÁÅÔÓÑ ŒÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÔÅÍ, ÞÔÏ a_i ÍÏÖÅÔ ÐÅÒÅÈÏÄÉÔØ Œ ÌÀÂÏÊ ÉÚ ËÏÒÎÅÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f^σ_i (x) (ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÉ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ), É ÞÔÏ ŒÙÂÏÒÏÍ ËÏÒÎÑ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ ŒÌÏÖÅÎÉÑ σ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 8.1. ðÕÓÔØ F = —(a1, . . . , an) | ËÏÎÅÞÎÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ ÐÏÌÑ —, ÐÒÉ-

ÞÅÍ a_i ÓÅÐÁÒÁÂÅÌÅÎ ÎÁÄ —(a_1, . . . , a_{i−1}) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ i = 1, . . . , n. ôÏÇÄÁ ÒÁÓÛÉ- ÒÅÎÉÅ F/—ÓÅÐÁÒÁÂÅÌØÎÏ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ L | ÐÏÌÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ a_1, . . . , a_n . óÏÇÌÁÓÎÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 8 ÞÉÓÌÏ ŒÌÏÖÅÎÉÊ F/—Œ

L/—ÒÁŒÎÏ [F : —]. ðÕÓÔØ a ∈ F. ôÏÇÄÁ F = —(a, a1, . . . , an). ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 8 ÏÔÓÀÄÁ

ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ a ÓÅÐÁÒÁÂÅÌÅÎ ÎÁÄ —.

ôÅÏÒÅÍÁ 9 (ï ÐÒÉÍÉÔÉŒÎÏÍ ÜÌÅÍÅÎÔÅ). ìÀÂÏÅ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÓÅÐÁÒÁÂÅÌØÎÏÅ ÒÁÓ-

ÛÉÒÅÎÉÅ F/—ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ, ÐÏÒÏÖÄÁÀÝÉÍ F ÎÁÄ —(ÐÒÉÍÉÔÉŒÎÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. åÓÌÉ ÐÏÌÅ —ËÏÎÅÞÎÏ, ÔÏ É ÐÏÌÅ F ËÏÎÅÞÎÏ, ÎÏ ÔÏÇÄÁ ÍÕÌØ- ÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ ÐÏÌÑ F ÃÉËÌÉÞÅÓËÁÑ É Åč ÏÂÒÁÚÕÀÝÁÑ ÐÏÒÏÖÄÁÅÔ F ÎÁÄ

—. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÐÏÌÅ —ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ.

ó ÐÏÍÏÝØÀ ÉÎÄÕËÃÉÉ ÐÏ ÞÉÓÌÕ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ ÐÏÌÑ F ÎÁÄ —ŒÓč ÓŒÏÄÉÔÓÑ Ë ÓÌÕÞÁÀ, ËÏÇÄÁ F = —(a, b). ðÕÓÔØ σ_1, . . . , σ_n | ŒÓÅ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ŒÌÏÖÅÎÉÑ ÐÏÌÑ F

Œ —ÎÁÄ —. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f(x) = ∏ i<j (σ_i(a) + σ_i(b)x − σ_j(a) − σ_j(b)x) ∈ —[x]. ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ c ∈ —, ÄÌÑ ËÏ- ÔÏÒÏÇÏ f(c) ≠ 0. îÏ ÔÏÇÄÁ ŒÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ σ_i(a + bc) ÒÁÚÌÉÞÎÙ, ÔÏ ÅÓÔØ ÐÏÌÅ

—(a + bc) ÉÍÅÅÔ ÐÏ ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ n ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ŒÌÏÖÅÎÉÊ Œ^—ÎÁÄ —, ÔÁË ÞÔÏ [—(a + bc) : —] ¿ n (ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 7). îÏ n = [F : —] (ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 8), ÐÏÜÔÏÍÕ F = —(a + bc).

îÏÒÍÁ É ÓÌÅÄ. ðÕÓÔØ F/—| ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ

F ËÁË ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÄ —. ëÁÖÄÏÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÕ a ∈ F ÏÔŒÅÞÁÅÔ ÌÉÎÅÊ-

ÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ L(a) Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ F, ÓÏÓÔÏÑÝÉÊ Œ ÕÍÎÏÖÅÎÉÉ ÎÁ a. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÒÉ a ≠ 0 ÏÐÅÒÁÔÏÒ L(a) ÏÂÒÁÔÉÍ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 5. îÏÒÍÏÊ N (a) ÜÌÅÍÅÎÔÁ a ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ F/—ÎÁÚÙ-

ŒÁÅÔÓÑ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ L(a), Á ÅÇÏ ÓÌÅÄÏÍ tr(a) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÌÅÄ ÜÔÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ. èÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ÜÌÅÍÅÎÔÁ a ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÈÁÒÁË- ÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ L(a).

ôÅÏÒÅÍÁ 10. ðÕÓÔØ F/—| ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ, n = [F : —],

a ∈ F, f(x) | ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÜÌÅÍÅÎÔÁ a ÎÁÄ —É d = deg f(x).

ôÏÇÄÁ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÜÌÅÍÅÎÔÁ a ÒÁŒÅÎ f(x)^{n/d} .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ L(a) | ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ, ÞÔÏ É ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÜÌÅÍÅÎÔÁ a. äÌÑ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ —(a)/— ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÍ. ðÕÓÔØ (b_1, . . ., b_m) | ÂÁÚÉÓ F ËÁË ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÎÁÄ —(a) (ÑÓÎÏ, ÞÔÏ m = n/d). ôÏÇÄÁ ÜÌÅÍÅÎÔÙ a^kb_l , ÇÄÅ 0 6 k < d É 1 6 l 6 m, ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÔ ÂÁÚÉÓ F

ÎÁÄ —. œ ÜÔÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÍÁÔÒÉÃÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ L(a) ÉÍÅÅÔ ÂÌÏÞÎÏ-ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÊ ŒÉÄ

Ó ÏÄÉÎÁËÏŒÙÍÉ ÃÉËÌÉÞÅÓËÉÍÉ ÂÌÏËÁÍÉ ÐÏ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ. ðÏÜÔÏÍÕ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉ- ÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÜÌÅÍÅÎÔÁ a ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÔÅÐÅÎØÀ ÅÇÏ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅ- ÎÁ. óÌÅÄÓÔŒÉÅ 10.1. ðÕÓÔØ F/—| ËÏÎÅÞÎÏÅ ÓÅÐÁÒÁÂÅÌØÎÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ, Á L/—|

ÔÁËÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ, ÎÁÄ ËÏÔÏÒÙÍ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÌÀÂÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÉÚ

F ÒÁÚÌÁÇÁÅÔÓÑ ÎÁ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ ˘ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ

ŒÌÏÖÅÎÉÊ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ F/—Œ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ L/—. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ

a ∈ F ÅÇÏ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÒÁŒÅÎ

f_a(x) = ∏ φ∈Φ (x − φ(a)). œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, N (a) = ∏ φ(a) É tr(a) = ∑ φ(a). äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. äÏËÁÖÉÔÅ ÓÁÍÉ.

ôÅÏÒÅÍÁ 11. ðÕÓÔØ F/—| ËÏÎÅÞÎÏÅ ÓÅÐÁÒÁÂÅÌØÎÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ ÓÔÅÐÅÎÉ n,

L/—| ÔÁËÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ, ÎÁÄ ËÏÔÏÒÙÍ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÌÀÂÏÇÏ ÜÌÅ-

ÍÅÎÔÁ ÉÚ F ÒÁÚÌÁÇÁÅÔÓÑ ÎÁ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ, φ_1, . . . , φ_n | ŒÓÅ ŒÌÏÖÅ- ÎÉÑ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ F/—Œ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ L/—. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ —-ÁÌÇÅÂÒ

ψ : F −→ L^n, ÚÁÄÁÎÎÙÊ ÆÏÒÍÕÌÏÊ ψ(a) = (φ1(a), . . . , φn(a)) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ a ∈ F.

üÔÏÔ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÍÏÖÎÏ ÐÒÏÄÏÌÖÉÔØ ÄÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ L-ÁÌÇÅÂÒ L ⊗—F −→

L^n.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ A ÌÉÎÅÊÎÕÀ ÏÂÏÌÏÞËÕ ÎÁÄ L ÏÂÒÁÚÁ ÇÏÍÏ- ÍÏÒÆÉÚÍÁ ψ . ñÓÎÏ, ÞÔÏ A ÑŒÌÑÅÔÓÑ L-ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ L^n .

ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ L^n ËÁË A-ÍÏÄÕÌØ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÕÍÍÏÊ ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÈ ÐÏÄÍÏÄÕÌÅÊ ⟨e_i⟩, ÇÄÅ (e_1, . . . , e_n) | ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÊ ÂÁÚÉÓ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ L^n , ÐÏÜÔÏÍÕ L^n | ÐÏ- ÌÕÐÒÏÓÔÏÊ A-ÍÏÄÕÌØ É, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, A | ÔÏÖÅ ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÏÊ A-ÍÏÄÕÌØ (ËÁË ÐÏÄÍÏÄÕÌØ ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÏÇÏ ÍÏÄÕÌÑ). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, A | ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ

ÎÁÄ L. ðÒÏÓÔÙÅ A-ÍÏÄÕÌÉ ⟨ei⟩ ÐÏÐÁÒÎÏ ÎÅÉÚÏÍÏÒÆÎÙ, ÐÏÓËÏÌØËÕ φ1, . . . , φn |

ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ŒÌÏÖÅÎÉÑ ÐÏÌÑ F Œ ÐÏÌÅ L. þÉÓÌÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÐÒÏÓÔÙÈ ÍÏÄÕÌÅÊ ÎÁÄ ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÏÊ ÁÌÇÅÂÒÏÊ ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ ÅÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ, ÐÏÜÔÏÍÕ A = L^n.

çÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ψ ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ Ó F ÎÁ L⊗—F ÐÏ L-ÌÉÎÅÊÎÏÓÔÉ. éÚ ÓÏŒÐÁÄÅÎÉÑ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÅÊ L ⊗—F É A ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ψ : L ⊗—F −→ L^n | ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ.

œÙŒÅÄÅÍ ÉÚ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÊ ÎÁÍÉ ÔÅÏÒÅÍÙ ÓÌÅÄÓÔŒÉÅ 10.1.

ðÕÓÔØ (a_1, . . . , a_n) | ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ÂÁÚÉÓ F ÎÁÄ —. ðÏÌÏÖÉÍ f_i = ψ(a_i). œÅËÔÏÒÙ f_i ÐÏÒÏÖÄÁÀÔ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ —ÏÂÒÁÚ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ψ É, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÏÎÉ ÐÏÒÏÖÄÁÀÔ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ L ÁÌÇÅÂÒÕ A. ðÏÓËÏÌØËÕ A = L^n, ÏÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÜÔÉ ŒÅËÔÏÒÙ ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÔ ÂÁÚÉÓ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ L^n . äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ

a ∈ F ÍÁÔÒÉÃÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ L(a) Œ ÂÁÚÉÓÅ (ai) ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÍÁÔÒÉÃÅÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ

L(ψ(a)) Œ ÂÁÚÉÓÅ (f_i). ïÄÎÁËÏ Œ ÂÁÚÉÓÅ (e_i) ÏÐÅÒÁÔÏÒ L(ψ(a)) ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÅÊ Ó ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ φ_1(a), . . . , φ_n(a) ÐÏ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ. ïÔÓÀÄÁ ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÓÌÅÄÓÔŒÉÑ 10.1.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 11.1. ðÕÓÔØ F/—| ËÏÎÅÞÎÏÅ ÓÅÐÁÒÁÂÅÌØÎÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ. ôÏÇÄÁ

—-ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ tr : F −→ —ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ. óÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, —-ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ

ÆÏÒÍÁ ÎÁ F, ÚÁÄÁÎÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ (a, b) = tr(ab) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÏÊ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. L-ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ξ : L^n −→ L, ÚÁÄÁÎÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ ξ(c_1, . . . , c_n) = c_1 + · · · + c_n , ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ. ðÏÓËÏÌØËÕ ψ : L ⊗—F −→ L^n | ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ, ÔÏ É L-ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ξ ∘ ψ : L ⊗—F −→ L ÎÅÎÕÌÅŒÁÑ, ÚÎÁÞÉÔ É Åč ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÎÁ F | ÎÅÎÕÌÅŒÁÑ —-ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ. á ÜÔÏ É ÅÓÔØ ÓÌÅÄ.

õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ Ï ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÅ ÓÒÁÚÕ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÎÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÏÓÔÉ ÓÌÅÄÁ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÐÕÓÔØ c ∈ F | ÔÁËÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ, ÞÔÏ tr(c) ≠ 0. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÅÎÕÌÅŒÏÇÏ a ∈ F ÐÏÌÏÖÉÍ b = ca^{−1} . ôÏÇÄÁ (a, b) = tr(c) ≠ 0.

ãÅÌÙÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ ËÏÌÅÃ. îÁÐÏÍÎÀ, ÞÔÏ ÐÏÄ ËÏÌØÃÏÍ ÐÏÎÉÍÁÅÔÓÑ ËÏÍÍÕ-

ÔÁÔÉŒÎÏÅ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏÅ ËÏÌØÃÏ Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 6. ëÏÌØÃÏ A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅÍ ËÏÌØÃÁ R, ÅÓÌÉ R ⊆ A

É ÅÄÉÎÉÃÁ ËÏÌØÃÁ R ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÔÁËÖÅ ÅÄÉÎÉÃÅÊ ËÏÌØÃÁ A. ðÒÉ ÜÔÏÍ ËÏÌØÃÏ A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅÍ ËÏÌØÃÁ R, ÅÓÌÉ A ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÏÐÏÒÏ- ÖÄčÎÎÙÍ R-ÍÏÄÕÌÅÍ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 7. ðÕÓÔØ ËÏÌØÃÏ A ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅÍ ËÏÌØÃÁ R. üÌÅÍÅÎÔ

a ∈ A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÃÅÌÙÍ ÎÁÄ R, ÅÓÌÉ f(a) = 0 ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f(x) ∈ R[x] ÓÏ ÓÔÁÒÛÉÍ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏÍ ÅÄÉÎÉÃÁ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÜÌÅÍÅÎÔ a ∈ A ÃÅÌ ÎÁÄ R, ÔÏ ÐÏÄËÏÌØÃÏ

R[a] ⊆ A ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅÍ ËÏÌØÃÁ R.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 8. ðÕÓÔØ R | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ËÏÌØÃÏ. R-ÍÏÄÕÌØ V ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ

ÔÏÞÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÅÎÕÌÅŒÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ r ∈ R ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÁËÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ v ∈ V , ÞÔÏ rv ≠ 0.

ôÅÏÒÅÍÁ 12. ðÕÓÔØ A | ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ ËÏÌØÃÁ R, É a ∈ A. åÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ

ÔÏÞÎÙÊ R[a]-ÍÏÄÕÌØ V , ËÏÎÅÞÎÏÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ ËÁË R-ÍÏÄÕÌØ, ÔÏ ÜÌÅÍÅÎÔ a ÃÅÌ ÎÁÄ R.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ v_1, . . . , v_n ÐÏÒÏÖÄÁÀÔ V ËÁË R-ÍÏÄÕÌØ. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÍÁÔÒÉÃÕ C = (c_{ij} ) ÉÚ ÕÓÌÏŒÉÊ av_j = ∑ c_{ij}v_i ÄÌÑ ŒÓÅÈ j = 1, . . . , n. (üÔÉÍÉ ÕÓÌÏŒÉÑÍÉ ÍÁÔÒÉÃÁ C ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ, ŒÏÏÂÝÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÎÅÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ.)

äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f(x) ∈ R[x] ÜÌÅÍÅÎÔ f(a) ∈ R[a] ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÎÁ ÏÂÒÁ- ÚÕÀÝÉÅ ÍÏÄÕÌÑ V ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ f(a)v_j = ∑ d_{ij}v_i , ÇÄÅ D = (d_{ij}) = f(C). ðÕÓÔØ f(x) = det(xE − C) | ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÍÁÔÒÉÃÙ C . ðÏ ÔÅÏÒÅ- ÍÅ çÁÍÉÌØÔÏÎÁ{ëÜÌÉ f(C) = 0. ðÏÜÔÏÍÕ f(a) ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÎÕÌÅŒÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÎÁ ËÁÖÄÕÀ ÏÂÒÁÚÕÀÝÕÀ ÍÏÄÕÌÑ V É, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÎÁ ÌÀÂÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÜÔÏÇÏ ÍÏ- ÄÕÌÑ. ðÏÓËÏÌØËÕ R[a]-ÍÏÄÕÌØ V ÔÏÞÅÎ, ÏÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ f(a) = 0. óÔÁÒÛÉÊ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f(x) ÒÁŒÅÎ 1. ðÏÜÔÏÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔ a ÃÅÌ ÎÁÄ R.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 12.1. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ A ËÏÌØÃÁ R ÜÌÅÍÅÎÔÙ A, ÃÅÌÙÅ

ÎÁÄ R, ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÐÏÄËÏÌØÃÏ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ a, b ∈ A | ÜÌÅÍÅÎÔÙ, ÃÅÌÙÅ ÎÁÄ R, É c ∈ R[a, b]. äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ c ÃÅÌ ÎÁÄ R.

óÏÇÌÁÓÎÏ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÀ 4, ËÏÌØÃÏ R[a] ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÏÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÍ R- ÍÏÄÕÌÅÍ, Á ËÏÌØÃÏ R[a, b] | ËÏÎÅÞÎÏÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÍ R[a]-ÍÏÄÕÌÅÍ (ÐÏÓËÏÌØËÕ ÜÌÅÍÅÎÔ b, ÃÅÌÙÊ ÎÁÄ R, ÑŒÌÑÅÔÓÑ, ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÃÅÌÙÍ É ÎÁÄ R[a]). ðÕÓÔØ a_1, . . ., a_k | ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÅ R[a] ËÁË R-ÍÏÄÕÌÑ, Á b_1, . . . , b_m | ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÅ R[a, b] ËÁË R[a]-ÍÏÄÕÌÑ. ôÏÇÄÁ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ŒÉÄÁ a_ib_j ÐÏÒÏÖÄÁÀÔ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, R[a, b] ËÁË R-ÍÏÄÕÌØ. ñÓÎÏ, ÞÔÏ R[a, b] ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÔÏÞÎÙÍ R[c]-ÍÏÄÕÌÅÍ (ÎÁÐÏÍÎÀ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÙÅ ËÏÌØÃÁ | Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ). ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 12, ÏÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ c ÃÅÌ ÎÁÄ R.

œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ a, b | ÃÅÌÙÅ ÎÁÄ R ÜÌÅÍÅÎÔÙ ËÏÌØÃÁ A, ÔÏ −a, a + b É ab | ÔÏÖÅ ÃÅÌÙÅ ÎÁÄ R. ðÏÜÔÏÍÕ ÃÅÌÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÐÏÄËÏÌØÃÏ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 9. ðÕÓÔØ A | ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ ËÏÌØÃÁ R. ðÏÄËÏÌØÃÏ C ËÏÌØÃÁ A,

ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ŒÓÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ a ∈ A, ÃÅÌÙÈ ÎÁÄ R, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÃÅÌÙÍ ÚÁÍÙËÁÎÉ- ÅÍ R Œ A. åÓÌÉ C = R, ÔÏ R ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÃÅÌÏÚÁÍËÎÕÔÙÍ Œ A. åÓÌÉ C = A, ÔÏ A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÃÅÌÙÍ ÎÁÄ R. ïÂÌÁÓÔØ ÃÅÌÏÓÔÎÏÓÔÉ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÃÅÌÏÚÁÍËÎÕÔÏÊ (ÂÅÚ ÕËÁÚÁÎÉÑ, Œ ËÁËÏÍ ËÏÌØÃÅ), ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÃÅÌÏÚÁÍËÎÕÔÁ Œ ÓŒÏÅÍ ÐÏÌÅ ÞÁÓÔÎÙÈ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 5. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ R | ÆÁËÔÏÒÉÁÌØÎÏÅ ËÏÌØÃÏ, ÔÏ ÏÎÏ ÃÅ-

ÌÏÚÁÍËÎÕÔÏ.