îÅÚÁŒÉÓÉÍÙÊ íÏÓËÏŒÓËÉÊ õÎÉŒÅÒÓÉÔÅÔ

áÌÇÅÂÒÁ { II

œÔÏÒÏÊ ËÕÒÓ, ÏÓÅÎÎÉÊ ÓÅÍÅÓÔÒ 1999/2000 Ç. ìÅËÃÉÑ 5 ðÒÅÖÄÅ ŒÓÅÇÏ | ÄÒÕÇÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ 11 ÉÚ ÐÒÏÛÌÏÊ ÌÅËÃÉÉ. äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ φ_i : F −→ L ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙ. äÅÊÓÔŒÉ- ÔÅÌØÎÏ, ÐÕÓÔØ ∑_r s=1 a_sφ_is = 0 | ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔØ Ó ÎÁÉÍÅÎØÛÉÍ ÞÉ- ÓÌÏÍ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ φ_i ÎÅÎÕÌÅŒÙÅ, ÐÏÜÔÏÍÕ r > 1. ôÁË ËÁË ŒÌÏ- ÖÅÎÉÑ φ_i ÒÁÚÌÉÞÎÙ, ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔ g ∈ F ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ φ_{i1} ≠ φ_{i2} . îÏ ∑_r s=1 a_sφ_is(g)φ_is (h) = ∑_r s=1 a_sφ_is(gh) = 0 ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ h ∈ F, ÔÏ ÅÓÔØ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔØ ∑_r s=1 a_sφ_is(g)φ_is = 0, Á ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, É ÌÉÎÅÊ- ÎÁÑ ÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔØ ∑_r s=1 a_s(φ_is(g) − φ_{i1} (g))φ_is = 0, ÞÉÓÌÏ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ Œ ËÏÔÏÒÏÊ ÍÅÎØÛÅ r .

ðÒÅÄÙÄÕÝÅÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ áÒ- ÔÉÎÁ Ï ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔÉ ÈÁÒÁËÔÅÒÏŒ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ G (ÔÏ ÅÓÔØ ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÙÈ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ G −→ L^∗ ).

œÏÚŒÒÁÝÁÑÓØ Ë ÎÁÛÅÊ ÔÅÏÒÅÍÅ, ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ Œ ÓÉÌÕ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÊ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ φ_i , ÏÂÒÁÚ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ L ⊗—F −→ L^n , ÐÒÏÄÏÌÖÁÀ- ÝÅÇÏ ψ : F −→ L^n ÐÏ L-ÌÉÎÅÊÎÏÓÔÉ, ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó L^n . óÏŒÐÁÄÅÎÉÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÅÊ ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÅÔ, ÞÔÏ L ⊗—F −→ L^n |ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ.

õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ 1. ðÕÓÔØ R | ÃÅÌÏÚÁÍËÎÕÔÁÑ ÏÂÌÁÓÔØ ÃÅÌÏÓÔÎÏÓÔÉ, —|

Åč ÐÏÌÅ ÞÁÓÔÎÙÈ, F/—| ËÏÎÅÞÎÏÅ ÓÅÐÁÒÁÂÅÌØÎÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ, A | ÃÅÌÏÅ ÚÁ- ÍÙËÁÎÉÅ ËÏÌØÃÁ R Œ F. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ a ∈ A ÅÇÏ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÌÅÖÉÔ Œ R[x]. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÎÏÒÍÁ É ÓÌÅÄ a ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ R.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÏÌÏÖÉÍ Œ ÓÌÅÄÓÔŒÉÉ 10.1 ÉÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÌÅËÃÉÉ L = —. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÏÂÒÁÚ ÌÀÂÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ a ∈ A ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ ŒÌÏÖÅÎÉÉ F −→ —ÑŒÌÑÅÔ- ÓÑ ÃÅÌÙÍ ÎÁÄ R ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ. ðÏÜÔÏÍÕ ŒÓÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÜÌÅÍÅÎÔÁ a ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÃÅÌÙÍÉ ÎÁÄ R. ðÏÓËÏÌØËÕ ÏÎÉ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ

—, ÔÏ, Œ ÓÉÌÕ ÃÅÌÏÚÁÍËÎÕÔÏÓÔÉ R, ÏÎÉ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ R.

ôÅÏÒÅÍÁ 2. ðÕÓÔØ R | ÃÅÌÏÚÁÍËÎÕÔÁÑ ÏÂÌÁÓÔØ ÃÅÌÏÓÔÎÏÓÔÉ, —| Åč ÐÏÌÅ

ÞÁÓÔÎÙÈ, F/—| ËÏÎÅÞÎÏÅ ÓÅÐÁÒÁÂÅÌØÎÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ, A | ÃÅÌÏÅ ÚÁÍÙËÁÎÉÅ ËÏÌØÃÁ R Œ F. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÊ ÂÁÚÉÓ (e_1, . . ., e_n) ÐÏÌÑ F ËÁË ÌÉÎÅÊ- ÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÎÁÄ —, ÞÔÏ A ⊆ Re_1 + · · · + Re_n .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ u ∈ F, f(x) = x^k + a_{k−1}x^{k−1} + · · · + a_0 ∈ —[x] | ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÜÌÅÍÅÎÔÁ a. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ c ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÚÎÁÍÅ- ÎÁÔÅÌÅÊ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ a_i . ôÏÇÄÁ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÜÌÅÍÅÎÔ cu ÉÍÅÅÔ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ c^kf(x/c) = x^k + ca_{k−1}x^{k−1} + · · · + c^ka_0 ∈ R[x], ÔÏ ÅÓÔØ cu ∈ A.

ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ŒÙÂÒÁÔØ ÂÁÚÉÓ (u_1, . . . , u_n) ÐÏÌÑ F ËÁË ÌÉÎÅÊ- ÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÎÁÄ —, ÓÏÓÔÏÑÝÉÊ ÉÚ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ËÏÌØÃÁ A. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ (e_1, . . . , e_n) ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÙÊ ÂÁÚÉÓ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÙ (a, b) = tr(ab)

(ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÐÏ ÓÌÅÄÓÔŒÉÀ 11.1 ÉÚ ÐÒÏÛÌÏÊ ÌÅËÃÉÉ). ðÕÓÔØ a ∈ A É ÐÕÓÔØ a = ∑ i a_ie_i | ÅÇÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÐÏ ÂÁÚÉÓÕ (e_1, . . ., e_n). ôÏÇÄÁ au_i ∈ A É, ÓÌÅÄÏŒÁ- ÔÅÌØÎÏ, tr(au_i) ∈ R ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ i = 1, . . . , n. îÏ tr(au_i) = ∑ j tr(a_je_j u_i) = ∑ j a_j tr(e_j u_i) = a_i,

ÔÏ ÅÓÔØ a_i ∈ R É a ∈ Re_1 + · · · + Re_n , ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏŒÁÌÏÓØ ÐÏÌÕÞÉÔØ.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 2.1. œ ÕÓÌÏŒÉÑÈ ÔÅÏÒÅÍÙ 2 ÅÓÌÉ ËÏÌØÃÏ R ÎčÔÅÒÏŒÏ, ÔÏ A |

ËÏÎÅÞÎÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ ËÏÌØÃÁ R.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 2.2. œ ÕÓÌÏŒÉÑÈ ÔÅÏÒÅÍÙ 2 ÅÓÌÉ R | ËÏÌØÃÏ ÇÌÁŒÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ,

ÔÏ A ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓŒÏÂÏÄÎÙÍ R-ÍÏÄÕÌÅÍ, É ÌÀÂÏÊ ÅÇÏ ÂÁÚÉÓ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÂÁÚÉÓÏÍ

F ÎÁÄ —.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1. ëÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÃÅÌÏÅ ÎÁÄ Z, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÃÅÌÙÍ ÁÌÇÅÂÒÁ-

ÉÞÅÓËÉÍ ÞÉÓÌÏÍ.

ðÒÉÍÅÒ 1. ðÕÓÔØ F/Q | ËÏÎÅÞÎÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ ÓÔÅÐÅÎÉ n, A | ÃÅÌÏÅ ÚÁÍÙ-

ËÁÎÉÅ ZŒ F. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÅ ŒÌÏÖÅÎÉÑ φ_1, . . . , φ_n ÐÏÌÑ F Œ ÐÏÌÅ C . ðÕÓÔØ X ⊆ A | ÔÁËÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ φ_1(X), . . . , φ_n(X) ÏÇÒÁ- ÎÉÞÅÎÙ (Œ ÓÍÙÓÌÅ ÏÂÙÞÎÏÊ ÍÅÔÒÉËÉ ÎÁ ÐÏÌÅ C ). ôÏÇÄÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ X ËÏÎÅÞÎÏ.

äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÐÕÓÔØ (e_1, . . ., e_n) | ÂÁÚÉÓ ÓŒÏÂÏÄÎÏÇÏ Z-ÍÏÄÕÌÑ A. ôÏÇÄÁ ÜÔÏ ÔÁËÖÅ ÂÁÚÉÓ F ËÁË ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÎÁÄ —. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ ψ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ F −→ C^n , ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÅÅ ÌÀÂÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ a ∈ F Œ (φ_1(a), . . . , φ_n(a)). ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 11 ÉÚ ÐÒÏÛÌÏÊ ÌÅËÃÉÉ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ψ(e_1), . . . , ψ(e_n) ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÁÚÉÓ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ C^n . üÌÅÍÅÎÔÙ ËÏÌØÃÁ A ÐÒÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ ψ ÐÅÒÅÈÏÄÑÔ Œ ÃÅÌÏÞÉ- ÓÌÅÎÎÕÀ ÒÅÛčÔËÕ, ÎÁÔÑÎÕÔÕÀ ÎÁ ÜÔÏÔ ÂÁÚÉÓ, Á ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ X | Œ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÜÔÏÊ ÒÅÛčÔËÉ, ÔÏ ÅÓÔØ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ËÏÎÅÞÎÏÅ Åč ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ. ôÁË ËÁË ψ | ŒÌÏÖÅÎÉÅ, ÔÏ ÏÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ X | ËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ.

óÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ çÁÌÕÁ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2. òÁÓÛÉÒÅÎÉÅ F/—ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÏÒÍÁÌØÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÌÀÂÏÊ ÎÅÐÒÉ-

ŒÏÄÉÍÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÉÚ —[x], ÉÍÅÀÝÉÊ ËÏÒÅÎØ Œ F, ÒÁÚÌÁÇÁÅÔÓÑ Œ F[x] ÎÁ ÌÉ- ÎÅÊÎÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ.

õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ 3. åÓÌÉ F/—| ÎÏÒÍÁÌØÎÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ É L | ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÐÒÏ-

ÍÅÖÕÔÏÞÎÏÅ ÐÏÌÅ (ÔÏ ÅÓÔØ —⊆ L ⊆ F), ÔÏ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ F/L ÔÏÖÅ ÎÏÒÍÁÌØÎÏ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ f(x) ∈ L[x] | ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ É a ∈ F | ÅÇÏ ËÏÒÅÎØ. ñÓÎÏ, ÞÔÏ f(x) | ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÜÌÅÍÅÎÔÁ a ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ

L (ÐÏÞÅÍÕ?). ðÕÓÔØ g(x) ∈ —[x] | ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÜÌÅÍÅÎÔÁ a ÎÁÄ

ÐÏÌÅÍ —. íÎÏÇÏÞÌÅÎ g(x) ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍ Œ —[x], ÐÏÜÔÏÍÕ ÏÎ ÒÁÚÌÁÇÁÅÔÓÑ Œ F[x] ÎÁ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, Œ L[x] ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ g(x) ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ f(x) (ÐÏÞÅÍÕ?). óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, É ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f(x) ÒÁÚÌÁÇÁÅÔÓÑ Œ F[x] ÎÁ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ.

õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ 4. ðÏÌÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÌÀÂÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÉÚ —[x] ÎÏÒÍÁÌØÎÏ

ÎÁÄ —._{äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ f(x) ∈} —[x] | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ É F | ÅÇÏ

ÐÏÌÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ x_1, . . . , x_n ŒÓÅ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ËÏÒÎÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f(x). ðÕÓÔØ g(x) ∈ —[x] | ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ a ∈ F.

ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÏÎ ÎÅ ÒÁÚÌÁÇÁÅÔÓÑ ÎÁ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ Œ F[x]. ïÂÏÚÎÁ- ÞÉÍ ÞÅÒÅÚ L ÐÏÌÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ (ËÁË ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÎÁÄ F). ðÕÓÔØ

b ∈ L | ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ËÏÒÅÎØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ g(x), ÎÅ ÌÅÖÁÝÉÊ Œ F. ðÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅ-

ÎÉÀ Ï ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÉ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ, ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ φ : —(a) −→ —(b), ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÙÊ ÎÁ —.

ðÕÓÔØ h(x) | ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÜÌÅÍÅÎÔÁ x_1 ÎÁÄ —(a). ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÜÔÏÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÄÅÌÉÔ f(x). ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ ~φ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÉÚ ËÏÌØÃÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ —(a)[x] Œ ËÏÌØÃÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ —(b)[x], ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ Œ ÚÁÍÅÎÅ ËÁÖÄÏ- ÇÏ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÎÁ ÅÇÏ ÏÂÒÁÚ ÐÒÉ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÅ φ. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ~φ | ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÌÅÃ. ðÏÓËÏÌØËÕ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f(x) ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ÐÏÌÀ —, ÔÏ ~φ(f(x)) = f(x), ÐÏÜÔÏÍÕ ~φ(h(x)) ÄÅÌÉÔ f(x). óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÎÁÊ- ÄÅÔÓÑ ÔÁËÏÅ j_1 ∈ {1, . . ., n}, ÞÔÏ x_{j1} | ËÏÒÅÎØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ~φ(h(x)). ðÏ ÕÔŒÅÒ- ÖÄÅÎÉÀ Ï ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÉ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ, ÍÏÖÎÏ ÐÒÏÄÏÌÖÉÔØ φ ÄÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ

—(a, x1) −→ —(b, xj_1), ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÅÇÏ x1 Œ xj_1 .

ðÏŒÔÏÒÉŒ ÜÔÉ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ n ÒÁÚ, ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ —(a, x1, . . . , xn) −→ —(b, xj_1, . . . , xj_n). ïÄÎÁËÏ —(a, x_1, . . . , x_n) = F É —(b, x_{j1}, . . . , x_{jn}) = F(b) (ÐÏÓËÏÌØËÕ (j_1, . . ., j_n) | ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÁ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ (1, . . . , n)). ïÔÓÀÄÁ [F(b) : —] = [F : —] É, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, b ∈ F Œ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÉ Ó ÎÁÛÉÍ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÅÍ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3. áÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ F/kk ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅÍ

çÁÌÕÁ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÎÏÒÍÁÌØÎÏ É ÓÅÐÁÒÁÂÅÌØÎÏ. çÒÕÐÐÁ ŒÓÅÈ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ ÐÏÌÑ

F, ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÙÈ ÎÁ —, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÇÒÕÐÐÏÊ çÁÌÕÁ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ F/kk É ÏÂÏ-

ÚÎÁÞÁÅÔÓÑ Gal(F/—).

äÌÑ ÌÀÂÏÊ ÇÒÕÐÐÙ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ H ÐÏÌÑ F ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÞÅÒÅÚ

F^H ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÎÅÐÏÄŒÉÖÎÙÈ ÔÏÞÅË ÜÔÏÊ ÇÒÕÐÐÙ, ÔÏ ÅÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ a ∈ F

ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ h(a) = a ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ h ∈ H .

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ F^H ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÄÐÏÌÅÍ ÐÏÌÑ F. ôÅÏÒÅÍÁ 5 (ïÓÎÏŒÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÔÅÏÒÉÉ çÁÌÕÁ). ðÕÓÔØ F/kk | ËÏÎÅÞÎÏÅ ÒÁÓ-

ÛÉÒÅÎÉÅ çÁÌÕÁ É G = Gal(F/—). ôÏÇÄÁ ÍÅÖÄÕ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ÐÏÄÐÏÌÅÊ L ⊆ F, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ —, É ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ÐÏÄÇÒÕÐÐ H ⊆ G ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÂÉÅËÔÉŒÎÏÅ ÓÏ- ÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ, ÚÁÄÁŒÁÅÍÏÅ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ L = F^H É H = Gal(F/L) (ÜÔÏ ÓÏÏÔŒÅÔ- ÓÔŒÉÅ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅÍ çÁÌÕÁ). ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, L/—ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÒÁÓ- ÛÉÒÅÎÉÅÍ çÁÌÕÁ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÁÑ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ H = Gal(F/L) ÎÏÒÍÁÌØÎÁ Œ G, É Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÉÍÅÅÔÓÑ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÊ ÉÚÏ- ÍÏÒÆÉÚÍ Gal(L/—) ∼= G/H .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ L | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÐÒÏÍÅÖÕÔÏÞÎÏÅ ÐÏÌÅ. ðÏ ÕÔŒÅÒ- ÖÄÅÎÉÀ 3 É ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÍÕ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÀ Ï ÓÅÐÁÒÁÂÅÌØÎÙÈ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑÈ, F/L ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅÍ çÁÌÕÁ. ðÏÌÏÖÉÍ H = Gal(F/L). ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ÞÉÓÌÅ ŒÌÏ- ÖÅÎÉÊ ÓÅÐÁÒÁÂÅÌØÎÏÇÏ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ, ÞÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÇÒÕÐÐÙ H ÒÁŒÎÏ [F : L]. œ ÔÏ ÖÅ ŒÒÅÍÑ L ⊆ F^H É, ËÁË ÍÙ ÚÎÁÅÍ, ÞÉÓÌÏ ŒÌÏÖÅÎÉÊ ÐÏÌÑ F Œ ÓÅÂÑ ÎÁÄ

F^H ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ [F : F^H ] 6 [F : L]. îÏ ŒÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÇÒÕÐÐÙ H ÑŒÌÑÀÔÓÑ,

ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ŒÌÏÖÅÎÉÑÍÉ F Œ ÓÅÂÑ ÎÁÄ F^H . ðÏÜÔÏÍÕ [F : F^H ] = [F : L] É, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, F^H = L.

ðÕÓÔØ, ÎÁÐÒÏÔÉŒ, H | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÁÑ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ ÇÒÕÐÐÙ G. ðÏÌÏÖÉÍ L =

F^H . íÙ ÄÏÌÖÎÙ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ Gal(F/L) = H .

ðÕÓÔØ g ∈ Gal(F/L). äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ g ∈ H . äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ a ∈ F ÓÏÓÔÁŒÉÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f_a(x) = ∏ h∈H (x − h(a)). ñÓÎÏ, ÞÔÏ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÄÅÊ- ÓÔŒÉÑ ÇÒÕÐÐÙ H , ÔÏ ÅÓÔØ f_a(x) ∈ L[x]. ðÏÜÔÏÍÕ g ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ËÏÒ- ÎÅÊ ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ Œ ÓÅÂÑ, Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, g(a) = h(a) ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ h ∈ H (ÂÙÔØ ÍÏÖÅÔ, ÚÁŒÉÓÑÝÅÇÏ ÏÔ a). ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ÐÒÉÍÉÔÉŒÎÏÍ ÜÌÅÍÅÎÔÅ ÐÏÌÅ F ÐÏÒÏÖÄÅÎÏ ÎÁÄ L ÏÄÎÉÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ; ŒÙÂÒÁŒ ÜÔÏÔ ÜÌÅÍÅÎÔ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ a, ÍÙ ÐÏ- ÌÕÞÁÅÍ g = h (ÉÂÏ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÓŒÏÉÍ ÄÅÊÓÔŒÉÅÍ ÎÁ ÏÂÒÁÚÕÀÝÕÀ).

ðÕÓÔØ ŒÎÏŒØ L | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÐÒÏÍÅÖÕÔÏÞÎÏÅ ÐÏÄÐÏÌÅ, É ÐÕÓÔØ H | ÓÏ- ÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÁÑ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ ÇÒÕÐÐÙ çÁÌÕÁ. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ g ∈ G ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÏÄ- ÐÏÌÅ g(L).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ L/—ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÏÒÍÁÌØÎÙÍ ÔÏÇÄÁ

É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ g(L) = L ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ g ∈ G.

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÏÄÐÏÌÀ g(L) ÏÔŒÅÞÁÅÔ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ gHg^{−1} (ÄÏËÁÖÉÔÅ ÜÔÏ!). ïÔÓÀÄÁ (É ÉÚ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ 2) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ L/—ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅÍ çÁÌÕÁ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÁÑ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ H = Gal(F/L) ÎÏÒ- ÍÁÌØÎÁ Œ G.

ðÕÓÔØ ÜÔÏ ÔÁË. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ g ∈ G (ÔÏ ÅÓÔØ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÁ F ÎÁÄ

—) ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ φ(g) ÅÇÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÎÁ ÐÏÄÐÏÌÅ L. ñÓÎÏ, ÞÔÏ φ ÑŒÌÑÅÔÓÑ

ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÇÒÕÐÐÙ G Œ ÇÒÕÐÐÕ Gal(L/—). üÔÏÔ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÓÀÒSSÅË- ÔÉŒÅÎ (ŒŒÉÄÕ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÓÔÉ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ F/—É ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ Ï ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÉ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ). ñÄÒÏÍ φ ÑŒÌÑÅÔÓÑ, ÐÏ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÍÕ ŒÙÛÅ, ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ H . ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁÈ ÇÒÕÐÐ, Gal(L/—) ∼= G/H .