îÅÚÁŒÉÓÉÍÙÊ íÏÓËÏŒÓËÉÊ õÎÉŒÅÒÓÉÔÅÔ

áÌÇÅÂÒÁ { II

œÔÏÒÏÊ ËÕÒÓ, ÏÓÅÎÎÉÊ ÓÅÍÅÓÔÒ 1999/2000 Ç. ìÅËÃÉÉ 6,7

åÝč ÏÄÎÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ çÉÌØÂÅÒÔÁ Ï ÎÕÌÑÈ.

ôÅÏÒÅÍÁ 1 (ìÅÍÍÁ îčÔÅÒÁ Ï ÎÏÒÍÁÌÉÚÁÃÉÉ). ðÕÓÔØ B | ÎÅÎÕÌÅŒÁÑ ËÏÎÅÞÎÏ- ÐÏÒÏÖÄčÎÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ —. óÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÔÁËÉÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÎÅÚÁ- ŒÉÓÉÍÙÅ ÎÁÄ —ÜÌÅÍÅÎÔÙ a_1, . . . , a_k ∈ B , ÞÔÏ B ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÃÅÌÙÍ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅÍ ËÏÌØÃÁ A = —[a_1, . . . , a_k].

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. œÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÉÎÄÕËÃÉÅÊ ÐÏ ÞÉÓÌÕ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ ÁÌÇÅÂÒÙ B . åÓÌÉ ÞÉÓÌÏ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ ÒÁŒÎÏ ÎÕÌÀ (ÔÏ ÅÓÔØ B = —), ÔÏ ÄÏËÁÚÙŒÁÔØ ÎÅÞÅ- ÇÏ. ðÕÓÔØ B = —[b_1, . . . , b_n] É ÄÌÑ n − 1 ÏÂÒÁÚÕÀÝÅÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ŒÅÒÅÎ. íÙ ÍÏÖÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ {b_1, . . ., b_k} | ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ. åÓÌÉ k = n, ÔÏ ÄÏËÁÚÙŒÁÔØ ÏÐÑÔØ ÎÅÞÅÇÏ. œ ÐÒÏ- ÔÉŒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÊ ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f ∈ —[x_1, . . . , x_n], ÞÔÏ f(b_1, . . . , b_n) = 0. ðÕÓÔØ f(x_1, . . . , x_n) = ∑ λ∈Zn+^{cλxλ,} ÇÄÅ x^λ = x^{λ1}_1 . . . x^{λn}_n .

äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ŒÉÄÁ μ = (μ_1, μ_2, . . . , μ_{n−1}, 1) ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ g(x) = f(x_1 + x^{μ1}_n , x_2 + x^{μ2}_n , . . . , x_{n−1} + x^{μn}�^1n , x_n) ËÁË ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÔ x_n . íÙ ÉÍÅÅÍ g(x) = ∑ λ∈Zn+^{cλx(λ,μ)n + r(x),} ÇÄÅ r(x) | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ, ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ ÍÏÎÏÍÏŒ ŒÉÄÁ x^k_n . åÓÌÉ d = (deg f) + 1, ÔÏ ÐÏÌÏÖÉŒ μ = (d^{n−1}, d^{n−2}, . . . , d, 1), ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÍÏÎÏÍÙ ŒÉÄÁ x^{(λ,μ)}_n , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ c_λ ≠ 0, ÉÍÅÀÔ ÒÁÚÎÙÅ ÓÔÅÐÅÎÉ. ðÕÓÔØ m | ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÁÑ ÉÚ ÎÉÈ. ôÏÇÄÁ ÌÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÓÔÅÐÅÎØ r(x) ÐÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ x_n ÍÅÎØÛÅ m. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, g(b_1−b^{dn}

�1_n

, . . . , b_{n−1}−b^d_n, b_n) = 0 ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ ÃÅÌÏÊ ÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔÉ ÄÌÑ b_n ÎÁÄ ÐÏÄËÏÌØÃÏÍ —[b_1− b^{dn}

�1_n

, . . ., b_{n−1} − b^d_n]. ïÓÔÁčÔÓÑ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÅ ÉÎÄÕËÃÉÉ Ë ÜÔÏÍÕ ÐÏÄËÏÌØÃÕ.

ôÅÏÒÅÍÁ 2. ðÕÓÔØ —⊆ L | ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ ÐÏÌÅÊ, ÐÒÉÞčÍ L | ËÏÎÅÞÎÏÐÏÒÏ- ÖÄčÎÎÁÑ —-ÁÌÇÅÂÒÁ. ôÏÇÄÁ L ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅÍ ÐÏÌÑ —.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ L = —[a_1, . . . , a_n]. ðÏ ÌÅÍÍÅ îÅÔÅÒÁ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÓÞÉ- ÔÁÔØ, ÞÔÏ a_1, . . . , a_k ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙ ÎÁÄ —, Á L ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÃÅÌÙÍ ÎÁÄ

—[a1, . . . , ak]. ðÕÓÔØ k > 0. îÁÐÉÛÅÍ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ ÃÅÌÏÊ ÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔÉ ÄÌÑ a^{−1}_1 ÎÁÄ —[a1, . . . , ak]. íÙ ÉÍÅÅÍ

a^{−d}_1 + d−1∑ s=0 f_s(a_1, . . . , a_k)a^{−s}_1 = 0.

õÍÎÏÖÁÑ ÎÁ a^d_1 , ÐÏÌÕÞÁÅÍ d−1∑ s=0 f_s(a_1, . . . , a_k)a^{d−s}_1 + 1 = 0,

ÞÔÏ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÔ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔÉ a_1, . . . , a_k . ðÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÐÒÏ- ÔÉŒÏÒÅÞÉÅ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ k = 0, ÔÏ ÅÓÔØ L/—| ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅ- ÎÉÅ.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 2.1 (ôÅÏÒÅÍÁ çÉÌØÂÅÒÔÁ Ï ÎÕÌÑÈ). ðÕÓÔØ —| ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁ- ÍËÎÕÔÏÅ ÐÏÌÅ, I ⊆ —[x_1, . . . , x_n] | ÎÅÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ÉÄÅÁÌ. ôÏÇÄÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ V (I) ⊆ —^n ÎÕÌÅÊ ÉÄÅÁÌÁ I ÎÅÐÕÓÔÏ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. íÏÖÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ I ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÍ ÉÄÅÁÌÏÍ. ôÏÇÄÁ

L = —[x1, . . . , xn]/I | ÐÏÌÅ, ÑŒÌÑÀÝÅÅÓÑ ËÏÎÅÞÎÏÐÏÒÏÖÄčÎÎÏÊ —-ÁÌÇÅÂÒÏÊ. ðÏ

ÄÏËÁÚÁÎÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÅ ÜÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ ÐÏÌÑ —. ôÁË ËÁË ÐÏÌÅ — ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÏ, ÔÏ L = —. ïÂÒÁÚÙ x_1, . . . , x_n ÐÒÉ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÊ ÐÒÏ- ÅËÃÉÉ —[x_1, . . ., x_n] −→ —[x_1, . . . , x_n]/I ÄÁÀÔ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÔÏÞËÉ ÉÚ V (I). ëÒÕÇÏŒÙÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ. çÌÁŒÎÏÊ ÃÅÌØÀ çÁÌÕÁ ÐÒÉ ÒÁÚÒÁÂÏÔËÅ ÏÓÎÏŒ ÔÅÏÒÉÉ, ÎÁÚŒÁÎÎÏÊ ŒÐÏÓÌÅÄÓÔŒÉÉ ÅÇÏ ÉÍÅÎÅÍ, ÂÙÌÏ ÉÓÓÌÅÄÏŒÁÎÉÅ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔÉ ÁÌÇÅ- ÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ Œ ÒÁÄÉËÁÌÁÈ. îÅ ÕÔÏÞÎÑÑ, ÞÔÏ ÔÁËÏÅ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔØ Œ ÒÁÄÉËÁÌÁÈ, Ñ ÏÇÒÁÎÉÞÕÓØ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÏÊ.

ôÅÏÒÅÍÁ 3. ðÕÓÔØ f(x) | ÓÅÐÁÒÁÂÅÌØÎÙÊ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÎÁÄ ÐÏ-

ÌÅÍ —. õÒÁŒÎÅÎÉÅ f(x) = 0 ÒÁÚÒÅÛÉÍÏ Œ ÒÁÄÉËÁÌÁÈ Œ ÔÏÍ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÍ ÓÌÕ-

ÞÁÅ, ÅÓÌÉ ÇÒÕÐÐÁ çÁÌÕÁ ÐÏÌÑ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f(x) ÎÁÄ —ÒÁÚÒÅÛÉÍÁ.

á ÓÅÊÞÁÓ ÍÙ ÒÁÚÂÅÒÅÍ ÄÒÕÇÏÅ ÐÒÉÌÏÖÅÎÉÅ ÔÅÏÒÉÉ çÁÌÕÁ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1. ðÒÉÍÉÔÉŒÎÙÍ (ÐÅÒŒÏÏÂÒÁÚÎÙÍ) ËÏÒÎÅÍ ÓÔÅÐÅÎÉ n ÉÚ 1 ÎÁ- ÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ζ , ÉÍÅÀÝÅÅ Œ ÇÒÕÐÐÅ ŒÓÅÈ ËÏÒÎÅÊ n-ÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ÉÚ 1 ÐÏÒÑÄÏË n.

ðÏÌÏÖÉÍ ˘_n(x) = ∏ ζ − ÐÒÉÍÉÔÉŒÎÙÊ n √ 1 (x − ζ). íÎÏÇÏÞÌÅÎ ˘_n(x) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ

n-Í ËÒÕÇÏŒÙÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ.

õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ 4. x^n − 1 = ∏ d|n ˘_d(x).

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 4.1. ˘_n(x) ∈ Z[x].

ôÅÏÒÅÍÁ 5. íÎÏÇÏÞÌÅÎ ˘n(x) ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÜÔÏ ÎÅ ÔÁË. ðÕÓÔØ ζ | ÐÅÒŒÏÏÂÒÁÚÎÙÊ ËÏ- ÒÅÎØ. ðÕÓÔØ f(x) | ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ ˘_n , ÔÁËÏÊ ÞÔÏ f(ζ) = 0.

ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÎÁÛÌÏÓØ ÐÒÏÓÔÏÅ p, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ (n, p) = 1 É ζ^p ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÒÎÅÍ f . ðÕÓÔØ g(x) | ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ ˘_n , ÔÁËÏÊ ÞÔÏ g(ζ^p) = 0. ôÏÇÄÁ ˘_n(x) = f(x)g(x)R(x), Á ÔÁË ËÁË ζ | ËÏÒÅÎØ g(x^p), ÔÏ g(x^p) · f(x). ðÒÉŒÅÄÅÍ ŒÓÅ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ p. g(x^p) = [g(x)]^p · f (x) ðÕÓÔØ h(x) | ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ÐÒÏÓÔÏÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ f (x). ôÏÇÄÁ g(x) · f (x) ˘_n(x) · h^2(x) x^n − 1 · h^2(x) (x^n − 1)^′ · h(x) ðÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÅ | ÐÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ (p, n) = 1 É (x^n − 1)^′ = nx^n ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÏÂÝÉÈ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ Ó x^n − 1.

éÔÁË, ÅÓÌÉ (p, n) = 1, Á ζ | ÐÅÒŒÏÏÂÒÁÚÎÙÊ ËÏÒÅÎØ, ÔÏ ζ^p | ÔÏÖÅ ÐÅÒŒÏ- ÏÂÒÁÚÎÙÊ ËÏÒÅÎØ | ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÒÎÅÍ ÔÏÇÏ ÖÅ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ, ÞÔÏ É ζ . åÓÌÉ η | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ÐÅÒŒÏÏÂÒÁÚÎÙÊ ËÏÒÅÎØ, ÔÏ η = ζ^{p1...pk} , ÇÄÅ ŒÓÅ ÐÒÏÓÔÙÅ p_i ÎÅ ÄÅÌÑÔ n. ðÒÉÍÅÎÑÑ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÅ ÚÁËÌÀÞÅÎÉÅ k ÒÁÚ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ É η ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÒÎÅÍ ÔÏÇÏ ÖÅ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f(x), ÞÔÏ É ζ . ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, f(x) = ˘_n(x).

ðÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÃÉÒËÕÌÅÍ É ÌÉÎÅÊËÏÊ. ðÅÒÅÄ ÎÁÞÁÌÏÍ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÊ ÎÁ ÐÌÏÓËÏ- ÓÔÉ ÏÔÍÅÞÅÎÙ ÔÏÌØËÏ ÔÏÞËÉ Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ (0, 0) É (1, 0). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÅËÏÔÏ- ÒÕÀ ËÏÎÅÞÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÊ É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÏÌÅ, ÐÏÒÏÖÄÅÎ- ÎÏÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ ŒÓÅÈ ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÈ ÔÏÞÅË.

îÁÚÏŒÅÍ ÐÏÌÅ —ÐÏÌÉËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ŒÌÏÖÅÎÎÙÈ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÊ Q ⊂ —_1 ⊂ . . . ⊂ —_n ⊂ —, ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ËŒÁÄÒÁÔÉÞ- ÎÏ. ôÅÏÒÅÍÁ 6. ðÏÌÑ, ÐÏÌÕÞÁÀÝÉÅÓÑ ÐÏÓÒÅÄÓÔŒÏÍ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÊ ÃÉÒËÕÌÅÍ É ÌÉÎÅÊ- ËÏÊ, ÐÏÌÉËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÙ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. œÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÉÎÄÕËÃÉÅÊ ÐÏ ÞÉÓÌÕ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÊ. ðÏÓÌÅ ËÁ- ÖÄÏÇÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ Ë ÐÏÌÀ ÄÏÂÁŒÌÑÀÔÓÑ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ŒÓÅÈ ÎÏŒÙÈ ÔÏÞÅË ÐÅÒÅÓÅ- ÞÅÎÉÑ. œÏÚÍÏÖÎÙ ÄŒÁ ÓÌÕÞÁÑ:

1) äÏÂÁŒÌÑÅÔÓÑ ÔÏÞËÁ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÄŒÕÈ ÐÒÑÍÙÈ. åÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÓÉÓÔÅÍÙ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ, ÐÏÌÅ ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ.

2) äÏÂÁŒÌÑÀÔÓÑ ÔÏÞËÉ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÄŒÕÈ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ ÉÌÉ ÔÏÞËÉ ÐÅÒÅÓÅÞÅ- ÎÉÑ ÐÒÑÍÏÊ É ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ. åÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÒÅÛÅÎÉÅÍ ËŒÁ- ÄÒÁÔÎÏÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÐÏÌÅ ÌÉÂÏ ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ, ÌÉÂÏ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÐÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÉÅÍ ËÏÒÎÅÊ ËŒÁÄÒÁÔÎÏÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ.

ðÏÜÔÏÍÕ ÐÏÌÅ, ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÐÏÓÌÅ ÏÞÅÒÅÄÎÏÇÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ, ÐÏÌÉËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏ ÎÁÄ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÍ. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÏËÏÎÞÅÎÏ.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 6.1. ðÒÁŒÉÌØÎÙÊ p-ÕÇÏÌØÎÉË (p | ÐÒÏÓÔÏÅ) ÍÏÖÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÃÉÒËÕÌÅÍ É ÌÉÎÅÊËÏÊ ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ p = 2^n + 1, n ∈ N.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÐÒÁŒÉÌØÎÙÊ p-ÕÇÏÌØÎÉË ÍÏÖÎÏ ÐÏÓÔÒÏ- ÉÔØ. äÏÂÁŒÌÑÑ Ë ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÍÕ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÍÕ ÐÏÌÉËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏÍÕ ÒÁÓ- ÛÉÒÅÎÉÀ i = √ −1, ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ËÁË ÌÅÇËÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÐÏÌÅ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ ÐÏÌÅ ÒÁÚ- ÌÏÖÅÎÉÑ ËÒÕÇÏŒÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ˘_p = x^{p−1}+· · ·+1. óÔÅÐÅÎØ ÐÏÌÉËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏÇÏ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÔÏÌØËÏ ÓÔÅÐÅÎØÀ ÄŒÏÊËÉ, ÐÏÜÔÏÍÕ p = 2^n + 1, n ∈ N.

ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÐÕÓÔØ p = 2^n +1, n ∈ N. ðÏÌÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ËÒÕÇÏŒÏÇÏ ÍÎÏ- ÇÏÞÌÅÎÁ ˘_p = x^{p−1}+· · ·+1 (ËÒÕÇÏŒÏÅ ÐÏÌÅ) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅÍ çÁÌÕÁ ÐÏÌÑ Q Ó ÇÒÕÐÐÏÊ çÁÌÕÁ ÐÏÒÑÄËÁ 2^n . ìÀÂÁÑ ÔÁËÁÑ ÇÒÕÐÐÁ ÉÍÅÅÔ ÎÏÒÍÁÌØÎÙÊ ÒÑÄ, ŒÓÅ ÆÁËÔÏÒÙ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ Z_2. óÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, ËÒÕÇÏŒÏÅ ÐÏÌÅ ÍÏÖÎÏ ÐÏ- ÌÕÞÉÔØ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØÀ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÙÈ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÊ. ëÁÖÄÏÅ ËŒÁÄÒÁÔÉÞ- ÎÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÐÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÉÅÍ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ, ÑŒÌÑÀÝÅÇÏÓÑ ËÏÒÎÅÍ ËŒÁÄÒÁÔÎÏÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ. ðÏÜÔÏÍÕ ÅÇÏ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÕÀ É ÍÎÉÍÕÀ ÞÁÓÔÉ ÍÏÖÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÃÉÒËÕÌÅÍ É ÌÉÎÅÊËÏÊ, ÉÓÈÏÄÑ ÉÚ ÏÔÒÅÚËÏŒ, ÄÌÉÎÙ ËÏÔÏÒÙÈ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÍÉ É ÍÎÉÍÙÍÉ ÞÁÓÔÑÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÐÏÌÑ (ÐÒÏ- ŒÅÒØÔÅ ÜÔÏ!). óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÁÑ É ÍÎÉÍÁÑ ÞÁÓÔÉ ÐÒÉÍÉÔÉŒÎÏÇÏ ËÏÒ- ÎÑ ÉÚ 1 ÓÔÅÐÅÎÉ p ÄÏÐÕÓËÁÀÔ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÃÉÒËÕÌÅÍ É ÌÉÎÅÊËÏÊ, ÔÏ ÅÓÔØ ÐÒÁ- ŒÉÌØÎÙÊ p-ÕÇÏÌØÎÉË ÍÏÖÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ.

ìÉÎÅÊÎÙÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ É ÍÏÄÕÌÉ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2. ðÕÓÔØ G | ÇÒÕÐÐÁ. ìÉÎÅÊÎÙÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅÍ ÇÒÕÐÐÙ G Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÁËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ρ : G −→ End—V , ÞÔÏ ρ(e) = id_V É ρ(gh) = ρ(g)ρ(h) ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ g, h ∈ G. äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÌÉ- ÎÅÊÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÇÒÕÐÐÙ G Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V | ÜÔÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÅÅ Œ ÇÒÕÐÐÕ GL(V ) ÏÂÒÁÔÉÍÙÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V .

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3. ðÕÓÔØ A | ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ. ìÉÎÅÊÎÙÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅÍ ÁÌÇÅÂÒÙ A Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÁËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ρ : A −→ End—V , ÞÔÏ ρ(1) = id_V , ρ(xa) = xρ(a), ρ(a + b) = ρ(a) + ρ(b) É ρ(ab) = ρ(a)ρ(b) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ x ∈ —É ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ a, b ∈ A. äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ A Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V | ÜÔÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÅÅ Œ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÕÀ ÁÌÇÅÂÒÕ Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ End—V ŒÓÅÈ ÌÉ- ÎÅÊÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V (ÐÏÄ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÁÌÇÅÂÒ Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ ÍÙ ÐÏÎÉÍÁÅÍ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÁÌÇÅÂÒ, ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÉÊ ÅÄÉÎÉÃÕ Œ ÅÄÉÎÉÃÕ).

œÍÅÓÔÏ ÓÌÏŒ ĂÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅĄ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÏÂÙÞÎÏ ÇÏŒÏÒÉÔØ ÐÒÏÓÔÏ ĂÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅĄ, ÄÒÕÇÉÅ (ÎÅ ÌÉÎÅÊÎÙÅ) ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ÎÁÍ ÎÅ ŒÓÔÒÅÔÑÔÓÑ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4. ðÕÓÔØ A | ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ —. ìÅŒÙÍ A-ÍÏÄÕÌÅÍ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ V ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ —, ÓÎÁÂ- ÖÅÎÎÏÅ ÏÐÅÒÁÃÉÅÊ ÌÅŒÏÇÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÁÌÇÅÂÒÙ A, ÐÒÉÞÅÍ ÔÒÅÂÕ- ÅÔÓÑ ŒÙÐÏÌÎÅÎÉÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÕÓÌÏŒÉÊ:

1) 1v = v ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ v ∈ V ;

2) ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ A × V −→ V , ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÅÅ ŒÓÑËÕÀ ÐÁÒÕ (a, v) Œ av , ÂÉÌÉÎÅÊ- ÎÏ; 3) (ab)v = a(bv) ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ a, b ∈ A, v ∈ V .

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÐÏÎÑÔÉÅ ÐÒÁŒÏÇÏ A-ÍÏÄÕÌÑ.

ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÐÏÎÑÔÉÑ ÌÅŒÏÇÏ A-ÍÏÄÕÌÑ É ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ÁÌÇÅÂÒÙ A ÔÅÓÎÏ ÓŒÑ- ÚÁÎÙ: ÅÓÌÉ ÚÁÄÁÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ρ : A −→ End—V , ÔÏ V ÐÏÌÕÞÁÅÔ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎ- ÎÕÀ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÌÅŒÏÇÏ A-ÍÏÄÕÌÑ (ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ av ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁË ρ(a)v ); ÎÁÏÂÏÒÏÔ, ÅÓÌÉ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ V ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÅŒÙÍ A-ÍÏÄÕÌÅÍ, ÔÏ ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÁÌÇÅÂÒÙ A Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V (ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÐÏÌÁÇÁÅÍ ρ(a)v = av ).

ïÓÎÏŒÎÙÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ ÏÄÎÉ É ÔÅ ÖÅ ÄÌÑ ÇÒÕÐÐ É ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ; ÍÙ ÒÁÚÂÅÒÅÍ ÉÈ ÄÌÑ ÁÌÇÅÂÒ. œ ÏÓÎÏŒÎÏÍ Ñ ÂÕÄÕ ÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÑÚÙËÏÍ ÍÏÄÕÌÅÊ, ÏÔÍÅÞÁÑ, ËÁË ÐÅÒÅŒÏÄÑÔÓÑ ÔÅ ÉÌÉ ÄÒÕÇÉÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ ÎÁ ÑÚÙË ÐÒÅÄ- ÓÔÁŒÌÅÎÉÊ.

äÁÌÅÅ ÂÕËŒÁ A ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÕÀ ÁÌÇÅÂÒÕ Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ —. œÓč ÓËÁÚÁÎÎÏÅ Ï ÌÅŒÙÈ A-ÍÏÄÕÌÑÈ ÂÕËŒÁÌØÎÏ ÐÅÒÅÎÏÓÉÔÓÑ ÎÁ ÐÒÁŒÙÅ A-ÍÏÄÕÌÉ.

œÓÅ ŒÅËÔÏÒÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ (Œ ÔÏÍ ÞÉÓÌÅ ÁÌÇÅÂÒÙ É ÍÏÄÕÌÉ ÎÁÄ ÎÉÍÉ) ÂÕÄÕÔ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÔØÓÑ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÍÉ (ÅÓÌÉ ÎÅ ÏÇÏŒÏÒÅÎÏ ÐÒÏÔÉŒÎÏÅ).

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 5. ðÕÓÔØ V | ÌÅŒÙÊ A-ÍÏÄÕÌØ. ðÏÄÍÏÄÕÌÅÍ ÍÏÄÕÌÑ V ÎÁÚÙ- ŒÁÅÔÓÑ ÌÀÂÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ U ⊆ V , ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ŒÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÁÌÇÅÂÒÙ A. åÓÌÉ U | ÐÏÄÍÏÄÕÌØ ÌÅŒÏÇÏ A-ÍÏÄÕÌÑ V , ÔÏ ÆÁË- ÔÏÒÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ V /U ÎÁÄÅÌÑÅÔÓÑ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ ÌÅŒÏÇÏ A-ÍÏÄÕÌÑ (ÐÏÌÁÇÁÅÍ a(v + U ) = av + U ÄÌÑ ÌÀÂÇÏ a ∈ A É ÌÀÂÏÇÏ ÓÍÅÖÎÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ a + U ∈ V /U ; ËÏÒÒÅËÔÎÏÓÔØ ÜÔÏÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÚÁÍËÎÕÔÏÓÔÉ U ÏÔ- ÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ËÏÌØÃÁ A). íÏÄÕÌØ V /U ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÆÁË- ÔÏÒÍÏÄÕÌÅÍ ÍÏÄÕÌÑ V ÐÏ ÐÏÄÍÏÄÕÌÀ U .

îÁ ÑÚÙËÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ ÐÏÄÍÏÄÕÌØ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÏÍ, ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ Œ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÄÐÒÅÄ- ÓÔÁŒÌÅÎÉÅÍ, Á ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ Œ ÆÁËÔÏÒÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÆÁËÔÏÒÐÒÅÄ- ÓÔÁŒÌÅÎÉÅÍ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 6. ðÕÓÔØ V, W | ÌÅŒÙÅ A-ÍÏÄÕÌÉ. çÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÍÏÄÕÌÑ V Œ ÍÏÄÕÌØ W ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÌÀÂÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ F : V −→ W , ÕÄÏŒÌÅÔŒÏ- ÒÑÀÝÅÅ ÕÓÌÏŒÉÀ F (av) = aF (v) ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ a ∈ A É v ∈ V . éÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÎÁ- ÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÂÒÁÔÉÍÙÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ. åÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ F : V −→ W , ÔÏ ÍÏÄÕÌÉ V É W ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙÍÉ.

îÁ ÑÚÙËÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÙ ÍÏÄÕÌÅÊ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ ÉÌÉ ÓÐÌÅÔÁÀÝÉÍÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁÍÉ, Á ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ Œ ÉÚÏÍÏÒÆ- ÎÙÈ ÍÏÄÕÌÑÈ ÔÏÖÅ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙÍÉ ÉÌÉ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÍÉ.

ðÏÎÑÔÉÑ ŒÎÅÛÎÅÊ ÐÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÙ É ŒÎÕÔÒÅÎÎÅÊ ÐÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÙ ÁŒÔÏÍÁÔÉÞÅ- ÓËÉ ÐÅÒÅÎÏÓÑÔÓÑ Ó ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÎÁ ÍÏÄÕÌÉ (É ÎÁ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ). ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 7. ìÅŒÙÊ A-ÍÏÄÕÌØ V ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÏÓÔÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎ ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ É Õ ÎÅÇÏ ÎÅÔ ÎÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÙÈ ÐÏÄÍÏÄÕÌÅÊ (ÔÏ ÅÓÔØ ÐÏÄÍÏÄÕÌÅÊ, ÏÔÌÉÞÎÙÈ ÏÔ 0 É V ). ìÅŒÙÊ A-ÍÏÄÕÌØ V ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÙÍ, ÅÓÌÉ ŒÓÑËÉÊ ÐÏÄÍÏÄÕÌØ U ⊆ V ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÑÍÙÍ ÓÌÁÇÁÅÍÙÍ (ÔÏ ÅÓÔØ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÏÄÍÏÄÕÌØ W ⊆ V ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ V = U ⊕ W ).

ðÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ, ÏÔŒÅÞÁÀÝÉÅ ÐÒÏÓÔÙÍ ÍÏÄÕÌÑÍ, ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙ- ÍÉ, Á ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ, ÏÔŒÅÞÁÀÝÉÅ ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÙÍ ÍÏÄÕÌÑÍ, ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ŒÐÏÌÎÅ ÐÒÉŒÏÄÉÍÙÍÉ.

ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÐÒÏÓÔÏÊ ÍÏÄÕÌØ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÔÁËÖÅ É ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÙÍ. ôÅÏÒÅÍÁ 7. åÓÌÉ ÍÏÄÕÌØ V ÐÏÌÕÐÒÏÓÔ, ÔÏ ÅÇÏ ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÌÏÖÉÔØ Œ ÐÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ ÐÒÏÓÔÒÙÈ ÐÏÄÍÏÄÕÌÅÊ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. œÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÉÎÄÕËÃÉÅÊ ÐÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ V .

åÓÌÉ dim V = 0, ÔÏ ÅÓÔØ ÅÓÌÉ ÍÏÄÕÌØ V ÎÕÌÅŒÏÊ, ÔÏ ÏÎ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÏÊ ÐÕÓÔÏÇÏ ÓÅÍÅÊÓÔŒÁ ÐÏÄÍÏÄÕÌÅÊ.

ðÕÓÔØ dim V > 0 É ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÍÏÄÕÌÅÊ ÍÅÎØÛÅÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅ- ÏÒÅÍÙ ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ. œÙÂÅÒÅÍ Œ V ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÐÏ ŒËÌÀÞÅÎÉÀ ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ÐÏÄ- ÍÏÄÕÌØ U . ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÐÒÏÓÔÏÊ ÐÏÄÍÏÄÕÌØ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÍÏÄÕÌØ V ÐÏÌÕÐÒÏÓÔ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÎÁÊÔÉ ÐÏÄÍÏÄÕÌØ W ⊆ V ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ V = U ⊕ W . äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÍÏÄÕÌØ W ÐÏÌÕÐÒÏÓÔ.

ðÕÓÔØ U^′ ⊆ W | ÐÏÄÍÏÄÕÌØ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÍÏÄÕÌØ V ÐÏÌÕÐÒÏÓÔ, ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÏÄÍÏÄÕÌØ W^′ ⊆ V ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ V = U^′ ⊕W^′ . ôÏÇÄÁ W^{′′} = W^′ ∩W | ÐÏÄÍÏÄÕÌØ ÍÏÄÕÌÑ W , É W = U^′ ⊕ W^{′′} .

ôÁË ËÁË dim W < dim V , ÔÏ W ÒÁÚÌÁÇÁÅÔÓÑ Œ ÐÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ ÐÒÏÓÔÙÈ ÐÏÄ- ÍÏÄÕÌÅÊ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÜÔÏ ŒÅÒÎÏ É ÄÌÑ V .

ôÅÏÒÅÍÁ 8. åÓÌÉ ÍÏÄÕÌØ V ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÌÏÖÉÔØ Œ ÓÕÍÍÕ (ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÐÒÑ- ÍÕÀ) ÐÒÏÓÔÒÙÈ ÐÏÄÍÏÄÕÌÅÊ, ÔÏ ÏÎ ÐÏÌÕÐÒÏÓÔ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ V = V_1 + · · · + V_k , ÇÄÅ V_i | ÐÒÏÓÔÙÅ ÐÏÄÍÏÄÕÌÉ, É ÐÕÓÔØ U ⊆ V | ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÐÏÄÍÏÄÕÌØ. îÁÊÄÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ÐÏ ŒËÌÀÞÅÎÉÀ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÉÎÄÅËÓÏŒ I ⊆ {1, . . ., k}, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÅÅ ÕÓÌÏŒÉÀ U ∩ ∑ i∈I V_i = 0. ðÏÌÏÖÉÍ W = ∑ i∈I V_i . äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ V = U ⊕ W .

ðÕÓÔØ V_j | ÏÄÉÎ ÉÚ ÐÒÏÓÔÙÈ ÍÏÄÕÌÅÊ, ŒÈÏÄÑÝÉÈ Œ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ V = V_1 + · · · + V_k . ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ V_j * (U + W ). ôÏÇÄÁ j /∈ I É V_j ∩ (U + W ) = 0 (ÐÏÓËÏÌØËÕ ÍÏÄÕÌØ V_j ÐÒÏÓÔ). îÏ ÔÏÇÄÁ U ∩ (W + V_j ) = 0, Œ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÉ Ó ŒÙÂÏÒÏÍ I . óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ŒÓÅ V_j ÌÅÖÁÔ Œ U + W , ÔÁË ÞÔÏ V = U + W . ðÏÓËÏÌØËÕ U ∩ W = 0, ÜÔÁ ÓÕÍÍÁ ÐÒÑÍÁÑ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1. ðÕÓÔØ V = V_1 + · · · + V_k , ÇÄÅ V_i | ÐÒÏÓÔÙÅ ÐÏÄÍÏÄÕÌÉ. äÏ- ËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÁËÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ I ⊆ {1, . . . , k}, ÞÔÏ V = ⨁ i∈I V_i .

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 8. çÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÍÏÄÕÌÑ Œ ÓÅÂÑ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ. íÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ A-ÍÏÄÕÌÑ V ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ End_A V . üÎ- ÄÏÍÏÒÆÉÚÍÙ ÌÅŒÏÇÏ A-ÍÏÄÕÌÑ V ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÚÁÐÉÓÙŒÁÔØ ÓÐÒÁŒÁ ÏÔ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ V , ÔÏ ÅÓÔØ ÍÙ ÓÞÉÔÁÅÍ V ÐÒÁŒÙÍ (End_A V )-ÍÏÄÕÌÅÍ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍÙ ÐÒÁŒÏÇÏ ÍÏÄÕÌÑ ÄÅÊÓÔŒÕÀÔ ÎÁ ÎÅÇÏ ÓÌÅŒÁ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ End_A V ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ End—V ŒÓÅÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V .

ôÅÏÒÅÍÁ 9. åÓÌÉ U É V | ÐÒÏÓÔÙÅ ÍÏÄÕÌÉ, ÔÏ ÌÀÂÏÊ ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ÇÏÍÏÍÏÒ- ÆÉÚÍ F : U −→ V ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ñÄÒÏ É ÏÂÒÁÚ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÐÏÄÍÏÄÕÌÑÍÉ. åÓÌÉ F ≠ 0, ÔÏ Ker F = 0, Im F = V (ÔÁË ËÁË ÍÏÄÕÌÉ U É V ÐÒÏÓÔÙ). ðÏÜÔÏÍÕ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ F ÏÂÒÁÔÉÍ, ÔÏ ÅÓÔØ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 9.1. áÌÇÅÂÒÁ ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ ÐÒÏÓÔÏÇÏ A-ÍÏÄÕÌÑ V ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÔÅ- ÌÏÍ.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 9.2 (ìÅÍÍÁ ûÕÒÁ). åÓÌÉ ÐÏÌÅ —ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÏ, ÔÏ ÌÀ- ÂÏÊ ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍ ÐÒÏÓÔÏÇÏ A-ÍÏÄÕÌÑ V ÓËÁÌÑÒÅÎ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ F : V −→ V | ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍ, λ | ÅÇÏ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ. üÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍ F − λE ÎÅÏÂÒÁÔÉÍ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÏÎ ÎÕÌÅŒÏÊ.

ðÒÉÍÅÒ 1. ðÕÓÔØ ÐÏÌÅ —ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÏ, U | ÐÒÏÓÔÏÊ ÌÅŒÙÊ A- ÍÏÄÕÌØ É V = U ⊕ · · · ⊕ U n ≃ U ⊗ —^n. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ A-ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍ F : V −→ V . ðÒÉÍÅÎÉÍ ÅÇÏ Ë ÜÌÅ- ÍÅÎÔÕ ŒÉÄÁ v_i(u) = (0, . . . , 0, u, 0, . . ., 0), ÇÄÅ u ÓÔÏÉÔ ÎÁ i-Í ÍÅÓÔÅ. ðÏÌÕÞÉÍ v_i(u)F = (uF_{i1}, . . . , uF_{in}), ÇÄÅ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, F_{ij} ∈ End_A U . ðÏ ÌÅÍÍÅ ûÕÒÁ F_{ij} | ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ λ_{ij} ∈

—. ôÏÇÄÁ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅ ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍÁ F Ë ÓÔÒÏËÅ (u1, . . . , un) | ÜÔÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ

ÅÅ ÓÐÒÁŒÁ ÎÁ ÍÁÔÒÉÃÕ (λ_{ij}). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, End_A V = M_n(—).

ôÅÏÒÅÍÁ 10 (Ï ÄŒÏÊÎÏÍ ÃÅÎÔÒÁÌÉÚÁÔÏÒÅ). ðÕÓÔØ A | ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÁ ÁÌÇÅÂÒÙ End—V , ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÁÑ Œ V ÓÌÅŒÁ, ÐÒÉÞÅÍ ÉÚŒÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÌÅŒÙÊ A- ÍÏÄÕÌØ V ÐÏÌÕÐÒÏÓÔ. ðÏÌÏÖÉÍ B = End_A V . ôÏÇÄÁ End_B V = A.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. äÏËÁÖÅÍ ÓÐÅÒŒÁ ÏÄÎÏ ŒÓÐÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ.

ìÅÍÍÁ 10.1. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ v ∈ V É ÌÀÂÏÇÏ φ ∈ EndB V ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÁËÏÊ ÜÌÅ- ÍÅÎÔ a ∈ A, ÞÔÏ av = φv .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÏÄÍÏÄÕÌØ Av ⊆ V . ôÁË ËÁË A-ÍÏÄÕÌØ V ÐÏÌÕ- ÐÒÏÓÔ, ÔÏ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ Œ ÐÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ V = Av ⊕U ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ A-ÐÏÄÍÏÄÕÌÑ U ⊆ V . ðÒÏÅËÃÉÑ π : V −→ Av ŒÄÏÌØ U ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ A-ÍÏÄÕÌÑ V , ÔÏ ÅÓÔØ π ∈ B . óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, φv = φ(vπ) = (φv)π , ÔÏ ÅÓÔØ φv ∈ Av , ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏŒÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ.

ðÅÒÅÊÄÅÍ ÔÅÐÅÒØ Ë ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÕ ÔÅÏÒÅÍÙ. ðÕÓÔØ φ | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ÜÌÅ- ÍÅÎÔ ÁÌÇÅÂÒÙ End_B V . äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ φ ∈ A.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ A-ÍÏÄÕÌØ W = V ⊕ · · · ⊕ V n , ÇÄÅ n = dim V . ôÁË ÖÅ, ËÁË É Œ ÐÒÉÍÅÒÅ 1, ÐÒÏŒÅÒÑÅÍ, ÞÔÏ End_A W = M_n(B). ñÓÎÏ, ÞÔÏ φ^{(n)} = φ ⊕ · · ·⊕ φ : W −→ W ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ M_n(B)-ÍÏÄÕÌÑ W . ðÏÌÏÖÉÍ w = (v_1, . . . , v_n), ÇÄÅ ŒÅËÔÏÒÙ v_1, . . . , v_n ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÔ ÂÁÚÉÓ V ËÁË ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÎÁÄ —. ðÏ ÌÅÍÍÅ 10.1 ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÁËÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ a ∈ A, ÞÔÏ aw = φ^{(n)}w , ÔÏ ÅÓÔØ av_i = φv_i ÄÌÑ ŒÓÅÈ i = 1, . . ., n. îÏ ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ a = φ. óÌÅÄÓÔŒÉÅ 10.1. ðÕÓÔØ ÐÏÌÅ —ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÏ, A | ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÁ ÁÌÇÅÂÒÙ End—V , ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÁÑ Œ V ÓÌÅŒÁ, ÐÒÉÞÅÍ ÌÅŒÙÊ A-ÍÏÄÕÌØ V ÐÒÏÓÔ. ôÏÇÄÁ A = End—V .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÏ ÌÅÍÍÅ ûÕÒÁ End_A V = —, ÏÔËÕÄÁ, ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ÄŒÏÊÎÏÍ ÃÅÎÔÒÁÌÉÚÁÔÏÒÅ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ End—V = A.