îÅÚÁŒÉÓÉÍÙÊ íÏÓËÏŒÓËÉÊ õÎÉŒÅÒÓÉÔÅÔ

áÌÇÅÂÒÁ { II

œÔÏÒÏÊ ËÕÒÓ, ÏÓÅÎÎÉÊ ÓÅÍÅÓÔÒ 1999/2000 Ç. ìÅËÃÉÉ 8,9

ðÏÌÕÐÒÏÓÔÙÅ ÁÌÇÅÂÒÙ É ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÇÒÕÐÐ. ðÕÓÔØ A | ÁÌÇÅÂÒÁ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ —(ÎÁÐÏÍÎÀ, ÞÔÏ ÍÙ ŒÓÅÇÄÁ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÍ A ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏÊ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÏÊ Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ). äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ a ∈ A ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÅÄÕÀ- ÝÉÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ Œ A ËÁË Œ ÌÉÎÅÊÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÎÁÄ —: ÏÐÅÒÁÔÏÒ L(a) ÌÅŒÏÇÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ a É ÏÐÅÒÁÔÏÒ R(a) ÐÒÁŒÏÇÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ a. íÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÄŒÅ ÁÌÇÅÂÒÙ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ A: ÁÌÇÅÂÒÕ L(A) ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ ŒÉÄÁ L(a) (ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÉÈ ÓÌÅŒÁ) É ÁÌÇÅÂÒÕ R(A) ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ ŒÉÄÁ R(a) (ÄÅÊ- ÓÔŒÕÀÝÉÈ ÓÐÒÁŒÁ).

õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ 1. ëÁÖÄÁÑ ÉÚ ÁÌÇÅÂÒ L(A) É R(A) ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÁÌÇÅÂÒÅ A. ëÒÏ- ÍÅ ÔÏÇÏ, End_{L(A)} A = R(A) É End_{R(A)} A = L(A).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ A −→ L(A), ÐÅÒÅ- ŒÏÄÑÝÉÊ a ∈ A Œ L(a). ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÏÎ ÓÀÒSSÅËÔÉŒÅÎ. ðÕÓÔØ a_0 ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÅÇÏ ÑÄÒÕ. ôÏÇÄÁ a_0 = a_0 · 1 = L(a_0)1 = 0. ðÏÜÔÏÍÕ L(A) ≃ A. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, R(A) ≃ A. ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ φ ∈ End_{L(A)} A. ðÏÌÏÖÉÍ b = 1φ. ôÏÇÄÁ aφ = (L(a)1)φ = L(a)(1φ) = ab = aR(b) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ a ∈ A, ÔÏ ÅÓÔØ φ = R(b). ðÏÜÔÏÍÕ End_{L(A)} A = R(A). áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÍ, ÞÔÏ End_{R(A)} A = L(A).

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1. áÌÇÅÂÒÁ A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÏÊ, ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÁ ËÁË ÌÅŒÙÊ ÍÏÄÕÌØ ÎÁÄ ÓÏÂÏÊ.

ôÅÏÒÅÍÁ 2. ðÏÌÕÐÒÏÓÔÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ A ÎÁÄ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ ÐÏÌÅÍ — ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÐÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÅ ÍÁÔÒÉÞÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ ÎÁÄ ÜÔÉÍ ÐÏÌÅÍ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. òÁÚÌÏÖÉÍ A ËÁË ÌÅŒÙÊ A-ÍÏÄÕÌØ Œ ÐÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ ÐÒÏÓÔÙÈ ÍÏÄÕÌÅÊ, ÓÏÂÉÒÁÑ ŒÍÅÓÔÅ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙÅ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ: A ≃ W = V_1 ⊕ · · · ⊕ V_1 n1 ⊕ · · · ⊕ V_k ⊕ · · · ⊕ V_k n_k , ÇÄÅ V_1, . . . , V_k | ÎÅÉÚÏÍÏÒÆÎÙÅ ÐÒÏÓÔÙÅ ÌÅŒÙÅ A-ÍÏÄÕÌÉ. ðÕÓÔØ n = n_1 + · · ·+ n_k ìÀÂÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ w ∈ W ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ w = (v_1, . . . , v_n), ÇÄÅ v_i ∈ V_1 ÐÒÉ 1 6 i 6 n_1 , v_i ∈ V_2 ÐÒÉ n_1 + 1 6 i 6 n_1 + n_2 , É Ô. Ä.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ A-ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍ F : W −→ W . ðÒÉÍÅÎÉÍ ÅÇÏ Ë ÜÌÅÍÅÎÔÕ ŒÉÄÁ w_i(v) = (0, . . . , 0, v, 0, . . ., 0), ÇÄÅ v ∈ V_r ÓÔÏÉÔ ÎÁ i-Í ÍÅÓÔÅ. ðÏÌÕÞÉÍ w_i(v)F = (vF_{i1}, . . . , vF_{in}),

ÇÄÅ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, F_{ij} ∈ Hom_A(V_r , V_s) (ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÙ A-ÍÏÄÕÌÅÊ ÍÙ ÐÉÛÅÍ ÓÐÒÁ- ŒÁ; ÎÏÍÅÒ s ÐÒÏÓÔÏÇÏ A-ÍÏÄÕÌÑ V_s ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÉÎÄÅËÓÏÍ j ). ðÏÓËÏÌØËÕ ÌÀÂÏÊ ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÍÅÖÄÕ ÐÒÏÓÔÙÍÉ A-ÍÏÄÕÌÑÍÉ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏ- ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ, ÔÏ F_{ij} = 0 ÐÒÉ r ≠ s, Á ÐÒÉ r = s ÐÏ ÌÅÍÍÅ ûÕÒÁ F_{ij} | ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ λ_{ij} ∈ —. ðÏÜÔÏÍÕ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅ ÜÎÄÏ- ÍÏÒÆÉÚÍÁ F Ë ÓÔÒÏËÅ (u_1, . . . , u_n) | ÜÔÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÅÅ ÓÐÒÁŒÁ ÎÁ ÂÌÏÞÎÏ- ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÕÀ ÍÁÔÒÉÃÕ (λ_{ij} ) Ó ÒÁÚÍÅÒÁÍÉ ÂÌÏËÏŒ n_1, . . . , n_k . ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, End_A W = M_{n1} (—)⊕ · · · ⊕ M_{nk} (—). ïÄÎÁËÏ End_A W ≃ End_{L(A)} A = R(A) ≃ A ÐÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÀ 1.

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÉÚ ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÇÏ ÏÐÉÓÁÎÉÑ ÁÌÇÅÂÒÙ A ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ dim V_i = n_i , É ÞÔÏ A-ÍÏÄÕÌØ V_i ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ —^{ni} ÓÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÄÅÊÓÔŒÉÅÍ ÁÌÇÅÂÒÙ A: ÄÌÑ a ∈ A ÎÁÈÏÄÉÍ ÏÂÒÁÚ A ÐÒÉ ŒÙÂÒÁÎÎÏÍ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÅ A ∼−→ M_{n1} (—) ⊕ · · ·⊕ M_{nk} (—), ŒÙÄÅÌÑÅÍ i-Ê ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÊ ÂÌÏË (ÒÁÚÍÅÒÏÍ n_i ×n_i ), É ÐÒÉÍÅÎÑÅÍ ÜÔÕ ÍÁÔÒÉÃÕ Ë ÜÌÅÍÅÎÔÁÍ —^{ni} .

ôÅÏÒÅÍÁ 3. ðÕÓÔØ ÁÌÇÅÂÒÁ A ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÁ É V_1, . . . , V_k | ŒÓÅ ÎÅÉÚÏÍÏÒÆÎÙÅ ÐÒÏÓÔÙÅ A-ÍÏÄÕÌÉ, ŒÈÏÄÑÝÉÅ Œ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ A ËÁË ÌÅŒÏÇÏ A-ÍÏÄÕÌÑ. ôÏÇÄÁ ÌÀÂÏÊ ÌÅŒÙÊ A-ÍÏÄÕÌØ ÐÏÌÕÐÒÏÓÔ, É ÌÀÂÏÊ ÐÒÏÓÔÏÊ ÌÅŒÙÊ A-ÍÏÄÕÌØ ÉÚÏÍÏÒ- ÆÅÎ ÏÄÎÏÍÕ ÉÚ V_i .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÏÄÍÏÄÕÌØ A ËÁË ÌÅŒÏÇÏ A-ÍÏÄÕÌÑ | ÜÔÏ ÎÅ ÞÔÏ ÉÎÏÅ, ËÁË ÌÅŒÙÊ ÉÄÅÁÌ. ðÒÅÄÓÔÁŒÉÍ A ËÁË ÐÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÈ (ÎÅÎÕÌÅŒÙÈ) ÌÅ- ŒÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ: A = ⨁ I_j , ÇÄÅ, ÐÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ, ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ÉÄÅÁÌÏŒ I_j ÉÚÏÍÏÒ- ÆÅÎ (ËÁË ÌÅŒÙÊ A-ÍÏÄÕÌØ) ÎÅËÏÔÏÒÏÍÕ ÉÚ V_i . ðÕÓÔØ V | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ÌÅŒÙÊ A-ÍÏÄÕÌØ, É ÐÕÓÔØ v ∈ V . ôÏÇÄÁ Av = ∑ I_j v , ÇÄÅ ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ÐÏÄÍÏÄÕÌÅÊ I_j v ÌÉÂÏ ÐÒÏÓÔÏÊ (ÉÚÏÍÏÒÆÎÙÊ ÏÄÎÏÍÕ ÉÚ V_i ), ÌÉÂÏ ÎÕÌÅŒÏÊ. ðÕÓÔØ (v_1, . . . , v_s) | ÂÁÚÉÓ V . ôÏÇÄÁ V = ∑ Av_r = ∑ I_j v_r , ÔÏ ÅÓÔØ ÍÏÄÕÌØ V ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÕÍÍÏÊ ÐÒÏ- ÓÔÙÈ ÍÏÄÕÌÅÊ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÏÎ ÐÏÌÕÐÒÏÓÔ. åÓÌÉ ÏÎ ÐÒÏÓÔ, ÔÏ ÒÁŒÅÎ ÏÄÎÏÍÕ ÉÚ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ I_j v_r , ÐÏÜÔÏÍÕ ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ ÏÄÎÏÍÕ ÉÚ V_i .

þÔÏÂÙ ÐÒÉÍÅÎÑÔØ ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÅ ÔÅÏÒÅÍÙ Ë ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑÍ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ, ÍÙ ÄÏÌÖÎÙ ÎÁÊÔÉ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÁÌÇÅÂÒÕ, ÔÅÏÒÉÑ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ ËÏÔÏÒÏÊ ÂÕÄÅÔ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÁ ÔÅÏÒÉÉ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ ÇÒÕÐÐÙ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2. äÌÑ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ G ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ

—G ŒÓÅÈ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÇÒÕÐÐÙ. îÁ ÂÁÚÉÓÅ ÐÒÏ-

ÓÔÒÁÎÓÔŒÁ —G ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ (ÇÒÕÐÐÏŒÁÑ ÏÐÅÒÁÃÉÑ); ÒÁÓ- ÐÒÏÓÔÒÁÎÑÑ Åč ÐÏ ÄÉÓÔÒÉÂÕÔÉŒÎÏÓÔÉ ÎÁ ŒÓč ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ —G, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÎÁ ÎčÍ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ. üÔÁ ÁÌÇÅÂÒÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÇÒÕÐ- ÐÏŒÏÊ ÁÌÇÅÂÒÏÊ ÇÒÕÐÐÙ G.

ðÕÓÔØ V | ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ —, É ρ : G −→ End—V | ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÇÒÕÐÐÙ G. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÅ V ÏÐÅÒÁÃÉÀ ÌÅŒÏÇÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÇÒÕÐÐÏŒÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ, ÐÏÌÏÖÉŒ ( ∑ g∈G λ_g g ) v = ∑ g∈G λ_g ρ(g)v .

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ V ÐÒÉÏÂÒÅÔÁ- ÅÔ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÌÅŒÏÇÏ —G-ÍÏÄÕÌÑ. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÐÒÅÄSSÑŒÌÅÎÎÁÑ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÑ —G- ÍÏÄÕÌÑ ÐÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÀ ÇÒÕÐÐÙ G ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÄÏ ÆÕÎËÔÏÒÁ ÉÚ ËÁÔÅÇÏ- ÒÉÉ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ ÇÒÕÐÐÙ G ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ —Œ ËÁÔÅ- ÇÏÒÉÀ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÈ ÌÅŒÙÈ —G-ÍÏÄÕÌÅÊ, ÏÓÕÝÅÓÔŒÌÑÀÝÅÇÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ ÜÔÉÈ ËÁÔÅÇÏÒÉÊ.

ôÅÏÒÅÍÁ 4 (íÁÛËÅ). ðÕÓÔØ G | ËÏÎÅÞÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ, —| ÐÏÌÅ, ÐÒÉÞÅÍ char — ÎÅ ÄÅÌÉÔ |G|. ôÏÇÄÁ ÌÀÂÏÊ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÊ —G-ÍÏÄÕÌØ ÐÏÌÕÐÒÏÓÔ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ V | ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÊ —G-ÍÏÄÕÌØ, É U | ÅÇÏ ÐÏÄ- ÍÏÄÕÌØ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ π_0 : V −→ U , ÔÏÖÄÅ- ÓÔŒÅÎÎÏÅ ÎÁ U (ÐÒÏÅËÃÉÀ ŒÄÏÌØ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ W_0 ). ðÏÌÏÖÉÍ πv = 1 |G| ∑ g∈G gπ_0g^{−1}v ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ v ∈ V . ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ π : V −→ U ÔÏÖÅ ÌÉÎÅÊÎÏ, ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏ ÎÁ U , ÎÏ ÅÝč É G-ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏ, ÔÏ ÅÓÔØ hπ = πh ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ h ∈ G. ðÏÜÔÏÍÕ W = Ker π ÑŒÌÑÅÔÓÑ —G-ÐÏÍÏÄÕÌÅÍ ÍÏÄÕÌÑ V . ðÒÉ ÜÔÏÍ V = U ⊕ W .

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 4.1. ðÒÉ char —ÎÅ ÄÅÌÑÝÅÊ |G| ÇÒÕÐÐÏŒÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ —G ÐÏÌÕÐÒÏ- ÓÔÁ.

éÔÁË, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ÔÅÏÒÅÍÙ 2 É 3 Ë ÇÒÕÐÐÏŒÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ. ðÒÉ ÜÔÏÍ, ÚÎÁÑ Ï ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÉ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÁÌÇÅÂÒÙ Œ ÐÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ ÍÁÔÒÉÞÎÙÈ ËÏÌÅÃ, ÍÙ ÎÅ ÚÎÁÅÍ ÓÁÍÏÇÏ ÜÔÏÇÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ. ðÏÜÔÏÍÕ ŒÁÖÎÏ ŒÙÒÁ- ÚÉÔØ ËÁË ÍÏÖÎÏ ÂÏÌØÛÅ ÓŒÏÊÓÔŒ ÜÔÏÇÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ Œ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ÔÅÒÍÉÎÁÈ.

ðÒÅÖÄÅ ŒÓÅÇÏ, ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÁÌÇÅÂÒÙ A ŒÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÞÉÓÌÁ n_i ÐÏ ÆÏÒ- ÍÕÌÅ dim A = ∑ n^2_i . ðÏÜÔÏÍÕ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 3 ÓÌÅÄÕÅÔ

õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ 5. òÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ A ÎÁÄ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ ÐÏÌÅÍ ÒÁŒÎÁ ÓÕÍÍÅ ËŒÁÄÒÁÔÏŒ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÅÊ ÎÅÉÚÏÍÏÒÆÎÙÈ ÐÒÏ- ÓÔÙÈ A-ÍÏÄÕÌÅÊ.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 5.1. ðÕÓÔØ ÐÏÌÅ —ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÏ É ÅÇÏ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉ- ËÁ ÎÅ ÄÅÌÉÔ ÐÏÒÑÄÏË ËÏÎÅÞÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ G. ôÏÇÄÁ ÓÕÍÍÁ ËŒÁÄÒÁÔÏŒ ÒÁÚÍÅÒÎÏ- ÓÔÅÊ ÎÅÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÈ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ ÇÒÕÐÐÙ G ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ — ÒÁŒÎÁ ÐÏÒÑÄËÕ ÜÔÏÊ ÇÒÕÐÐÙ.

äÁÄÉÍ ÔÅÐÅÒØ ŒÁÖÎÏÅ

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3. ãÅÎÔÒÏÍ ÁÌÇÅÂÒÙ A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÔÁËÉÈ ÜÌÅ- ÍÅÎÔÏŒ z ∈ A, ÞÔÏ za = az ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ a ∈ A. ãÅÎÔÒ ÁÌÇÅÂÒÙ A ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ Z(A).

ãÅÎÔÒ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÏÊ Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ.

ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÃÅÎÔÒ ÐÏÌÎÏÊ ÍÁÔÒÉÞÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ÓÏÓÔÏÉÔ ÔÏÌØËÏ ÉÚ ÓËÁÌÑÒÎÙÈ ÍÁÔÒÉÃ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÃÅÎÔÒÏÍ ÐÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÙ ÁÌÇÅÂÒ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÑÍÁÑ ÓÕÍÍÁ

ÃÅÎÔÒÏŒ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ. ðÏÜÔÏÍÕ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÃÅÎÔÒÁ ÒÁŒÎÁ ÞÉÓÌÕ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ. ïÔ- ÓÀÄÁ ÐÏÌÕÞÁÅÍ

õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ 6. þÉÓÌÏ ÎÅÉÚÏÍÏÒÆÎÙÈ ÐÒÏÓÔÙÈ A-ÍÏÄÕÌÅÊ ÄÌÑ ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ A ÎÁÄ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ ÐÏÌÅÍ ÒÁŒÎÏ dim Z(A).

ðÕÓÔØ A = —G. îÁÊÄÅÍ Z(A). ñÓÎÏ, ÞÔÏ z = ∑ g∈G λ_gg ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ Z(A)

ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ hz = zh ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ h ∈ G. ðÏÜÔÏÍÕ Z(A) = {∑ g∈G λ_gg | | (∀g, h ∈ G) λ_h�1_{gh} = λg } . ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÃÅÎÔÒÁ ÇÒÕÐÐÏŒÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ÒÁŒÎÁ ÞÉÓÌÕ ËÌÁÓ- ÓÏŒ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ. éÔÁË, ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 6.1. ðÕÓÔØ ÐÏÌÅ —ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÏ É ÅÇÏ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉ- ËÁ ÎÅ ÄÅÌÉÔ ÐÏÒÑÄÏË ËÏÎÅÞÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ G. ôÏÇÄÁ ÞÉÓÌÏ ÎÅÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÈ ÎÅ- ÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ ÇÒÕÐÐÙ G ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ —ÒÁŒÎÏ ÞÉÓÌÕ ËÌÁÓÓÏŒ ÓÏÐÒÑ- ÖÅÎÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÜÔÏÊ ÇÒÕÐÐÙ.

ôÅÏÒÉÑ ÈÁÒÁËÔÅÒÏŒ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4. ðÕÓÔØ A | ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ, Á V | ÌÅŒÙÊ A-ÍÏÄÕÌØ. îÁ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V^∗ ÍÏÖÎÏ ŒŒÅÓÔÉ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÐÒÁŒÏÇÏ A-ÍÏÄÕÌÑ, ÐÏÌÏÖÉŒ (ξa)(v) = ξ(av) ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ξ ∈ V^∗ É v ∈ V . ðÏÌÕÞÅÎÎÙÊ ÐÒÁŒÙÊ A- ÍÏÄÕÌØ V^∗ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÙÍ ÍÏÄÕÌÅÍ Ë V .

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 5. ðÕÓÔØ V | ÌÅŒÙÊ A-ÍÏÄÕÌØ, Á U | ÐÒÁŒÙÊ A-ÍÏÄÕÌØ. âÉ- ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ B : U × V −→ —ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ A-ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÊ, ÅÓÌÉ B(ua, v) = B(u, av) ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ u ∈ U , v ∈ V É a ∈ A. õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ B : U × V −→ —ÑŒÌÑÅÔÓÑ

A-ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÊ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏ- ÂÒÁÖÅÎÉÅ U −→ V^∗ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÐÒÁŒÙÈ A-ÍÏÄÕÌÅÊ (É ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ V −→ U^∗ ÑŒÌÑÅÔ- ÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÌÅŒÙÈ A-ÍÏÄÕÌÅÊ).

ðÕÓÔØ A | ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ C (ÉÌÉ ÌÀÂÙÍ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅ- ÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ ÐÏÌÅÍ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ ÎÏÌØ). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÂÉÌÉÎÅÊÎÕÀ ÆÏÒÍÕ (a, b) = tr L_aL_b ÎÁ A (ÎÁÐÏÍÎÀ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ a ∈ A ÞÅÒÅÚ L_a ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÌÅŒÏÇÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ a Œ ÁÌÇÅÂÒÅ A).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 3. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÜÔÁ ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅ- ÓËÏÊ É A-ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÊ.

õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ 7. ðÕÓÔØ ÁÌÇÅÂÒÁ A ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÁ. ôÏÇÄÁ ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ( , ) ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 2 ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ A = ⨁ A_i , ÇÄÅ A_i | ÉÄÅÁÌ, ÉÚÏÍÏÒÆÎÙÊ M_{ni} (C ). éÄÅÁÌÙ A_i ÐÏÐÁÒÎÏ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ

ÆÏÒÍÙ ( , ) (ÄÏËÁÖÉÔÅ ÜÔÏ!). ðÏÜÔÏÍÕ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÏÓÔØ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÎÁÛÅÊ ÆÏÒÍÙ ÎÁ ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ÉÄÅÁÌÏŒ A_i , ÄÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÎÁÄÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ Œ ÓÌÕÞÁÅ A = M_n(C ).

ïÄÎÁËÏ ÄÌÑ a, b ∈ M_n(C ) ÍÙ ÉÍÅÅÍ tr L_aL_b = tr L_{ab} = n tr ab (ÄÏËÁÖÉÔÅ ÜÔÏ!). ðÏÜÔÏÍÕ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÏÓÔØ ÆÏÒÍÙ ( , ) ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÏÓÔÉ ÆÏÒÍÙ tr ab ÎÁ M_n(C ).

éÔÁË, ÄÌÑ ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ C ÆÏÒÍÁ ( , ) ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÉÚ- ÍÏÒÆÉÚÍ A ËÁË ÌÅŒÏÇÏ É ÐÒÁŒÏÇÏ A-ÍÏÄÕÌÑ Ó ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÙÍ ÍÏÄÕÌÅÍ A^∗ . åÓÌÉ

A = C G, ÔÏ A^∗ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÑÅÔÓÑ Ó ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ C [G] ËÏÍÐÌÅËÓ-

ÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ ÇÒÕÐÐÅ. ðÏÓÍÏÔÒÉÍ, ËÁËÏÊ ŒÉÄ ÉÍÅÅÔ ÆÏÒÍÁ ( , ) ÎÁ C G É ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ C G −→ C [G].

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÅÅÄÉÎÉÞÎÏÇÏ g ∈ G Õ ÍÁÔÒÉÃÙ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ L_g ÎÁ ÇÌÁŒÎÏÊ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ ÓÔÏÑÔ ÎÕÌÉ, Ô. Å. tr L_g = 0. åÓÌÉ ÖÅ g = e, ÔÏ L_g = id É tr L_g = |G|. ïÔÓÀÄÁ ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ (∑ g∈G λ_gg, ∑ g∈G μ_g g ) = |G| ∑ g∈G λ_g μ_g�1 .

óÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ C G −→ C [G] ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ g Œ |G|^{−1}δ_g�1_{,•} | ÆÕÎË- ÃÉÀ ÎÁ G, ÒÁŒÎÕÀ |G|^{−1} ÎÁ g^{−1} É ÎÕÌÀ ÎÁ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÁÈ ÇÒÕÐÐÙ G. ðÅÒÅÎÏÓÑ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÜÔÏÇÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÂÉÌÉÎÅÊÎÕÀ ÆÏÒÍÕ ( , ) Ó C G ÎÁ

C [G], ÐÏÌÕÞÁÅÍ_{(f1, f2) = |G|−1 ∑} g∈G f_1(g)f_2 (g^{−1}).

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 6. ðÕÓÔØ ρ | ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÇÒÕÐÐÙ G Œ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÍ ŒÅË- ÔÏÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ —. èÁÒÁËÔÅÒÏÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ρ ÎÁÚÙŒÁ- ÅÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÑ χ_ρ(g) = tr ρ(g) ∈ —[G]. ÈÁÒÁËÔÅÒ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÍ ÈÁÒÁËÔÅÒÏÍ ÇÒÕÐÐÙ G.

ôÅÏÒÅÍÁ 8. ðÕÓÔØ V_1, . . . , V_k | ŒÓÅ ÎÅÉÚÏÍÏÒÆÎÙÅ ÐÒÏÓÔÙÅ C G-ÍÏÄÕÌÉ, n_i = dim V_i , Á χ_1, . . . , χ_k | ÈÁÒÁËÔÅÒÙ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ ÇÒÕÐÐÙ G. ðÏÌÏÖÉÍ ε_i = n_i |G| ∑ g∈G χ_i(g)g^{−1} ∈ C G. ôÏÇÄÁ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ε_i ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ÃÅÎÔÒÕ ÁÌÇÅÂÒÙ C G, ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÔ ÅÇÏ ÂÁÚÉÓ É, ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÔ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍ:

1) ε^2_i = ε_i ;

2) ε_iε_j = 0 ÐÒÉ i ≠ j ;

3)^k ∑ i=1 ε_i = 1.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ ρ_i ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÇÒÕÐÐÙ G Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÅ V_i . ôÏÊ ÖÅ ÂÕËŒÏÊ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÁÌÇÅÂÒÙ C G Œ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V_i . èÁÒÁËÔÅÒ χ_i ∈ C [G] ÍÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍ ËÁË ÌÉÎÅÊÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ

ÎÁ C G, ÐÏÌØÚÕÑÓØ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÅÎÉÅÍ (C G)^∗ = C [G]. ñÓÎÏ, ÞÔÏ χi(x) = tr ρi(x)

ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ x ∈ C G.

íÙ ÚÎÁÅÍ, ÞÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁ C G ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÁÌÇÅÂÒÅ A =^k ⨁ i=1 M_{ni} (C ). ðÕÓÔØ ψ :

A −→ C G | ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ. åÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÊ ÂÁÚÉÓ ÃÅÎÔÒÁ ÁÌÇÅÂÒÙ A ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÔ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ŒÉÄÁ E_i = (0, . . . , 0, E, . . ., 0), ÇÄÅ ÅÄÉÎÉÞÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ ÓÔÏÉÔ ÎÁ i-Í ÍÅÓÔÅ, Á ÎÁ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ | ÎÕÌÉ. äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ψ(E_i) = ε_i .

ðÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ρ_i ∘ ψ ÁÌÇÅÂÒÙ A ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÀ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÅ C^{ni} , ÇÄÅ ËÁÖÄÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ a = (a_1, . . ., a_k) ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÍÁÔÒÉÃÅÊ a_i ∈ M_{ni} (C ). ðÏÜÔÏÍÕ tr ρ_i ∘ ψ(a) = tr a_i . ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, tr L_aL_{Ei} = tr L_{aEi} = n_i tr a_i . ðÏÜÔÏÍÕ (x, ψ(E_i)) = n_iχ_i(x) = (x, ε_i) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ x ∈ C G. éÚ ÎÅŒÙÒÏ- ÖÄÅÎÎÏÓÔÉ ÆÏÒÍÙ ( , ) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ψ(E_i) = ε_i .

éÔÁË, ÜÌÅÍÅÎÔÙ (ε_1, . . . , ε_k) = (ψ(E_1), . . . , ψ(E_k)) | ÂÁÚÉÓ Z(C G). óÏÏÎÏÛÅ- ÎÉÑ ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ ÓÌÅÄÕÀÔ ÉÚ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÈ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ ÍÅÖÄÕ E_i , ËÏÔÏ- ÒÙÅ ÏÞÅŒÉÄÎÙ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. éÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÔÅÏÒÅÍÙ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ε_i ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÅÄÉÎÉÞÎÙÍ ÏÐÅ- ÒÁÔÏÒÏÍ Œ V_i É ÎÕÌÅÍ ŒÏ ŒÓÅÈ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÐÒÏÓÔÙÈ C G-ÍÏÄÕÌÑÈ V_j . ðÏÜÔÏÍÕ Œ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÍ C G-ÍÏÄÕÌÅ ε_i ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ËÁË ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÊ ÐÒÏÅËÔÏÒ ÎÁ i-À ÉÚÏÔÉÐÉÞÅÓËÕÀ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÕ, ÔÏ ÅÓÔØ ÎÁ ÓÕÍÍÕ ŒÓÅÈ ÐÒÏÓÔÙÈ C G-ÐÏÄÍÏÄÕÌÅÊ, ÉÚÏÍÏÒÆÎÙÈ V_i .

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 8.1. èÁÒÁËÔÅÒÙ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁ- ŒÌÅÎÉÊ ÇÒÕÐÐÙ G ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙ É ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÔ ÂÁÚÉÓ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ G, ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÈ ÎÁ ËÌÁÓÓÁÈ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. èÁÒÁËÔÅÒ χ_i | ÏÂÒÁÚ n^{−1}_i ε_i ÐÒÉ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÅ C G ∼−→ C [G], ÚÁÄÁŒÁÅÍÏÍ ÆÏÒÍÏÊ ( , ). ðÏÓËÏÌØËÕ ε_i ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÔ ÂÁÚÉÓ Œ Z(C G), ÔÏ É χ_i ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÔ ÂÁÚÉÓ Œ ÏÂÒÁÚÅ ÜÔÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, ÒÁŒÎÏÍ, ËÁË ÌÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÕ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ G, ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÈ ÎÁ ËÌÁÓÓÁÈ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 8.2. äÌÑ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÈÁÒÁËÔÅÒÏŒ χ_i ÇÒÕÐÐÙ G ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÅÅ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ:

(χ_i, χ_j) = δ_{ij} .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. üÔÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÏÞÅŒÉÄÎÏÇÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ (ε_i, ε_j) = n^2_i .

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 8.3. èÁÒÁËÔÅÒ χ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ÇÒÕÐÐÙ G ÑŒÌÑ- ÅÔÓÑ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ (χ, χ) = 1.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. üÔÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÈÁÒÁËÔÅÒ ÐÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÙ ÐÒÅÄÓÔÁ- ŒÌÅÎÉÊ ÒÁŒÅÎ ÓÕÍÍÅ ÉÈ ÈÁÒÁËÔÅÒÏŒ, Á ÌÀÂÏÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÇÒÕÐÐÙ G ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÐÏÌÎÅ ÐÒÉŒÏÄÉÍÙÍ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4. ðÕÓÔØ V, W | C G-ÍÏÄÕÌÉ, Á χ_V , χ_W | ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÙ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ dimHom_G(V, W ) = (χ_V , χ_W ).

õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ 9. ðÕÓÔØ χ | ÈÁÒÁËÔÅÒ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ρ ÇÒÕÐ- ÐÙ G Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V . ôÏÇÄÁ χ(g^{−1}) = χ(g) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ g ∈ G.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. œ ÌÀÂÏÍ C G-ÍÏÄÕÌÅ ÅÓÔØ G-ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÅ ÜÒÍÉÔÏŒÏ ÓËÁ- ÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ (ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÍÏÖÎÏ ŒÚÑÔØ ÌÀÂÏÅ ÜÒÍÉÔÏŒÏ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ É ÕÓÒÅÄÎÉÔØ ÅÇÏ ÐÏ ÇÒÕÐÐÅ G, ËÁË ÍÙ ÜÔÏ ÄÅÌÁÌÉ Ó ÐÒÏÅËÔÏ- ÒÏÍ Œ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ ÔÅÏÒÅÍÙ íÁÛËÅ). œÙÂÅÒÅÍ ÔÁËÏÅ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅ- ÎÉÅ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V É ÚÁÐÉÛÅÍ ÍÁÔÒÉÃÙ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ Œ ËÁËÏÍ- ÎÉÂÕÄØ ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ. ðÕÓÔØ C(g) | ÍÁÔÒÉÃÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ρ(g). ôÏÇÄÁ C(g^{−1}) = C(g)^{−1} = C(g)^t . ðÏÜÔÏÍÕ χ(g^{−1}) = χ(g).

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 9.1. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ Œ C [G] ÜÒÍÉÔÏŒÏ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ⟨ , ⟩ ÆÏÒÍÕÌÏÊ

⟨f_1, f_2⟩ = 1 |G| ∑ g∈G f_1(g)f_2 (g).

ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÄŒÕÈ ÈÁÒÁËÔÅÒÏŒ χ_1, χ_2 ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ

⟨χ_1, χ_2⟩ = (χ_1, χ_2)

œ ÓÉÌÕ ÜÔÏÇÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ ÄÌÑ ÈÁÒÁËÔÅÒÏŒ É ÅÇÏ ÓÌÅÄÓÔŒÉÑ ÏÓÔÁÀÔÓÑ ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÙÍÉ ÐÒÉ ÚÁÍÅÎÅ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÙ ( , ) ÎÁ ÜÒÍÉÔÏŒÕ ÆÏÒÍÕ ⟨ , ⟩.

õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ 10. èÁÒÁËÔÅÒÙ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ ÐÒÉÎÉÍÁÀÔ ÔÏÌØËÏ ÃÅÌÙÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ G | ËÏÎÅÞÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ, ρ : G −→ EndC V | ÅÅ ÐÒÅÄ- ÓÔÁŒÌÅÎÉÅ É χ(g) = tr ρ(g) | ÈÁÒÁËÔÅÒ ÜÔÏÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ m ÐÏÒÑÄÏË ÇÒÕÐÐÙ G. ëÁÖÄÏÅ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ρ(g) ÑŒÌÑÅÔ- ÓÑ ËÏÒÎÅÍ m-Ê ÓÔÅÐÅÎÉ ÉÚ ÅÄÉÎÉÃÙ, ÔÏ ÅÓÔØ ÃÅÌÙÍ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍ ÞÉÓÌÏÍ (ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ g ∈ G). ðÏÜÔÏÍÕ É ÓÌÅÄ ρ(g) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÃÅÌÙÍ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍ ÞÉ- ÓÌÏÍ.

ôÅÏÒÅÍÁ 11. òÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÌÀÂÏÇÏ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÇÏ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅ- ÎÉÑ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ ÄÅÌÉÔ ÐÏÒÑÄÏË ÇÒÕÐÐÙ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ G | ËÏÎÅÞÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ, V | ÐÒÏÓÔÏÊ C G-ÍÏÄÕÌØ, χ | ÈÁÒÁËÔÅÒ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÇÏ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ É n = dim V . íÙ ÚÎÁÅÍ, ÞÔÏ ÜÌÅÍÅÎÔ ε = n |G| ∑ g∈G χ(g)g^{−1} ∈ C G ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V ÅÄÉÎÉÞÎÙÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ. ðÏÌÏÖÉÍ A =^{|G|}_n ε. ôÏÇÄÁ tr A^k =^∑_{g1,...,gk∈G} χ(g1) . . . χ(gk)χ(g^{−1}_1 · g^{−1}_k ). éÚ ÜÔÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ ŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ tr A^k ŒÙÒÁÖÁÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ Ó ÃÅÌÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ ÏÔ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÁ χ É, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÃÅÌÙÍ

ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍ ÞÉÓÌÏÍ. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, tr A^k =^{|G|k}_{nk}�_1 | ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÅ ÞÉ- ÓÌÏ. éÚ ÃÅÌÏÚÁÍËÎÕÔÏÓÔÉ ZÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ^{|G|k}_{nk}�_1 | ÞÉÓÌÏ ÃÅÌÏÅ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÜÔÏ ŒÅÒÎÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ k , ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ^{|G|}_n | ÃÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ.

ôÅÏÒÅÍÁ 12. ìÀÂÏÊ ÎÅÏÄÎÏÍÅÒÎÙÊ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÊ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÊ ÈÁÒÁËÔÅÒ ËÏ- ÎÅÞÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ ÒÁŒÅÎ ÎÕÌÀ ÈÏÔÑ ÂÙ ÎÁ ÏÄÎÏÍ ËÌÁÓÓÅ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÓÔÉ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÊ ÈÁÒÁËÔÅÒ χ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÇÒÕÐ- ÐÙ G ÎÅ ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ÎÕÌÅŒÏÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÅ ÎÅÐÒÉŒÏ- ÄÉÍÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÞÅÒÅÚ ρ, Á ÅÇÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ | ÞÅÒÅÚ n. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÏ- ÉÚŒÏÌØÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ g ∈ G. ðÕÓÔØ ω | ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÐÒÉÍÉÔÉŒÎÙÊ ËÏÒÅÎØ ÓÔÅÐÅÎÉ |G| ÉÚ 1. ôÏÇÄÁ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÌÀÂÏÅ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ρ(g) ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ ω^k ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÃÅÌÏÇÏ k , Á ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÁ χ ÎÁ g ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ ËÁË χ(g) = ω^{k1} +· · ·+ω^{kn} , ÇÄÅ k_1, . . . , k_n ∈ Z. ðÒÉ ÜÔÏÍ χ(g) = ω^{−k1} +· · ·+ω^{−kn} . ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ŒÌÏÖÅÎÉÑ φ : Q(ω) −→ C ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁŒÅÎ- ÓÔŒÏ φ(χ(g)) = φ(χ(g)), ÐÏÓËÏÌØËÕ ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ ŒÌÏÖÅÎÉÉ ω ÄÏÌÖÅÎ ÐÅÒÅÈÏÄÉÔØ Œ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÐÒÉÍÉÔÉŒÎÙÊ ËÏÒÅÎØ ÓÔÅÐÅÎÉ |G| ÉÚ 1.

óÏÇÌÁÓÎÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ, ∑ g∈G χ(g)χ(g) = |G|. (1) ðÒÉÍÅÎÉÍ Ë ÔÏÖÄÅÓÔŒÕ (1) ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÅ ŒÌÏÖÅÎÉÑ φ : Q(ω) −→ C É ÓÏÓÔÁŒÉÍ ÓÒÅÄÎÅÅ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÏÅ ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÈ ÒÁŒÅÎÓÔŒ: ∑ g∈G (1 r ∑ φ∈Φ φ ( χ(g)χ(g) )) = |G|, ÇÄÅ ÞÅÒÅÚ ˘ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ŒÌÏÖÅÎÉÊ ÐÏÌÑ Q(ω) Œ ÐÏÌÅ ËÏÍÐÌÅËÓ- ÎÙÈ ÞÉÓÅÌ É r = |˘|. ðÏÓËÏÌØËÕ φ ( χ(g)χ(g) ) = φ(χ(g))φ(χ(g)) = φ(χ(g))φ(χ(g)) = |φ(χ(g))|^2 > 0, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÓÒÅÄÎÅÇÏ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÏÇÏ É ÓÒÅÄÎÅÇÏ ÇÅÏ- ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ: ∑ g∈G r √ ∏ φ∈Φ φ ( χ(g)χ(g) ) 6 |G|, úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÓÒÅÄÎÉÍ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ ÞÉÓÅÌ φ ( χ(g)χ(g) ) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÒÅÎØ ÓÔÅ- ÐÅÎÉ r ÉÚ ÎÏÒÍÙ ÃÅÌÏÇÏ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÇÏ ÞÉÓÌÁ χ(g)χ(g). îÏÒÍÁ ÃÅÌÏÇÏ ÁÌÇÅ- ÂÒÁÉÞÅÓËÏÇÏ ÞÉÓÌÁ | ÃÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ, Á ÓÒÅÄÎÅÅ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ | ÞÉÓÌÏ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ g ∈ G ÓÒÅÄÎÅÅ ÇÅÏÍÅÔÒÉ- ÞÅÓËÏÅ ŒÓÅÈ ÞÉÓÅÌ φ ( χ(g)χ(g) ) ÎÅ ÍÅÎØÛÅ ÅÄÉÎÉÃÙ. ïÄÎÁËÏ ÓÕÍÍÁ ŒÓÅÈ ÜÔÉÈ ÓÒÅÄÎÉÈ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ ÞÉÓÌÁ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ. ðÏÜÔÏÍÕ ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ÓÌÁ- ÇÁÅÍÙÈ ÒÁŒÎÏ ÅÄÉÎÉÃÅ. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÎÏÒÍÁ |χ(e)|^2 , ÇÄÅ e | ÅÄÉÎÉÃÁ ÇÒÕÐÐÙ G, ÒÁŒÎÁ 1. ïÄÎÁËÏ χ(e) = n. ðÏÜÔÏÍÕ n = 1.