úÁÄÁÞÉ ÐÏ ÁÌÇÅÂÒÅ. II ËÕÒÓ, ÏÓÅÎØ 1999 ÇÏÄÁ. ìÉÓÔÏË Ć 5.

1) þÅÍÕ ÒÁŒÎÙ ÎÏÒÍÁ É ÓÌÅÄ ÜÌÅÍÅÎÔÁ a + b √ −3 ∈ Q[ √ −3]?

2) ïÐÉÓÁÔØ ÃÅÌÏÅ ÚÁÍÙËÁÎÉÅ R ËÏÌØÃÁ ZŒ Q[ √ −3].

3) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ËÏÌØÃÏ R ÉÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÅŒËÌÉÄÏŒÙÍ. 4) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ËÏÌØÃÏ Z[ √ −3] ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÅŒËÌÉÄÏŒÙÍ.

5) ðÕÓÔØ R | ÃÅÌÏÚÁÍËÎÕÔÁÑ ÏÂÌÁÓÔØ ÃÅÌÏÓÔÎÏÓÔÉ, —| Åč ÐÏÌÅ ÞÁÓÔÎÙÈ,

F/—| ËÏÎÅÞÎÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÜÌÅÍÅÎÔ a ∈ F ÑŒÌÑÅÔÓÑ

ÃÅÌÙÍ ÎÁÄ R ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÅÇÏ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ

ÎÁÄ —(ÓÏ ÓÔÁÒÛÉÍ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏÍ 1) ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ R[x].

6) ðÕÓÔØ F ⊆ C | ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ ÐÏÌÑ Q (ÐÏÒÏÖÄčÎÎÏÅ ÐÒÉ- ÓÏÅÄÉÎÅÎÉÅÍ ËÏÒÎÑ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ŒÔÏÒÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ). ðÕÓÔØ

a ∈ F | ÔÁËÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ, ÞÔÏ ÅÇÏ ÎÏÒÍÁ É ÓÌÅÄ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ Z. ïÂÑÚÁ-

ÔÅÌØÎÏ ÌÉ a | ÃÅÌÏÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÞÉÓÌÏ? 7) ïÐÉÓÁÔØ ÃÅÌÏÅ ÚÁÍÙËÁÎÉÅ ËÏÌØÃÁ ZŒ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÉ Q( √ k), ÇÄÅ k | ÃÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÓŒÏÂÏÄÎÏÅ ÏÔ ËŒÁÄÒÁÔÏŒ.

8) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ ÓÏŒÅÒÛÅÎÎÏÇÏ ÐÏÌÑ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÏŒÅÒÛÅÎÎÙÍ ÐÏÌÅÍ.

9) ðÕÓÔØ F/—| ÓÅÐÁÒÁÂÅÌØÎÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ ÓÔÅÐÅÎÉ n É φ_1, . . ., φ_n | ŒÓÅ- ŒÏÚÍÏÖÎÙÅ ŒÌÏÖÅÎÉÑ F Œ —ÎÁÄ —. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ a ∈ F ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÉÍÉ- ÔÉŒÎÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ŒÓÅ φ_i(a) ÒÁÚÌÉÞÎÙ.

10) ðÕÓÔØ F | ÐÏÌÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ x^4 + 3x^2 + 2 ÎÁÄ Q.

Á) îÁÊÔÉ [F : Q].

Â) îÁÊÔÉ ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ÐÒÉÍÉÔÉŒÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ F ÎÁÄ Q.

11) ðÕÓÔØ —(a)/—| ËÏÎÅÞÎÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ, —⊆ L ⊆ —(a), f(x) | ÍÉÎÉÍÁÌØ- ÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÜÌÅÍÅÎÔÁ a ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ L. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f(x) ÐÏÒÏÖÄÁÀÔ ÐÏÌÅ L ÎÁÄ —.

12) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ F/—ÉÍÅÅÔ ÐÒÉÍÉÔÉŒÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÌÉÛØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÐÒÏÍÅÖÕÔÏÞÎÙÈ ÐÏÌÅÊ, ÔÏ ÅÓÔØ ÔÁËÉÈ ÐÏÄÐÏÌÅÊ L ⊆ F, ÞÔÏ —⊆ L.

13) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÇÏ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ F/—ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÌÉÛØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÐÒÏÍÅÖÕÔÏÞÎÙÈ ÐÏÌÅÊ, ÔÏ ÏÎÏ ÉÍÅÅÔ ÐÒÉÍÉÔÉŒÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ.

14) ðÕÓÔØ —| ÐÏÌÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ p. ðÏÌÏÖÉÍ F = —(x, y) (ÐÏÌÅ ÒÁÃÉÏ- ÎÁÌØÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÏÔ ÄŒÕÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ), L = —(x^p, y^p) ⊆ F. äÏËÁÚÁÔØ,

ÞÔÏ F/L | ËÏÎÅÞÎÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ ÓÔÅÐÅÎÉ p^2 , É ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÒÏÍÅ-

ÖÕÔÏÞÎÙÈ ÐÏÌÅÊ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ.