áìçåâòá 1999/2000 I óåíåóôò

ìÉÓÔÏË 3

æ. úÁË, á. éÎÛÁËÏŒ, á. ïÂÌÏÍËÏŒ, ó. äÏÒÉÞÅÎËÏ

åÓÌÉ K | ÐÏÌÅ, ÔÏ K[T ] | ËÏÌØÃÏ ÇÌÁŒÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ (ÚÁÄÁÞÁ 1.14), ÔÁË ÞÔÏ ŒÓÑËÉÊ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ P (T ) ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÐÏÌÅ K[T ]/(P ), ÑŒÌÑÀÝÅ- ÅÓÑ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅÍ K. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÍÎÏÇÏ ÎÏŒÙÈ ÐÒÉÍÅÒÏŒ ÐÏÌÅÊ.

XúÁÄÁÞÁ 3.1. ðÕÓÔØ p > 2 | ÐÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ, É ÐÕÓÔØ Fp = Z/pZ| ÐÏÌÅ ÉÚ p

ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ. ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ Œ F_p ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÒÏŒÎÏ^{p−1}_2 ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ, ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅ ÉÚŒÌÅËÁÅÔÓÑ ËŒÁÄÒÁÔÎÙÊ ËÏÒÅÎØ (Ô.Å. b^2 ≠ a ÐÒÉ ŒÓÅÈ b ∈ F_p ). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÔÁËÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ a ÆÁËÔÏÒËÏÌØÃÏ F_p [T ]/(T^2 − a) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÅÍ ÉÚ p^2 ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ. ëÁËÏŒÁ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÁ ÜÔÏÇÏ ÐÏÌÑ?

îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ŒÓÅ ÐÏÌÑ, ÐÏÌÕÞÁÀÝÉÅÓÑ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÐÒÏÃÅÄÕÒÙ, ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ Œ ÚÁÄÁÞÅ 3.1 ÐÒÉ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ a ∈ F_p , ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ. õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.2. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ a, a^′ ∈ Fp , ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅ ÉÚŒÌÅ- ËÁÅÔÓÑ ËŒÁÄÒÁÔÎÙÊ ËÏÒÅÎØ,

Fp [T ]/(T^2 − a) ≃ Fp [T ]/(T^2 − b).

ëÏÎÓÔÒÕËÃÉÑ, ÉÚÌÏÖÅÎÎÁÑ Œ ÚÁÄÁÞÅ 3.1, ÐÒÉÍÅÎÉÍÁ ÔÏÌØËÏ ÐÒÉ ÎÅÞ-ÅÔÎÙÈ p. ôÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ, Å-Å ÍÏÖÎÏ ÎÅÍÎÏÇÏ ÍÏÄÉÆÉÃÉÒÏŒÁÔØ Ó ÔÅÍ, ÞÔÏÂÙ ÏÈŒÁÔÉÔØ É ÓÌÕÞÁÊ p = 2.

XúÁÄÁÞÁ 3.3. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÐÏÌÅ ÉÚ ÞÅÔÙÒ-ÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÔÁ-

ËÉÅ ÐÏÌÑ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ.

òÁÓÛÉÒÅÎÉÊ ÐÏÌÑ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÇÏÒÁÚÄÏ ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ ÒÁÓ- ÛÉÒÅÎÉÊ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÐÏÌÑ.

XõÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.4. éÚÏÍÏÒÆÎÙ ÌÉ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ ÐÏÌÑ Q(^√2), Q(^√3), Q(^{3√}2)?

œ ÚÁÄÁÞÅ 2.20 ÍÙ ŒŒÅÌÉ ÐÏÌÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ËÁË ÆÁËÔÏÒ ËÏÌØÃÁ R[T ] ÐÏ ÉÄÅÁÌÕ (T^2 + 1). îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ T^2 + 1 ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÎÁ ÌÀÂÏÊ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÊ ËŒÁÄÒÁÔÎÙÊ ÔÒ-ÅÈÞÌÅÎ.

XõÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.5. åÓÌÉ P ∈ R[T ] | ËŒÁÄÒÁÔÎÙÊ ÔÒ-ÅÈÞÌÅÎ, ÔÏ R[T ]/(P ) ≃ C .

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.1. ðÏÌÅ K ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ, ÅÓÌÉ ŒÓÑ- ËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ P ∈ K[T ] ÉÍÅÅÔ ËÏÒÅÎØ α ∈ K. 1

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 3.1. ðÕÓÔØ K | ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÐÏÌÅ, P ∈ K[T ], deg P = n, P = ∑_n i=0 a_iT^i. ôÏÇÄÁ P = a_n · ∏ i(T − α_i)^{ki} , ÇÄÅ α_i ∈ K, ∑ i k_i = n. äÒÕ- ÇÉÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ŒÓÑËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÎÁÄ K ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ.

ôÅÏÒÅÍÁ 3.2 (ĂïÓÎÏŒÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÁÌÇÅÂÒÙĄ). ðÏÌÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ C

ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÏ.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 3.3. œÓÑËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ P ∈ R[T ] ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎ Œ

ŒÉÄÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ Ó ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ ÓÔÅÐÅÎÉ ÎÅ ŒÙÛÅ ÄŒÕÈ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.2. ëÏÌØÃÏ A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ Î-ÅÔÅÒÏŒÙÍ, ÅÓÌÉ ŒÓÑËÁÑ ŒÏÚÒÁÓÔÁÀ- ÝÁÑ ÃÅÐÏÞËÁ ÉÄÅÁÌÏŒ a_1 ⊆ a_2 ⊆ · · · ⊆ a_k ⊆ · · · ÓÔÁÂÉÌÉÚÉÒÕÅÔÓÑ, Ô.Å. ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÞÉÓÌÏ k ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ a_i = a_k ÐÒÉ i > k.

XúÁÄÁÞÁ 3.6. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÏÌØÃÏ A Î-ÅÔÅÒÏŒÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ

ËÁÖÄÙÊ ÉÄÅÁÌ Œ A ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄ-ÅÎ, Ô.Å. ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ÉÄÅÁÌÁ a ⊆ A ÓÕÝÅ- ÓÔŒÕÀÔ ÜÌÅÍÅÎÔÙ a_1, . . . , a_k ∈ a ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ a = (a_1, . . . , a_k) = A · a_1 + · · · + A · a_k .

XõÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.7. ðÕÓÔØ A → B | ÜÐÉÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÌÅÃ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ

A Î-ÅÔÅÒÏŒÏ, ÔÏ B ÔÁËÖÅ Î-ÅÔÅÒÏŒÏ. óÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏ ÌÉ ÏÂÒÁÔÎÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ?

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.8. ëÁËÉÅ ÉÚ ŒÓÔÒÅÞÁŒÛÉÈÓÑ ŒÁÍ ÄÏ ÓÉÈ ÐÏÒ ËÏÌÅÃ ÑŒÌÑÀÔÓÑ Î-ÅÔÅÒÏŒÙÍÉ, Á ËÁËÉÅ ÎÅÔ?

ôÅÏÒÅÍÁ 3.4 (ĂôÅÏÒÅÍÁ çÉÌØÂÅÒÔÁ Ï ÂÁÚÉÓÅĄ). ðÕÓÔØ A | Î-ÅÔÅÒÏŒÏ

ËÏÌØÃÏ. ôÏÇÄÁ ËÏÌØÃÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ A[T ] ÔÁËÖÅ Î-ÅÔÅÒÏŒÏ.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 3.5. ðÕÓÔØ A | ËÏÌØÃÏ, ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄ-ÅÎÎÏÅ ÎÁÄ Î-ÅÔÅÒÏŒÙÍ

ËÏÌØÃÏÍ B, Ô.Å. A = B[T_1, . . . , T_n]/u, ÇÄÅ u ⊂ B[T_1, . . . , T_n] | ÉÄÅÁÌ. ôÏÇÄÁ A | Î-ÅÔÅÒÏŒÏ ËÏÌØÃÏ.

XõÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.9. ðÕÓÔØ A | Î-ÅÔÅÒÏŒÏ ËÏÌØÃÏ. ôÏÇÄÁ ŒÓÑËÉÊ ÉÄÅÁÌ a ( A

ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÍ ÉÄÅÁÌÅ.

îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ 3.9 ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÈ (ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ Î-ÅÔÅÒÏŒÙÈ) ËÏÌÅÃ, ÏÄÎÁËÏ ÅÇÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ (ËÁË É ÄÏËÁÚÁ- ÔÅÌØÓÔŒÏ ÄÒÕÇÉÈ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÊ ÔÁËÏÇÏ ÔÉÐÁ) ÏÐÉÒÁÅÔÓÑ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÐÏÓÔÕ- ÌÁÔÙ ÔÅÏÒÉÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒ (ÌÅÍÍÁ ãÏÒÎÁ, ÁËÓÉÏÍÁ ŒÙÂÏÒÁ). ôÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ, ÔÏÌØËÏ ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÔÁËÏÇÏ ÒÏÄÁ ÆÁËÔÙ ÕÄÁ-ÅÔÓÑ ÄÏËÁÚÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ. ôÅÏÒÅÍÁ 3.6. œÓÑËÏÅ ÐÏÌÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕ-

ÔÏÍ ÐÏÌÅ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.3. ðÕÓÔØ G | ËÏÎÅÞÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ ÐÅ- ÒÅÍÅÎÎÙÈ X_1, . . . , X_n, Ô.Å. ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ σ ∈ G ÉÍÅÅÍ X^σ_i = ∑_n j=1 a^σ_{ij} X_j , a^σ_{ij} ∈ K, i, j = 1, . . . , n, ÐÒÉÞ-ÅÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ Œ G ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÐÒÅ- ÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ, ÅÄÉÎÉÃÅÊ ÓÌÕÖÉÔ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ, É ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ σ ∈ G ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÏÂÒÁÔÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ σ^{−1} ∈ G. éÎÄÕ- ÃÉÒÏŒÁÎÎÏÅ ÄÅÊÓÔŒÉÅ G ÎÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÈ ÚÁÄÁ-ÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ F^σ(X_1, . . . , X_n) = F (X^σ_1 , . . . , X^σ_n ), F ∈ K[X_1, . . . , X_n]. íÎÏÇÏÞÌÅÎ F ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÏÍ ÄÅÊÓÔŒÉÑ G, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ŒÓÅÈ σ ∈ G ÉÍÅÅÍ F^σ = F . éÎŒÁÒÉÁÎÔÙ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ËÏÌØÃÏ K[X_1, . . . , X_n]^G ⊂ K[X_1, . . . , X_n], ÎÁÚÙŒÁÅÍÏÅ ËÏÌØÃÏÍ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÏŒ.

XõÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.10. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ F ∈ K[X1, . . . , Xn] ÑŒÌÑÅÔÓÑ

ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÏÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ m ≥ 0 ÜÔÉÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÅÇÏ ÏÄÎÏÒÏÄÎÁÑ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁ F_m ÓÔÅÐÅÎÉ m (ÚÄÅÓØ É ÄÁÌÅÅ F = ∑ m F_m, ÇÄÅ F_m | ÓÕÍÍÁ ÏÄÎÏÞÌÅÎÏŒ ÓÔÅÐÅÎÉ m, ŒÈÏÄÑÝÉÈ Œ F ).

XõÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.11. ðÕÓÔØ G | ËÏÎÅÞÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ

ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ X_1, . . . , X_n. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ |G| ÐÏÒÑÄÏË (Ô.Å. ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÜÌÅÍÅÎ- ÔÏŒ Œ) G É ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ (|G|, char K) = 1. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÏÐÅÒÁÃÉÀ ÕÓÒÅÄÎÅ- ÎÉÑ μ, ÐÏÌÁÇÁÑ μ(F ) =^1_{|G|} ∑ σ∈G F^σ. ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ μ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÓÔÅÐÅÎØ (Ô.Å.

ÄÌÑ ŒÓÅÈ F ∈ K[X_1, . . . , X_n] É m ≥ 0 ÉÍÅÅÍ (μ(F ))_m = μ(F_m)) É μ(F ) = F ÐÒÉ F ∈ K[X_1, . . . , X_n]^G. ñŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉ μ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ?

ðÒÉÍÅÒ. ðÕÓÔØ G | ÇÒÕÐÐÁ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏË ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ X1, . . . , Xn, ÓÏÓÔÏÑÝÁÑ ÉÚ n! ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ. ôÏÇÄÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ s_1 = ∑_n i=1 X_i, s_2 = ∑ i<j X_iX_j , . . . , s_n = X_1 · · · X_n, ÎÁÚÙŒÁÅÍÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÍÉ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍÉ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ, ÑŒÌÑ- ÀÔÓÑ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÁÍÉ.

îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁÍ ÕÖÅ ŒÓÔÒÅÞÁ- ÌÉÓØ Œ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÉ 2.13, ËÏÔÏÒÏÅ ÍÙ ÚÄÅÓØ ÐÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍ ÂÏÌÅÅ ÑŒÎÙÍ ÏÂÒÁ- ÚÏÍ.

XõÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.12. äÏËÁÖÉÔÅ ÔÅÏÒÅÍÕ œÉÅÔÁ: ðÕÓÔØ P = X^n + a1X^{n−1} +

· · · + a_n ∈ K[X] | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ, ÉÍÅÀÝÉÊ n ËÏÒÎÅÊ α_1, . . . , α_n ∈ K^′, ÇÄÅ K^′ ⊃ K (ÄÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, P = ∏_n i=1(X − α_i); ÜÌÅÍÅÎÔÙ α_i ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ). ôÏÇÄÁ a_i = ±s_i(α_1, . . . , α_n), i = 1, . . . , n (ŒÙÞÉÓÌÉÔÅ ÚÎÁË!).

ôÅÏÒÅÍÁ 3.7 (ĂïÓÎÏŒÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÔÅÏÒÉÉ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊĄ).

ðÕÓÔØ G | ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÇÒÕÐÐÁ, Ô.Å. ÇÒÕÐÐÁ ŒÓÅÈ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏË ÐÅÒÅÍÅÎ- ÎÙÈ X_1, . . . , X_n. ôÏÇÄÁ K[X_1, . . . , X_n]^G = K[s_1, . . . , s_n] ⊂ K[X_1, . . . , X_n] | ÐÏÄ- ËÏÌØÃÏ, ÉÚÏÍÏÒÆÎÏÅ ËÏÌØÃÕ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÏÔ n ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ.

XúÁÄÁÞÁ 3.13. ðÕÓÔØ K^′ ⊃ K | ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ ÐÏÌÅÊ, É ÐÕÓÔØ K^a ⊂ K^′ | ÍÎÏ-

ÖÅÓÔŒÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ, ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÎÁÄ K (ÓÍ. ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.7). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ K^a ⊃ K | ÐÏÌÅ (Ô.Å. ÓÕÍÍÁ, ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ, ÒÁÚÎÏÓÔØ É ÞÁÓÔÎÏÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ).

úÁÄÁÞÁ 3.14. ðÕÓÔØ K^′ ⊃ K | ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ ÐÏÌÅÊ, É ÐÕÓÔØ α, β ∈ K^′ | ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ, ÑŒÌÑÀÝÉÅÓÑ ËÏÒÎÑÍÉ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÉÚ K[T ] ÓÔÅÐÅÎÅÊ a É b ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ. äÁÊÔÅ ÔÏÞÎÙÅ ÏÃÅÎËÉ ÓŒÅÒÈÕ ÄÌÑ ÓÔÅÐÅÎÅÊ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ, ËÏÒÎÑÍÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔÙ α ± β, α · β É^α_β (ÓÒ. ÚÁÄÁÞÕ 3.13).

úÁÄÁÞÁ 3.15.

Á) ðÕÓÔØ G | ÇÒÕÐÐÁ ŒÔÏÒÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ X, Y , ÐÏÒÏÖÄ-ÅÎÎÁÑ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅÍ σ ÔÁËÉÍ, ÞÔÏ X^σ = −X, Y^σ = −Y . îÁÊÄÉÔÅ ÏÂÒÁÚÕ- ÀÝÉÅ ËÏÌØÃÁ C [X, Y ]^G. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ C [X, Y ]^G ≃ C [T_1 , T_2, T_3]/(T_1T_3 − T^2_2 ). ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ C [X, Y ]^G ≄ C [X, Y ].

b) óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÊÔÅ É ÒÅÛÉÔÅ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÕÀ ÚÁÄÁÞÕ ÄÌÑ ÇÒÕÐÐÙ G, |G| = m, ÐÏÒÏÖÄ-ÅÎÎÏÊ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅÍ σ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ X^σ = ε · X, Y^σ = ε · Y , ÇÄÅ ε = cos^{2π}_m + i sin^{2π}_m .

úÁÄÁÞÁ 3.16. îÁÊÄÉÔÅ ŒÓÅ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÄÅÊÓÔŒÉÑ ÇÒÕÐÐÙ ŒÔÏÒÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ G ÎÁ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ X, Y , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ C [X, Y ]^G ≃ C [X, Y ].

ôÅÏÒÅÍÁ 3.8 (ĂïÓÎÏŒÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÔÅÏÒÉÉ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÏŒĄ). ðÕÓÔØ G |

ËÏÎÅÞÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ, (|G|, char K) = 1. ôÏÇÄÁ ËÏÌØÃÏ K[X_1, . . . , X_n]^G ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÏ.

œ ÚÁÄÁÞÅ 2.14 ÍÙ ŒÉÄÅÌÉ, ÞÔÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÉÚ K[X] ÍÏÇÕÔ ÏÐÒÅ- ÄÅÌÑÔØ ÏÄÉÎÁËÏŒÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ ÐÏÌÅ K. ïÄÎÁËÏ ÜÔÏ ŒÏÚÍÏÖÎÏ ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÐÏÌÑ.

XúÁÄÁÞÁ 3.17. ðÕÓÔØ K | ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ÐÏÌÅ, F1, F2 ∈ K[X1, . . . , Xn], F1 ≠ F2.

äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ F_1 É F_2 ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔ ÒÁÚÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ ÐÏÌÅ K, Ô.Å. ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÜÌÅÍÅÎÔÙ a_1, . . . , a_n ∈ K ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ F_1(a_1, . . . , a_n) ≠ F_2(a_1, . . . , a_n).

úÁÄÁÞÁ 3.17 ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ËÏÌØÃÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ K[X_1, . . . , X_n] ÍÏÖÎÏ ÒÁÓ- ÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ËÁË ËÏÌØÃÏ ÆÕÎËÃÉÊ ÏÔ n ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ X_1, . . . , X_n. ëÁÖÄÏÍÕ ÐÏÄ- ÍÎÏÖÅÓÔŒÕ I ⊂ K[X_1, . . . , X_n] ÍÏÖÎÏ ÓÏÐÏÓÔÁŒÉÔØ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Z(I) = {(a_1, . . . , a_n) ∈ K^n | f(a_1, . . . , a_n) = 0 ∀f ∈ I}. (∗) íÎÏÖÅÓÔŒÁ ÔÁËÏÇÏ ŒÉÄÁ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÁÆÆÉÎÎÙÍÉ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍÉ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁ- ÚÉÑÍÉ, Á ÒÅÛÅÎÉÑ ÓÉÓÔÅÍÙ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ (∗) | ÉÈ ÔÏÞËÁÍÉ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Z(I) ÎÅ ÉÚÍÅÎÉÔÓÑ, ÅÓÌÉ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ I ÉÄÅÁÌÏÍ, ËÏÔÏÒÙÊ ÏÎÏ ÐÏÒÏÖÄÁÅÔ Œ K[X_1, . . . , X_n].

ïÂÒÁÔÎÏ, ÐÕÓÔØ X ⊂ K^n | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ. ðÏÌÏÖÉÍ I(X) = {f ∈ K[X_1, . . . , X_n] | f(a_1, . . . , a_n) = 0 ∀(a_1, . . . , a_n) ∈ X}. (∗∗) ñÓÎÏ, ÞÔÏ I(X) ⊂ K[X_1, . . . , X_n] | ÉÄÅÁÌ. òÅÇÕÌÑÒÎÙÍÉ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ ÎÁ X ÎÁ- ÚÙŒÁÀÔÓÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÎÁ X ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÉÚ K[X_1, . . . , X_n]; ËÏÌØÃÏ K[X] = K[X_1, . . . , X_n]/I(X) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÌØÃÏÍ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ X.

îÅ ŒÓÑËÏÅ ËÏÌØÃÏ ŒÉÄÁ A = K[X_1, . . . , X_n]/I ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÌØÃÏÍ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ. ôÁË, ÅÓÌÉ f ∈ A | ÔÁËÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ, ÞÔÏ f^m = 0 ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ m, ÔÏ f(a_1, . . . , a_n) = f^m(a_1, . . . , a_n) = 0 ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÔÏÞÅË (a_1, . . . , a_n) ∈ X, É ÅÓÌÉ A | ËÏÌØÃÏ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ X, ÔÏ f = 0. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.4. üÌÅÍÅÎÔ a ËÏÌØÃÁ A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÙÍ (ÉÌÉ

ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÏÍ), ÅÓÌÉ a^m = 0 ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ m. íÎÏ- ÖÅÓÔŒÏ N ŒÓÅÈ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÉÌØÒÁÄÉËÁÌÏÍ ËÏÌØÃÁ A. ëÏÌØÃÏ A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÉŒÅÄ-ÅÎÎÙÍ, ÅÓÌÉ N(A) = 0.

XõÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.18. îÁÊÄÉÔÅ ÎÉÌØÒÁÄÉËÁÌÙ ËÏÌÅÃ Z/mZÉ R[X, Y ]/(X^k, Y^l)

(k, l É m | ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ).

XúÁÄÁÞÁ 3.19. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÉÌØÒÁÄÉËÁÌ N ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÄÅÁÌÏÍ ËÏÌØÃÁ A É

ÞÔÏ Œ ËÏÌØÃÅ A/N ÎÅÔ ÎÅÎÕÌÅŒÙÈ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÏŒ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.5. ðÕÓÔØ A | ËÏÌØÃÏ, I ⊂ A | ÉÄÅÁÌ. òÁÄÉËÁÌÏÍ rad I ÉÄÅ- ÁÌÁ I ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ a ∈ A ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ a^m ∈ I ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ

m ∈ Z. éÄÅÁÌ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÒÁÄÉËÁÌØÎÙÍ, ÅÓÌÉ I = rad I. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÉÄÅÁÌ

I ÒÁÄÉËÁÌÅÎ ÅÓÌÉ É ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ A/I | ÐÒÉŒÅÄ-ÅÎÎÏÅ ËÏÌØÃÏ.

ðÒÅÄÛÅÓÔŒÕÀÝÅÅ ÏÂÓÕÖÄÅÎÉÅ ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ŒÓÑËÉÊ ÉÄÅÁÌ ŒÉÄÁ I(X) ÒÁ- ÄÉËÁÌÅÎ. ôÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ, ÎÅ ŒÓÑËÉÊ ÒÁÄÉËÁÌØÎÙÊ ÉÄÅÁÌ Œ K[X_1, . . . , X_n] ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ I(X). îÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÕÓÔØ I = (X^2 + 1) ⊂ R[X]. ôÏÇÄÁ I ÒÁÄÉËÁÌÅÎ, ÎÏ Z(I) = ?, ÔÁË ÞÔÏ I ≠ I(X) ÎÉ ÄÌÑ ËÁËÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ X. óÉÔÕÁÃÉÑ ÕÐÒÏÝÁ- ÅÔÓÑ ÄÌÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÏÇÏ ÐÏÌÑ K.

XõÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.20. ðÕÓÔØ K | ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÐÏÌÅ. îÁÊÄÉÔÅ

ŒÓÅ ÒÁÄÉËÁÌØÎÙÅ ÉÄÅÁÌÙ Œ K[T ] É ÄÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÏÎÉ ÉÍÅÀÔ ŒÉÄ I(X) ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ X ⊂ K. âÏÌÅÅ ÔÏÞÎÏ, ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ÉÄÅÁÌÁ I ⊂ K[T ] ÉÍÅÅÍ I(Z(I)) = rad I.

ïËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ÍÅÖÄÕ ÁÆÆÉÎÎÙÍÉ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍÉ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑÍÉ É ÒÁÄÉËÁÌØÎÙÍÉ ÉÄÅÁÌÁÍÉ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÄÌÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÏÔ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ.

ôÅÏÒÅÍÁ 3.9 (ĂôÅÏÒÅÍÁ çÉÌØÂÅÒÔÁ Ï ÎÕÌÑÈĄ). ðÕÓÔØ K | ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ

ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÐÏÌÅ. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÉÄÅÁÌÁ I ⊂ K[X_1, . . . , X_n] ÉÍÅÅÍ I(Z(I)) = rad I. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ I → Z(I) É X → I(X) (ÓÍ. (∗) É (∗∗)) ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ÍÅÖÄÕ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ÁÆÆÉÎ- ÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ Œ K^n É ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ÒÁÄÉËÁÌØÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ Œ K[X_1, . . . , X_n].

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 3.10. ðÕÓÔØ f1, . . . , fm ∈ K[X1, . . . , Xn], ÇÄÅ K | ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ

ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÐÏÌÅ, É ÐÕÓÔØ f_1(x_1, . . . , x_n) = 0 . . . f_m(x_1, . . . , x_n) = 0 (#) | ÓÉÓÔÅÍÁ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ. óÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÓÌÏŒÉÑ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ:

Á) óÉÓÔÅÍÁ (#) ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÒÅÛÅÎÉÊ Œ K^n;

Â) óÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ g_1, . . . , g_m ∈ K[X_1, . . . , X_n] ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ m∑ i=1 g_if_i = 1. (##)

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 3.1. äÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÐÒÉÍÅÎÑÔØ ËÒÉÔÅÒÉÊ ÉÚ ÓÌÅÄÓÔŒÉÑ 3.10 ÎÁ ÐÒÁËÔÉËÅ, ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÄÁÔØ ÏÃÅÎËÉ ÓÔÅÐÅÎÅÊ É ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ g_i ÉÚ (##). üÔÁ ÐÒÏÂÌÅÍÁ ÓÔÁÌÁ ŒÅÓØÍÁ ÐÏÐÕÌÑÒÎÁ Œ ÐÏÓÌÅÄÎÉÅ ÇÏÄÙ, É ÅÊ ÐÏÓŒÑÝÅÎÙ ÍÎÏÇÉÅ ÎÅÄÁŒÎÉÅ ÒÁÂÏÔÙ ÒÑÄÁ ÉÚŒÅÓÔÎÙÈ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÏŒ. ôÁË, ÅÓÌÉ ÉÚŒÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ deg f_i ≤ d, ÇÄÅ d > 2, ÔÏ Œ (##) ÍÏÖÎÏ ŒÙÂÒÁÔØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ g_i ÔÁË, ÞÔÏ deg g_if_i ≤ d^n, i = 1, . . . , m. ðÏÐÒÏÂÕÊÔÅ É ŒÙ ÏÔÙÓËÁÔØ ÐÏ ŒÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ ÂÏÌÅÅ ÐÒÏÓÔÙÅ ÒÅÛÅÎÉÑ g_i ÓÉÓÔÅÍÙ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ (##).

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 3.11. ðÕÓÔØ K | ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÐÏÌÅ, É ÐÕÓÔØ A ⊃ K

| ËÏÌØÃÏ. óÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÓÌÏŒÉÑ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ:

Á) A | ËÏÌØÃÏ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÍ ÍÎÏÇÏ- ÏÂÒÁÚÉÉ X;

Â) ëÏÌØÃÏ A ÐÒÉŒÅÄÅÎÏ (ÓÍ. ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.4 ) É ÐÏÒÏÖÄÅÎÏ ÎÁÄ K ËÏÎÅÞ- ÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ A (Ô.Å. A = K[f_1, . . . , f_m], ÇÄÅ f_1, . . . , f_m ∈ A).

XõÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.21. ðÕÓÔØ K | ÐÏÌÅ, É ÐÕÓÔØ A = K[X] = K[X1, . . . , Xn]/I

| ÁÌÇÅÂÒÁ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ ÁÆÆÉÎÎÏÍ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ X. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÊ ÔÏÞËÉ x = (x_1, . . . , x_n) ∈ X ÉÄÅÁÌ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ f ∈ A, ÏÂÒÁÝÁÀÝÉÈÓÑ Œ ÎÕÌØ Œ x, ÍÁËÓÉÍÁÌÅÎ É ÐÏÒÏÖÄ-ÅÎ ÏÂÒÁÚÁÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ X_1 − x_1, . . . , X_n − x_n.

óÌÅÄÕÀÝÅÅ ÓÌÅÄÓÔŒÉÅ ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÐÏÌÅ K ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÏ, ÔÏ ŒÓÅ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÅ ÉÄÅÁÌÙ ËÏÌØÃÁ A ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. óÌÅÄÓÔŒÉÅ 3.12. ðÕÓÔØ K | ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÐÏÌÅ, É ÐÕÓÔØ X

| ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ Œ K^n. ôÏÇÄÁ ŒÓÑËÉÊ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÉÄÅÁÌ Œ ËÏÌØÃÅ K[X] = K[X_1, . . . , X_n]/I ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ (X_1 −x_1, . . . , X_n −x_n)/I ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÔÏÞËÉ x = (x_1, . . . , x_n) ∈ X. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÔÏÞËÉ X ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ ŒÏ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÍ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÉ Ó ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÍÉ ÉÄÅÁÌÁÍÉ ËÏÌØÃÁ K[X]. óÌÅÄÓÔŒÉÑ 3.11 É 3.12 ÐÏËÁÚÙŒÁÀÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÐÒÉŒÅÄ-ÅÎÎÙÈ ËÏÌÅÃ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÔÉÐÁ ÎÁÄ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ ÐÏÌÅÍ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÍÕ ÐÏÎÑÔÉÀ ĂÔÏÞËÁĄ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÐÏÎÑÔÉÅ ĂÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÉÄÅÁÌĄ. åÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ÐÏÐÙÔÁÔØÓÑ ÒÁÓÐÒÏÓÔÒÁÎÉÔØ ÜÔÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ÎÁ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÅ ËÏÌØÃÁ Ó ÔÅÍ, ÞÔÏÂÙ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÏÌÕÞÉÔØ ŒÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÇÏŒÏÒÉÔØ Ï ĂÔÏÞËÁÈĄ ËÏÌÅÃ ÁÒÉÆÍÅ- ÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏÉÓÈÏÖÄÅÎÉÑ É ÐÒÉŒÌÅÞØ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÕÀ ÉÎÔÕÉÃÉÀ ÄÌÑ ÉÓÓÌÅ- ÄÏŒÁÎÉÑ ÔÅÏÒÅÔÉËÏ-ÞÉÓÌÏŒÙÈ ÐÒÏÂÌÅÍ. ïÄÎÁËÏ ÕÄÏÂÎÅÅ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÔÏÞËÁÍÉ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÅ, ÎÏ É ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÅ ÐÒÏÓÔÙÅ ÉÄÅÁÌÙ. üÔÏ ŒÙÚŒÁÎÏ, Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÔÅÍ, ÞÔÏ ÐÒÏÓÔÙÅ ÉÄÅÁÌÙ, Œ ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÈ, ÈÏÒÏÛÏ ŒÅÄÕÔ ÓÅÂÑ ÐÒÉ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁÈ (ÓÍ. ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.3).

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.6. íÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÒÏÓÔÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ ËÏÌØÃÁ A (ŒËÌÀÞÁÑ ÎÕÌÅŒÏÊ ÉÄÅÁÌ, ÅÓÌÉ ÏÎ ÐÒÏÓÔ, ÎÏ ÉÓËÌÀÞÁÑ ÓÁÍÏ ËÏÌØÃÏ A) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÅÇÏ ÓÐÅËÔÒÏÍ É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ Spec A. ðÒÏÓÔÙÅ ÉÄÅÁÌÙ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÔÏÞËÁÍÉ ÓÐÅËÔÒÁ. óÐÅË- ÔÒÙ ËÏÌÅÃ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÔÁËÖÅ ÁÆÆÉÎÎÙÍÉ ÓÈÅÍÁÍÉ.

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ ËÏÌØÃÁ A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÅÇÏ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÍ ÓÐÅËÔÒÏÍ É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ Specm A.

ëÁÖÄÏÍÕ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÕ ËÏÌÅÃ φ : A → B ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÉÈ ÓÐÅËÔÒÏŒ Œ ÏÂÒÁÔÎÕÀ ÓÔÏÒÏÎÕ f = f(φ): Spec B → Spec A (ÓÍ. ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.3).

ëÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ x ∈ Spec A ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÆÁËÔÏÒËÏÌØÃÏ ËÏÌØÃÁ A ÐÏ ÓÏÏÔ- ŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÍÕ ÐÒÏÓÔÏÍÕ ÉÄÅÁÌÕ. ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ÜÔÏ ÆÁËÔÏÒËÏÌØÃÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÂÌÁÓÔØÀ ÃÅÌÏÓÔÎÏÓÔÉ; ÅÇÏ ÐÏÌÅ ÞÁÓÔÎÙÈ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ k(x). üÌÅÍÅÎÔÙ ËÏÌØÃÁ A ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ËÁË ĂÆÕÎËÃÉÉĄ ÎÁ Spec A; ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ ÆÕÎËÃÉÉ a ∈ A Œ ÔÏÞËÅ x ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔ a(x) ∈ k(x), ÑŒÌÑÀÝÉÊÓÑ ÏÂÒÁÚÏÍ a ÐÒÉ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÅ A → k(x). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÊ Œ ÒÁÚÎÙÈ ÔÏÞËÁÈ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ, ŒÏÏÂÝÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÒÁÚÎÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁÍ! ðÒÉÍÅÒ. Spec Z | ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ÐÒÏÓÔÙÈ ÇÌÁŒÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ (2), (3), (5), (7), . . . É ÎÕÌÅŒÏÇÏ ÉÄÅÁÌÁ (0). úÎÁÞÅÎÉÅ ÃÅÌÏÇÏ ÞÉÓÌÁ m, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ- ŒÁÅÍÏÇÏ ËÁË ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁ Z, Œ ÔÏÞËÅ (p) ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ Z/pZ, Á Œ ÔÏÞËÅ (0) | ÐÏÌÀ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ. œÌÏÖÅÎÉÅ ËÏÌÅÃ Z→ Z[i] ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : Spec Z[i] → Spec Z. òÅÛÉŒ ÚÁÄÁÞÕ 2.22, ŒÙ ÕÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ Õ ÔÏÞÅË, ÓÏÏÔŒÅÔ- ÓÔŒÕÀÝÉÈ ÐÒÏÓÔÙÍ ÉÄÅÁÌÁÍ (0), (2) É (p), ÇÄÅ p | ÐÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ ŒÉÄÁ 4k + 3,

ÐÒÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ f ÏÄÉÎ ÐÒÏÏÂÒÁÚ, Á Õ ÔÏÞÅË, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÈ ÉÄÅÁÌÕ (p), ÇÄÅ p | ÐÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ ŒÉÄÁ 4k + 1, | ÄŒÁ ÐÒÏÏÂÒÁÚÁ.

ïÂÙÞÎÏ ÆÕÎËÃÉÑ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÓŒÏÉÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ (ÓÒ. ÚÁÄÁÞÉ 2.14 É 3.17). îÏ ÄÌÑ ÐÒÉŒÅÄ-ÅÎÎÏÇÏ ŒÙÛÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÜÔÏ ÎÅ ÓÏŒÓÅÍ ÔÁË. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ a ∈ A ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÎÕÌØ ŒÏ ŒÓÅÈ ÔÏÞËÁÈ x ∈ Spec A ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ a ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ŒÓÅÍ ÐÒÏÓÔÙÍ ÉÄÅÁÌÁÍ ËÏÌØÃÁ A.

úÁÄÁÞÁ 3.22. ðÕÓÔØ A | Î-ÅÔÅÒÏŒÏ ËÏÌØÃÏ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ^⋂_{p∈Spec A}p = N(A),

Ô.Å. ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ŒÓÅÈ ÐÒÏÓÔÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ ËÏÌØÃÁ A ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÅÇÏ ÎÉÌØÒÁÄÉ- ËÁÌÏÍ. äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÆÕÎËÃÉÑ a ∈ A ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÎÕÌØ ŒÏ ŒÓÅÈ ÔÏÞËÁÈ Spec A ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ a ∈ N. ëÁË É Œ ÓÌÕÞÁÅ Ó ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÅÍ 3.9, ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÌÅÍÍÕ ãÏÒÎÁ, ÎÅÔÒÕÄÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ 3.22 ÄÌÑ ÐÒÏ- ÉÚŒÏÌØÎÙÈ (ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ Î-ÅÔÅÒÏŒÙÈ) ËÏÌÅÃ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.7. ðÕÓÔØ A | ËÏÌØÃÏ, E ⊂ A | ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, É ÐÕÓÔØ

V (E) ⊂ Spec A, V (E) = {p ⊃ E}. ôÏÐÏÌÏÇÉÑ Œ Spec A, Œ ËÏÔÏÒÏÊ ÚÁÍËÎÕÔÙÍÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁÍÉ ÓÌÕÖÁÔ V (E), ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÏÐÏÌÏÇÉÅÊ úÁÒÉÓËÏÇÏ. õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.23. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ŒÙÐÏÌÎÅÎÙ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ:

Á) ∩_αV (E_α) = V (∪_αE_α);

Â) V (E_1) ∪ V (E_2) = V (I), ÇÄÅ I | ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÉÄÅÁÌÏŒ, ÐÏÒÏÖÄ-ÅÎÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁÍÉ E_1 É E_2.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ V (E) ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÔ ÁËÓÉÏÍÁÍ ÓÉÓÔÅÍÙ ÚÁÍËÎÕ- ÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.24. ðÕÓÔØ φ : A → B | ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÌÅÃ, ÐÕÓÔØ E ⊂ A, É ÐÕÓÔØ f : Spec B → Spec A | ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ f^{−1}(V (E)) = V (φ(E)), ÔÁË ÞÔÏ f | ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.25. ðÕÓÔØ A | ËÏÌØÃÏ, E ⊂ A | ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, É ÐÕÓÔØ

a = a(E) | ÉÄÅÁÌ, ÐÏÒÏÖÄ-ÅÎÎÙÊ E. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ A → A/a ÐÏÒÏÖÄÁÅÔ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍ Spec A/a → V (E), ÔÁË ÞÔÏ ŒÓÅ ÚÁÍËÎÕÔÙÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ Œ Spec A ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÙ ÓÐÅËÔÒÁÍ ËÏÌÅÃ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.8. ðÕÓÔØ A | ËÏÌØÃÏ, f ∈ A, X = Spec A. ïÔËÒÙÔÙÅ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÁ ŒÉÄÁ X_f = Spec A \ V (f) ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÇÌÁŒÎÙÍÉ ÏÔËÒÙÔÙÍÉ ÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÁÍÉ.

úÁÄÁÞÁ 3.26. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ

Á) íÎÏÖÅÓÔŒÁ X_f ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÁÚÉÓ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ Œ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ úÁ- ÒÉÓËÏÇÏ;

Â) X_f = ? ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ f ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÅÎ; Œ) X_f = X ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ f ÏÂÒÁÔÉÍ.

úÁÄÁÞÁ 3.27. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Spec A ËÏÍÐÁËÔÎÏ Œ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ úÁÒÉÓËÏÇÏ, Ô.Å. ÉÚ ŒÓÑËÏÇÏ ÐÏËÒÙÔÉÑ ÍÏÖÎÏ ŒÙÂÒÁÔØ ËÏÎÅÞÎÏÅ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.9. ðÕÓÔØ X | ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. ôÏÞËÁ x ∈ X ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÂÝÅÊ ÔÏÞËÏÊ X, ÅÓÌÉ —x = X (ÞÅÒÔÁ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÚÁÍÙËÁÎÉÅ).

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.10. ôÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ X ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÉŒÏÄÉ-

ÍÙÍ, ÅÓÌÉ X = X_1 ∪ X_2, ÇÄÅ X_1, X_2 ≠ X | ÚÁÍËÎÕÔÙÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ X, É ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÍ Œ ÐÒÏÔÉŒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ.

úÁÄÁÞÁ 3.28. ðÕÓÔØ X = Spec A. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÓÌÏŒÉÑ ÜËŒÉŒÁ- ÌÅÎÔÎÙ:

1) X ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏ;

2) œÓÑËÁÑ ÐÁÒÁ ÎÅÐÕÓÔÙÈ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ Œ X ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔÓÑ; 3) œÓÑËÏÅ ÎÅÐÕÓÔÏÅ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÌÏÔÎÏ Œ X; 4) X ÉÍÅÅÔ ÏÂÝÕÀ ÔÏÞËÕ;

5) îÉÌØÒÁÄÉËÁÌ N ËÏÌØÃÁ A ÐÒÏÓÔ.

úÁÄÁÞÁ 3.29. ðÕÓÔØ X = Spec A, ÇÄÅ A | Î-ÅÔÅÒÏŒÏ ËÏÌØÃÏ. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅ- ÓÔŒÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ X = X_1 ∪ · · · ∪ X_r , ÇÄÅ X_i ⊈ X_j , i ≠ j | ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ ÚÁÍËÎÕÔÙÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.11. íÁËÓÉÍÁÌØÎÁÑ ÄÌÉÎÁ n ÃÅÐÏÞËÉ ÎÅÐÕÓÔÙÈ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ X_0 ( X_1 ( · · · ( X_n ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ X ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØÀ X É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ dim X (ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÒÁÚÍÅÒ- ÎÏÓÔØ | ÜÔÏ ÌÉÂÏ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏÅ ÃÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÌÉÂÏ +∞). åÓÌÉ A | ËÏÌØÃÏ, Á X = Spec A, ÔÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØÀ A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ X. äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, dim A | ÜÔÏ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÁÑ ÄÌÉÎÁ n ÓÔÒÏÇÏ ŒÏÚÒÁÓÔÁÀÝÅÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÐÒÏÓÔÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ p_0 ( p_1 ( · · · ( p_n.

úÁÄÁÞÁ 3.30. îÁÊÄÉÔÅ dim A Œ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ: A = K | ÐÏÌÅ, A = Z,

A = Z(^√m), A = K[T ], A = Z[T ].